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Sterbegesetze,
fiir welche der Barwert einer Verbindungsrente

gewisse Mittelwerteigenschaften erfiillt

Von Ernst Rufener, Ziirich

Versicherungswerte auf verbundene Leben werden in der Regel
fiir qie Berechnung auf einen oder mehrere Werte gleichaltriger Leben
Auriickgefiihrt. Solange Makehams (resetz einer Sterbetafel zugrunde
liegt, st diese Zuriickfiihrung einfach: die verschiedenen Grissen der
Altergvariablen werden durch das gemeinsame Zentralalter ersebzt.
F. tir neuere Sterbetafeln, die nicht nach Makeham ausgeglichen sind,
_g_llt diese Zentralaltercigenschaft nicht mehr streng; man hat sich, falls
818 trotzdem beansprucht wird, mit einer — allerdings praktiseh durch-
ds brauchbaren — Niherung zu begniigen oder wird auf andere Me-
thoden verwiesen. Wio H.Jecklin in verschiedenen Arbeiten gezeigh
hat ), eignen sich namentlich die Lidstoneschen Approximationen zur

orleitung geeigneter Formeln fiir den praktischen Gebrauch. Fin ein-
faches und naheliegendes Verfahren besteht darin, die Primie fiir ein
Paar (x,1) aus den Priamien der beiden gleichaltrigen Paare (z, ) und
(y, ¥) durch arithmetische Mittelbildung zu bestimmen:
Pyt = #{Phui + Py

ayin|
Biir gio gemischte Versicherung mit

Ay T+ Y g

ny:ﬂ N ([*ﬁ) (.'l'-xy:n] ? AIU:"I = l—ddw:n‘},

; Y H. Jecklin, Elementary Generalizations upon Lidstone's Approximation for
W0 joint Lives, The Journal of the Institute of Actuaries, Vol.76, Part 3, No.344,
®cember 1950; insbesondere wird auf das darin enthaltene Literaturverzeichnis
Ngewiesen.

21
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entspricht diesem Primienmittelwert die harmonische Mittelbildung
fiir Rentenbarwerte
1 1 [ 1

RN

(yyin] 2 ] Uy uyy:}ﬂj

Das numerische Uberpriifen derartiger Formeln lisst sich unseres
Erachtens sinnvoll durch die Frage nach Sterbegesetzen, welche
durch diese Mittelwerteigenschaft charakterisiert sind, ergiinzen. Al‘“’_h'
metische und geometrische Mittelbildung werden ihr dabel zur Selffe
gestellt. — Die vorliegende Studie ist der Abklirung dieser Fragen, die
in der Literatur nur spirlich gestreift worden sind, gewidmet. Unser
Betrachtungen bleiben dabei auf kontinuierliche Leibrenten beschrankt:

1. Sterbegesetze, fiir die sich der Barwert 4,
der Verbindungsrente als harmonisches Mittel zu den Barwerte!

gleichen Alters g, und g, darstellen Lisst

Wir wenden uns im folgenden zuniichst analytischen Sterb®”
gesebzen zu, die sich durch die Figenschaft

[t )

auszeichnen. (1) definiert d,, als harmonisches Mittel zu den fiir gleif’h'
altrige Paare gerechneten Barwerten d,, und @, stellt mithin eln®
additive Zerlegung der reziproken Barwertfunktion in zwei Funltione?
dar, von denen jede nur von einer Altersvariablen abhiingt:

1 ‘
= gla) + 9ty). @
oy

1 1 1 1
kK it Wl}

ist Folgerung aus der Lidstoneschen Néherung

L 1 1 1
, ~———
gy :im Uzin| Gy op |
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Die beiden versicherten Leben sollen dasselbe Absterbegesetz befolgen,
% dass fiir die kommutierten Zahlen in

i = Ny
' i
die Darstellungen
s E
g (z-+y) ; 7 —g
D, =e () y) = ) [(y)» fx) = ¢ * Ua),
o (3)

Ny = f(%+§) f(y+&)dé

gelten. Die positive, im Unendlichen verschwindende Funktion f(x)
8¢l hinreichend regulir, so dass die nachfolgend durchgefiihrten Um-
formungen richtig sind; inshesondere sei f(x) differenzierbar.

Vermoge (3) stellt nun (2) eine nichtlineare Integralgleichung dar,

[0

J fz+8) f(y+§dé =

Q

f(@) [(y) @
9(z) +g(y)’

deren Ligsung durch Differentiation gefunden wird. Lieitet man nimlich
(4) nach z und y ab und fasst die entstehenden Ausdriicke

f(@) [(y)

@) g
j[ B+ = L o)

10 e+ o |

o i 10ty I
f Mot OO = 0oy g [ ™ g+

durch Addition zusammen, dann kann die Integration iiber die Ableitung
YInes Produktes ausgefiihrt und das Hrgebnis mit

1 _g@)+g

fl 7| 1 —
o * o0 | w6 o0~ e g = O

@) i

festgeha,lten werden.
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[eoe] co

Der aus

_ [ ireeae - V@PF
durch Ableiten erhaltene Ausdruck
A5 R BN AL ©

flz) 2 g(x)
bestimmt bei gegebenen g(x) die 'unktion f(x) als Tidsung einer lineare?
homogenen Differentialgleichung 1.0Ordnung,

Ho) = kY gy S "
und fiihrt, in (5) substituiert, zu folgender Bedingung fiir die Funk-
t. : Tt ! ) / !
ion g(x) 1 [g'(z) g(y)g’ _ J@) 49
2 19 gl 9@+

oder [g’(w) SO o) g)] = 0 9
=X Eon | [gfi) —g(3)] = O.
g(x)  9(y)

Demzufolge 1st entweder
g(z) = g(y) = konstant = «, (a>0),
oder aber g(x) ist der Bedingung

4 (m) o g (?j). = konstant = 4,
() 9(y)
also g(x) = ae'?, (4=0, a>0)

unterworfen. Da ¢(x) als reziproke Barwertfunktion im Enendliche?
nicht verschwinden kann, wird fiir den Parameter A4 der Variabilitdts”
bereich auf 4 = 0 eingeschrinkt und gibt damit Anlass zu zwel Tall
unterscheidungen:

J. A =0: g(gj):o(,, (CL>0)

Nach (6) wird f@) = ke™, (a>0), 9)

mithin die zugeordnete Uberlebensordnung

b == 6,2.:6 Hit) == keﬁ(a_?‘)x = k5%, (a> g) (10)

vom Dormoyschen Typus.
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Fiir cin derartiges Sterbegesets wird wegen der Altersunabhiingigkeit
des Rentenbarwertes,

0]

- . f(ﬂb , E) f(y _I 5) o 1
oy J f(l) f(?/) . fe ‘ 20

die einleitend postulierte Mittelwerteigenschatt trivialerweise erfiillt.

II. 4 >0: g(z) = ae*,  (>0).

Durch die zweiparametrige Schar

Av o gy
f(x) =xe? e * (11)
Welche (7) in diesern Falle darstellt, wird ein Sterbegesetz
o A4S @ A
() = e® f(z) =xe ® ¢ * = us"g” (12)
it .l A+

c=c¢et, g=e?, s=c¢?

Vom Makehamschen Typus bestimmt, zwischen dessen Parametern ¢

und s die Beziehung
g == [=1F1=¢) {8
besteht,

Satz 1. Durch die Mittelwerteigenschaft

1 111 ]_1
e B |, Y

Wird eime Makcehamsche Uberlebensordnung I(x) = »s%g*" bestimmt, deren
Parameter ¢ wnd s durch die Relation (13)

ce’ = ¢r = 2

Miteinander verkmiipft sind.

Das Frgebnis ist insofern bemerkenswert, als die Verbindungs-
Tente d,, fiir ein ungleichaltriges Paar (z,y) durch die Barwerte der
beiden gleichaltrigen Paare (z,z) und (y,y) bestimmt wird, ohne die
Eigenscha,ft des gemeinsamen Zentralalters zu beriihren.
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Auch die Umkehrung von Satz 1 ist richtig, wie durch explizibé®
Ausrechnen des Barwertintegrales gezeigt wird: Da

fz+8) fy+9)

~ %Az Ay (AL
A'EG A (e |- e )(c 1) _ BAE B_g(,[) (3115_1) ,

fe)y Ky

o
0(A4) = — (e eMY),
erhilt man fiir (4) A (%4 ¢™)

[0}

_ et 9 4 J A0 (1) g

@) e )

0

e

[o5]

L .
—Afe CEdow) T e et

0
1

@)+ g(y)’

mithin

”17 _ gta) = 1{1 1
-d-ryv = g(z) + g9(y) = 9 dm g% dy; .

Satz 2. Notwendig wnd hinreichend dafiir, dass die Barwerte der
Verbindungsrente die Mittelwerteigenschaft

ENE1EY 1}

.,y o ] @y Gy

aufweisen, 1st das DBestehen der Relation
ce® — or — s?
2wischen den Parametern ¢ und s der Makehamschen Ubefrlebensorfl’mmg

und dem gewdhlten Rechnungszinsfuss.

Satz 2 charakterisiert Makehams Sterbegesetz durch die harmo”
nische Mittelwerteigenschaft (1). Zu jeder mittels der Parameter ¢ g
und s festgelegten Sterbeformel I(z) = 2s%* lisst sich nach (13)

g2
r=1+4+1=—
¢

ein «Zinsfuss» 1* angeben, fiir den (1) erfiillt wird.
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Da ¢ > 1, s< 1, bestimmt r* = 1 -}F+* =

8
-~ <1 ein negatives 1%,
C i

dem mithin keine reale Bedeutung zukommt. Nachfolgende Tabelle ent-
hiilt fiir einige nach Makeham ausgeglichenen Sterbetafeln die Grosson

T ¥ — '*- und 6* = logr*.
r _
Sterbetafel ‘ Makehams?he 7 o¥ 0*
Konstante
¢ = 1.098 52
SM 1939/44 1) . . | g = 0.99918 0.908 496 1.100 720 | —0.041 677
s = 0.999 00
¢=1.110 57
SF 1939/44 1) . . | ¢ = 0.99975 0.897 811 1.113 820 |-—0.046 815
s = 0,998 54
¢ = 1.106 760
MG 1948 . . . . g =0.999 700 | 0.901 559 1.109191 | —0.045 006
s = 0.998 904
¢=1.116 283
PG 1948 . . . . g=0.999896 | 0.893 699 1.118 945 | —0.048 809
s = 0.998 810
c=1.11
MR 1950 . . . . | ¢ = 0.999809 | 0.897 864 1.118755 |—0.046 790
s = 0.998 313
¢c=1.11
R 1946 . . . . g = 0.999 86 0.899 802 1.111 855 | —0.045 853
s = 0.999 39
1) Schweizerische Volkssterbetafeln 1931/41 und 1939/44, Statistische
Quellenwerke der Schweiz, Heft 232, Reihe Bk 4, Bern 1951, Seite 67%*,

s

Besonders interessiert ung nun die I'rage, ob die Mittelwerteigen-
Schaft fiir Makehams Sterbeformel mit Nebenbedingung (18) ebenfalls
fiir temporiire Verbindungsrenten erhalten bleibt.

Da flx+mn) fy

+n)

f() ()

An

- ,‘;1 (;Am + oAV (sAn_yq)
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erhalten wir aus

f(a+n) f(y +n)

a

ayn| = a"xy'—' - f(-L) /((y) a&“l-n, y+n

fiir den Barwert der temporiren Verbindungsrente den Ausdruck

) o _______‘_m______]'____ - [1 - G—fj; (eA.lt_|_ e«“y) (eAn__l)_l (14)
ftg;y;n[ - CX,((}AI—I—BAV) s 1.
Die Mittelwertformel
1 1 1 1 ”
.5 Y B A & _l (1)
Sayin| 2 Qe ayy:rﬂ J
fithrt nach den Festsetzungen
_f; (e“ln—l) EAC
Q= QGdmn) =e * , (= ay)
mit @(:4,0) =1,
Q(&;4,00) = 0
und Qr = —a(e*—1) et Q,

zur Bedingung 0 0
LT {
eA:v x cAy ] 0 ,

=T ey
aus der zundchst ATO (102 — 0

und hieraus

Q [A—«a(e""%l) eA'E—‘QOCC’(GAn'—'l) (R)m] — 0

z

folgt. Fiir n = 0 wird daher 4 = 0; Kigenschaft (1") ist nur im bri°
vialen Falle erfiillt. (14) oder das Barwertintegral ergeben fiir dev

Sonderfall 4 = 0
1—g2®

2¢

a’;l‘y:ﬂ =

mit der trivialen Zerlegung

1 Qu
Gy T g v ol
zyn | -
glzm) = _—flaﬁ
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Satz 3. Die Uberlebensordnung von Dormoy, l(z) = ks®, st einziges
Sterbegesetz, fiir welches
1 1 I 1

L e
e o o b (L oo
dxy:,” 2 ] —a'(c:nl dﬂyiﬂ] ]

qelt,

2. Sterbegesetze, fiir dic sich der Barwert 4.,
der Verbindungsrente als arithmetisches Mittel aus den Bar-
werten d,, und 4 , darstellen lésst

Die Sterbeformel wird charakterisiert durch

T
ey = 9 {axx -y s (15)

®ine Relation, die mit
Gy = h(z) + h(y)

dquivalent und mittels (3) sich als Integralgleichung

(o]

fle+8) [(y+8
, dE = h(z) + h(y) (16)
f f@ (
0
Schreiben lagst. Diese Integralgleichung ist nicht linear; ihre einzige
Lﬁsung wird wie folgt gefunden. Man setze in (16) z = ¥ und fasse die
®ntstehenden Ausdriicke

oo co

[fz+ 8] f(y+4) |
j[ T dé = 2h(x), f[ ) ]df = 2h(y) (17)

oo

mjt, (16) in [f(’l —{— &) - f(?/ + 5) ‘Izd‘f =z 1)
() (/).

0

Qsammen. Da der Integrand posmv definite (x == ), verschwindet

®r identisch in &:
fa+8 Hy+§
/() ()

0 (in &).
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f(E+ 5) 18t mithin von 2z unabhiingig:
f(zx)
f(“);(j) D _ e 8 = wOf),
woraus

f(z) = v (0) f(z), w(0) = —«

und damit die zur Dormoyschen Sterbeformel gehérende Exponentiﬁl'

funkti
unktion fa) = ke

einzige Liosung wird. Im Falle temporirer Barwerte wird die Entwick-
lung analog.

Satz 4. Finziges Sterbegesetz mat der Faigenschaft

1

d:ty:?z_l = 2 {dmﬂ + dw;ﬂ} ’ (n = oo)

ist die Uberlebensordnung von Dormoy.

Die Funktion h(z,n) ist durch (17) bestimmt:

n

L 1—e™ 1
M) = o [ eas = 0T o) =

4o 4o
0

3. Sterbegesetze, fiir welche d,, — Vd_m d,, ist

(18)

W ol

Durch Oy = l/am Gy

wird fiir die Barwertfunktion eine multiplikative Zerlegung in %
nur von einer Altersvariablen abhiingige IPaktoren bestimmt:

Gy = () (y) - (19
Beachtet man (3), dann lasst sich (19) in
et ) )
s T T g — (@
f @ O

0
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und mit Hilfe der fiir 2 == v erhaltenen Integralrelationen in

o]

/I

0

f@+8)
f(x) f(y)

48 | e [w(2) — p()]2

tberfiihren. IMalls p(2) = konstant, wird

flo+-)

= ~ = u(£) von z unabhingig, und wegen f'(z) = %'(0) f(x) ist

f(x)
f(z) = kO = ke

Losungstunktion. Dass f(z) = ke einzige Lisung, lisst sich nun wie
folgt darlegen: Aus (20),

[Ha+ Oy + 8 dg = f(2) p(@) 1) 2(1)

érgibt sich durch Addition der beiden nach z und y gebildeten Ab-
laitungen
fe) @) ) | ¢

@ e i e

p@) e(y) = —1.  (21)

Unter Beriicksichtigung der aus

co co

[THa+aTde = [T#O] & = [#x) p(@)]?

0 @

g8ewonnenen und fiir ¥ analog lautenden Relation

f@ @ _ 1
fa) " gl) 29%(x)
geht (21) iiber in
{w(2)—®)}* = 0,
Woraug ‘
@(x) = p(y) = konstant
folgt,
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An Stelle von (19) trete nun

Gy = l/a’m:rda’yy:hj ’ (’)’b<oo)

Frsetzt man darin die Barwerte durch ihre Integrale, so kann au®
dem entstehenden Sonderfall ciner Schwarzschen Ungleichung

n

f fe+ &) f(y+ &) dé = f [+ )2 a& [[fy-+ &2 d&

auf die Relation

Hz+ &) = Az,y) f(y+ &)

geschlossen werden. In Verbindung mit

fx+8&) = Mz f(y+ &)

folgt nun aber fle+éd  fly+d — (&)
fa+8  Hy+8) ’

damit f(x)

. ) =0 =% @>0

und flx) = ke*®, (a>0).

Satz §. Das Sterbegesetz von Dormoy, l(x) = ks®, ist einzige Sterbe:
formel mat der Iirgenschaft

a’xy:ﬁ] = l/a'm::*n[ a’yy:n'i ’ (n é oo) .

4. Uber die Aquivalenz der Mittelwerteigenschaften
von Verbindungsrenten

Die Iigenschaften der Barwerte tempordirer Verbindungsrente™
sich als harmonisches, arithmetisches oder geometrisches Mibtel av?
Barwerten fiir gleichaltrige Paare darzustellen, sind fquivalent.

U die Verhéltnisse bei der lebenslinglichen Verbindungsrente ab-
zukliren, stiitzen wir uns auf die Differentialgleichung des Rente?”
barwertes
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Ciwt, yrt = Gy g yrs Moy + tty i+ 0)—1 1) 2) (22)

und die mittels
. ] ) 1
9 Qpifort — a’;r+l,x|ﬁl(¢"""a;—;—t + 9 > T

und 1 ) / 1 8
’ 27 ) N a TR Ll t -
9 byt y+ty+ ('z/f- 9 9

/

(22')

durch Ilimination der Sterbensintensititen erhaltene Bezichung

fl I rd’w.H,y-}-l I ]- L 17 - 1 ‘_I_ ) 1 l

at ° g g g 2 la = (23)
l/“a:w,m-}-tay—u,w: oyttt Opptyatt  Cypeyrt J

Ist die Mittelwertrelation (1),

I et |

Qg+t J

- b

G pt,ytt 2 I gt gt
erfiillg, dann erhilt man durch Integration von (23) fiir ¢ — 0

d; = p(T,y) l/(im Gy »
®in [irgebnis, das durchaus mit der uns bekannten Tatsache iiber-
®instimms, wonach durch harmonische Mittelbildung eine allgemeinere
Klasse von Sterbegesetzen bestimmt wird, die Dormoys Uberlebens-
Ordnung als trivialen Sonderfall enthilt (Satz 1). Die Tiigenschaft, eine
dor hetrachteten geometrischen oder arithmetischen Mittelwertformeln
40 erfiillen, fehlt den fiir diese nichttrivialen Sterbegesetze ermittelten

) Punkte bezeichnen Ableitungen nach t.

. ) Nevo,yre
%) Am einfachsten aus dgy.¢ 40 = ¥y

Witer Beachtung von Doty
co oo
2 d d .
Nert,yar = d‘:'fD.uf—t+5,y+t-lwfd§ =3 fd*’-‘ Dyyyye,yrt+698 = =Dy yyr,
J ds
0
d :
d il
2 _
Dl‘+t,y+t = Ry [lx—l-t lyyee = = Daoyi,yi (.’-":rH + eyt 5)

dt

h_ergeleitet. Vergleiche auch O.W.Spring, Kleine Bemerkung zu einer Klasse ver-
Slcherungstechnischer Approximationen, Mitteilungen der Vereinigung schweize-
Mscher Versicherungsmathematiker, Band 50, Hett 2, S. 229-238,
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Rentenbarwerten. — Fiir die Funktion p(z,y) zeigt man das Bestehen
der linearen partiellen Differentialgleichung erster Ordnung

aw 1+ Wy b, (24)

p(z,y) ist daher nur eine Funktion der Differenz beider Altersvariablen

w(x,y) = glz—y), 3

1) (22) entnimmt man

0y Ol

1 ad:m; - _ f 6 1 25)
oo~ el z) 2’ (

1 aaw . (3) 1
2 oy Cyy (F‘zt"l‘Q 9"

TFagst man die nach @ und y gebildeten Ableitungen von

d.cu = 1/) &, 'U) l/dm;dfyy ,

o 2 U dd,,
— ., Vi iy - Yo p(e,y) l/ dy 1 0

oz O G 2 O
und o6 _
. N A 1 0d
% iy 22+ el 5= 5 O
oy o Ay 9% dy
1 da L Oy 1
durch Addition zusammen und substituiert darin fiir — - . und W die
2 Oz 2y

Werte gemiiss (25), so folgt

Oy o+ Oy l/ (8"1’ 31/) )
ow dy s Gy Ow Oy

1 1
o) Vi (o [ 1 )

unter Beriicksichtigung der ersten Gleichung (25) und der Voraussetzung
37/) avp

24 ’ -
(24) or Ty =0,

%) Transformiert man in w(z, y) die Variablen linear,

p(zy) = y(z+y,z—y),

o verschwindet gemiiss (24) die Ableitungnach -+ ¥,d. h. yist von z yunabhﬁﬂglg'



— 3356 —

80 dag | ,l/--
458 a’a‘y - X('E“l/) a;ra:ayy

und } 1
Oy, = 1z —y) 9 {dm + dyu}

wird,
Insbesondere ist fiir die durch (1) bestimmten Sterbegesetze (12)

(@) = #s"¢", ¢ =32, (logc = A)

lf Sen -Sewu | A 1 ten  —, @
1 2,'_02 s vJ :Uosg (x—y) = 2[_03 D y],
:(m\,,y), - A >0, (n = oo)
1 , doe==1, 1%L 0a).

_ 1 v
vy T A 9 VR _l— ayy[
Cos2- - (x—1
* (x—1y)
un
d - 1 .
Uy = A ' 'l/axxayy

Im Falle tempordirer Barwerte ast 4 = 0.

& k

Die FErgebnisse legen es nahe, die Betrachtungen auf Verbindungs-
Yenten mit beliebig vielen Versicherten auszudehnen oder aber Renten-
barworte durch allgemeine Mittelwerteigenschaften zu definieren. Die
Weiterverfo]gung dieses Gedankens sowie die Mitteilung bereits erzielter
Ergobnisse bleiben einer spitern Note vorbehalten.
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