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Ein Sequenz-Test

zur Kontrolle von Ausscheidehiiufigkeiten

Von Giinther Wiinsche, Berlin

Aus der Erkenntnis, dass alle Versicherungsvorgiinge letzten
Endes statistisches Geschehen widerspiegeln und somit beziiglich ihres
Zeitlichen Ablaufes ihre T Fundierung in der Theorie der stochastischen

ozesse haben, wird i folgenden ein Verfahren entwickelt, das auf
d@l‘ Grundlage neuester mathematisch-statistischer Testmethodik die

0 der Praxis versicherungstechnisch und betriebswirtschaftlich durch-
us bedeutungsvolle Aufgabe einer laufenden Uberwachung der in die
Kalkulation einbezogenen statistischen Rechnungsgrundlagen zweck-
*ntsprechend lost. s handelt sich dabei um eine Methode, die auf
der von A. Wald (vgl. z.B. [1] 1), [2]) begriindeten Sequential Analysis
fusst und damit einen sogenannten Sequenz-Test darstellt, bei dem
a4 die Stelle der stufenweisen Entnahmen aus einer Gesamtheit, wie
Sie etwa im Rahmen einer statistischen Qualititskontrolle von Massen-
fabrikaten erfolgen, die sich ereignenden Ausscheidefille (Schaden-
f&HB) treten. Um die nachstehenden Iintwicklungen von vornherein
mOghchst. allgemein zu halten, wird zunichst bewusst davon abgesehen,
bing spezielle Art von I'illen des Ausscheidens aus einer Gesamtheit,
®bwa, Sterbefille, Invalidisierungsfille, Brandschadenfille oder der-
glelchen ing Auge zu fagsen. Nach Durchfithrung der allgemeinen Be-

aGhtungen wird es sich von selbst ergeben, dass die praktische An-
Wendung noch an einem Beispiel zu zeigen ist. Zu diesem Zweck wird
¢in Bestand gleichaltriger bzw. in einer Altersgruppe zusammen-
Befasster Rentner betrachtet, deren Sterblichkeit laufend iiberwacht
Werden goll.

\______\___

i ') Die Ziffern in eckigen Klammern [ ] beziehen sich auf die Literatur-
weise am Schluss der Arbeit.
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Nehmen wir fiir das Folgende an, ein Versicherungsvorgang spiele
sich so ab, dass innerhalb einer Gesamtheit versicherter Personen bzw-
Objekte in einem Zeitintervall der festen Liinge ¢ genau n Ausscheide-
fille eintreten, und bezeichnen wir die Wahrscheinlichkeit hierfiir mib
w(n,t), so ist zuniichst w(0,t) bzw. 1-—w(0,t) die Wahrscheinlichleit
dafiir, dass sich im Zeitabschnitt der Liinge ¢ kein bzw. mindestens ein
derartiger Fall ereignet. Wird weiter angenommen, dass der Grenzwerb

1—w(0
lim - 1;( ) = u (1)

i
t—0

existiert, wobei wir « die Ausscheideintensitit nennen wollen, so gilt
fiir ein hinreichend kleines Zeitintervall v die Beziehung

1—w(0,7) = ut + (7). (2)

Die Grosse () ist dabei von kleinerer Gréssenordnung als 7. (Die
Wahrscheinlichkeit dafiir, dass auf der Zeitstrecke 7 mehr alg ein
Schadenereignis eintritt, wollen wir in der Grenze vernachlissigen.)

Nunmehr iiberlegt man sich aber leicht, dass dann die Relation
wn,t 4 7) = wnt) (1—ur) + wn—1L1) ur -+ w(r) (3 a)

bestehen muss, die durch Grenziibergang fiir 7-~ 0 in
W (n,t) = —pwnt) + pwn-—1,4) (3b)

iibergeht, woraus schliesslich

()"
wnt) = e nt =

(4)
folgt.

Damit ist aber festgestellt, dass wir es hier mit einem der ein-
fachsten stochastischen Prozesse, nimlich dem sogenannten Poisson-
Prozess, zu tun haben (vgl. auch J.L.Doob [3], W.Feller [4]), was
letztlich nichts anderes bedeutet, als dass die stochastische Variable
z(t) den Wert n gerade mit der durch (4) gegebenen Wahrscheinlich-
keit annimmt. Unter x(f) ist dabei im vorliegenden Falle die Anzahl
der sich im Zeitintervall ¢ ereignenden Ausscheidetfiille zu verstehen,
wozu noch bemerkt sei, dass die in getrennt liegenden Zeitabschnitten
der Liinge ¢ eintretenden Schadenereignisse alg stochastisch unabhiingig
betrachtet werden. Dies wird im allgemeinen zutreffend sein, sofern
man von anormalen Zeiten besonders epidemisch auftretender Aus-
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Seheidefille absieht. Aber auch im Falle sogenannter Wahrscheinlich-
keltsansteckunw werden die Vorgiinge approximativ durch Poisson-
Prozesse ersetzt werden konnen.
Fir die «Schadenvariables z(t) haben wir mithin die durch die
fequenzfunktion (4) bestimmte Verteilung gewonnen, und es erhebt
SlCh nun die praktische I'rage nach der Moglichkeit einer laufenden
berwmchunﬂr dieses Poisson-Prozesses. Mit anderen Worten: ks soll
ein Velhhron cgefunden werden, das in zweckmiissicer Weise eine
Kontrolle dariiber gestattet, ob der tatsichliche Verlauf der Schaden-
®reignisse, den wir uns durch einen Wert w fiir die Ausscheideintensitit
gekennzemhnet vorstellen konnen, als mit einem durch den vor-
8egebenen Wert w bestimmten vereinbar angesehen werden kann. So-
ald dies nicht mehr hinreichend zutriftt, sollen dabei zu gegebener
Zeit entsprechende « Warnsignale» erteilt werden.
In Verfolg der von A.Wald entwickelten Gedankengiinge 1) gehen
Yir dazu so vor, dass wir uns die Hypothese H,, es sel it = u,, sowie
die Gegenhypothese H,, essel p == u,, bilden und in bestimmter Weise
die o folge der laufend eintretenden Schadenereignigse (Ausscheidefille)
reglstnemn Nach Ablauf einer gewissen Zeitdauer, die von vornherein
chht festliegt, wird es dann moglich sein, eine Entscheidung zu treffen,
die Hypothese Hy(u = u,) oder die Hypothese H,(u = u,) als
“W&hr» angenommen wird. Die bis zur Iintscheidung notwendige An-
“hl yon Beobachtungen bzw. die bis dahin erforderliche Zeitdauer
%, wie man erkennt, dabei selbst eine stochastische Verinderliche.

Mit u = u, bzaw. = u, ist nun

wo[w(t),t] = ¢’ (";’;.“3;:”- (5a)
bzyy,
w, [x(t)t] = ¢t (Fgf)):tt (5b)
ung g folgt - t] e
0= o =) o

L
Pri ) Wir gewinnen hier iibrigens cine interessante Variation des Waldschen
S Tinzipy ingofern, als fiir die «Ziehungen» sozusagen die Zeit als «Urne» zu be-
Tachten jgt,
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Den Wert dieses Wahrscheinlichkeits-Verhéltnisses denken wir uns fiir
zunehmendes ¢, beginnend bei t = 0, fortlaufend bestimmt. Dabei
zeigt es sich, dass in einem gewissen Zeitpunkt

Q= 4 (72)
oder aber auch 0> A, (7h)

sein wird, was die Beendigung der aufeinanderfolgenden Beobachtun-
gen anzeigt.

Ay und 4, sind dabei die beiden aus den Irrtumswahrscheinlich-
keiten «, und «, gebildeten Grossen

dg=—2— o)

und ]
4, = ——. (8 b)

Unter «, bzw. «, wird die Wahrscheinlichkeit verstanden, die Hypo-
these H, zu verwerfen, obwohl sie wahr ist, und folglich die Gegen-
hypothese H, anzunehmen bzw. die wahre Hypothese H, zu verwerfen
und sich irrtiimlich fiir die Gegenhypothese I, zu entscheiden (Iehler
1. und 2. Art).

Solange jedoch noch
4y =Q = 4, )
gilt, was anfangs stets der F'all ist, kann eine Fintscheidung noch nicht
getroffen werden, und die Beobachtungen sind fortzusetzen.

Praktisch verfihrt man nun so, dass aus (6) zunichst einmal
gewonnen wird

In Q) = — (1y— )t + z(t) In —‘-L-‘-l-, (10)

o , Ho
womit sich ergibt:

Die Hypothese H, ist anzunehmen (H, wird abgelehnt), wenn

GC(t) In Lt (;U] ——4“0) t < In __Ot_l__
o .
oder 2(t) < kt—hy (11a)
1
%
y—u o
it M el 1

o . ;
In 4y — In g, ‘o In gy —In g
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die Hypothese H , Ist anzunehmen (H, wird abgelehnt), wenn

11—«
o) I 2L Gy —po)t = I~
Lo %y
oder
z(t) = kt + Ry (11b)
li A==
. M1 My : %
I .. U0 - MU N N
itk In pey —Ingey L In gy —In g

Geometrisch bedeutet dies aber, dass wir in einer Koordinatenebene
Wit nach der Zeit ¢ geteilter Abszissenachse und nach der Zahl
der Augscheidefillo z(t) bezifferter Ordinatenachse die beiden durch
2(t) = kt—hy und x(t) = kt - h, gegebenen parallelen «Iintscheidungs-
8eraden» G, und (7, festzulegen haben. Und zwar sicht man, dass diese
beiden Geraden G, und G, durch u, und g, sowie oy und a, eindeutbig
bestimms sind. Das Wertequadrupel (gg,u5¢0,2¢,) nennt man daher
Auch den sogenannten Testplan.

Trigt man, wie dies Abb.1 veranschaulichen soll, in das Koordi-
Natensystem, das die beiden zuvor bestimmten Iintscheidungsgeraden
o und (7, enthiilt, die Stufenkurve der Ausscheidefiille ein - jedesmal,
Wenn sich ein Schadenfall (Ausscheidefall) ereignet, steigt die Stufen-
kurye um eine Liinheit — so wird nach Ablauf einer gewissen Beob-
chtungszeit der Kurvenzug entweder durch G oder G| hindurch-
breten, [n diesem Moment fillt dann die Entscheidung, entweder zu-
Bunsten der Hypothese H, oder zugunsten der Hypothese H,. Das
“Wischen den beiden Geraden (¢, und (; gelegene Gebiet, innerhalb
8ssen eine Iintscheidung noch nicht getroffen werden kann, bezeichnet,
Man als den Indifferenzbereich.

Man erkennt jedenfalls bereits aus den vorangehenden Entwick-
h‘ngen, dass der Testplan, d.h. die vorgegebenen Werte x, und u,
SOwie die Irrtumswahrscheinlichkeiten o, und o, dafiir bestimmend
6, mit welcher «Schirfer und nach Ablauf welcher Zeit, d.h. mit
Welchey «Realktionsgeschwindigkeit», die eine oder andere Entschei-

g getroffen wird. Wir wollen diese Tatsache, die gerade fiir die
Praktische Anwendung des Verfahrens von nicht geringer Bedeutung
86, besonders hervorheben.
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Abb. 1. Geometrische Darstellung des Testvorganges
G

Entscheidung
fir H,

Indifferenz-

bereich Go

Entscheidung
fir H,

Ergéinzend zu den vorstehenden Ausfithrungen sei des weiteren
an dieser Stelle vermerkt, dass als Kinheit fiir den ZeitmaBstab auf
der Abszissenachse zweckdienlich sogleich das sogenannte «Risiko-
jahr» zu wihlen ist, wodurch, wie man leicht einsieht, der Umfang
des Versicherungsbestandes, an dem die Beobachtungen vorgenommen
werden, zwangsliutig entsprechende Beriicksichtigung findet. Unter
einem Risikojahr soll dabei 1/N des normalen Kalenderjahres verstan-
den werden, wenn der der Beobachtung unterworfene Bestand N ver-
sicherte Personen bzw. Objekte umfasst. Dass der so gewiihlte Zeit-
malistab bei erheblicheren Bestandsverinderungen im Laufe der Dureh-
fithrung der Beobachtungen gegebenenfalls entsprechende Anderungen
“erfahren muss, werde nur der Vollstindigkeit halber noch besonders
erwihnt.
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~ Ohne hier im einzelnen in eine Diskussion aller Moglichkeiten
®Inzutreten, die sich im praktischen Falle fiir die Wahl eines bestimm-
ben Testplanes (uguyictg%,) darbieten, wollen wir festhalten, dass
die Steigung k der Fintscheidungsgeraden allein durch g, und g, fest-
gelegt wird, withrend sowohl ihre Abschnitte —h, und h, auf der
Z(t)-Achse als auch die Breite des Indifferenzstreifens erst eindentig
gegeben sind, wenn auch noch iiber die Irrtumswahrscheinlichkeiten
% und «, entsprechend verfiigt ist. Man erkennt tibrigens ferner, dass
Speziell fiir oy = o, auch kg = h, ist, die Abschnitte der Entscheidungs-
geraden auf der x(t)-Achse mithin, absolut genommen, gleich gross
Werden.

Von ausschlaggebender Bedeutung fiir die Wahl eines geeigneten
TeStplanes wird neben der Forderung einer gewissen Schirfe, mit der
U gegebener Zeit die Fntscheidung getroffen werden soll und wofiir
s die sogenannten Operations-Charakteristiken (OC-Funktionen)
Wertvolle Anhaltspunkte liefern, nun aber sein, dass man iiber den
Arbeits-, Zeit- und damit Kostenaufwand fiir die Durchfithrung des
Verfahrens die notwendige Klarheit gewinnt. Dazu wird man die
Schar der weiteren, dem Testprozess eigentiimlichen «I ennlinieny
her&nziehen, die den Erwartungswert der bis zur Entscheidung be-
Wotigten Zeit in Abhiingigkeit vom wahren Wert des Parameters p
nd von den als Hypothesen H, und H, zugrunde gelegten Parameter-
Werten u, und p, sowie den DIrrtumswahrscheinlichkeiten o, und «,
liofern, Tnghesondere wird es wichtig sein, das Maximum dieses -
Wartungswertes als Funktion von g, sy, #, und «, zu kennen, um so
Von vornherein hinreichend dariiber Aufschluss zu erhalten, mit wel-
Chey lingsten Zeitdauer bis zur Beendigung des Testprozesses bel vor-
8egebenem Testplan im Mittel zu rechnen sein wird. Wir beschriinken
Uns im Rahmen vorliegender Ausfiihrungen deshalb auch auf die Be-
t]L'&(‘Jl.li',tmg dieses Maximalwertes in seiner Abhingigkeit vom Testplan
(‘“osﬂl;oc(,,al), ohne eine hier zu weit fithrende Herleitung und Dis-

Ussion der vollstandigen «Priifzeit»-Funktion, wie wir sie nennen
Wollen, zu geben 1).

—

1) Fine hesondere Arbeit des Verfassers wird sich ausfithrlich mit der Ab-

lej : - a5 ;
((lItmlg und nomographischen Behandlung der kennzeichnenden TIPunktionen
q %, % = % . 0. & ¥ = 2 kS 3
-{enn.hmen») beschiiftigen, die den fiir die Versicherungstechnik wichtigen

e .
quenZ-Testprozessen zugeordnet sind.
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Das Maximum 7' des Erwartungswertes der Zeitdauer bis zur
Entscheidung ergibt sich auf Grund des im Bereich praktischer An-
wendungen ausreichend genauen Naherungsausdruckes

1—a In 1—e

In
T e 0, (12)
(11— ptg) In 2
Ho

fiir den vom Verfasser bei friitherer Gelegenheit bereits die Grundlagen
fiir mehrere Moglichkeiten zweckentsprechender nomographischer Ver-
tafelung in Gestalt eines «Doppelzeiger-Nomogramms» entwickelt
wurden (vgl. G.Wiinsche [5]). Wir konnen uns deshalb in diesem Zu-
sammenhang auf die Bemerkung beschrinken, dass eine derartige
nomographische Rechentafel in gebrauchsfertiger Ausgestaltung neben
der Ermittlung des angegebenen Niherungswertes fiir 7' vor allem
auch einen vollkommenen Uberblick iiber dessen Abhingigkeit von
siimtlichen Kombinationsmoglichkeiten der Gréssen g, gy, ®, und oy
gestattet, was naturgemdss fiir die Testplanung von besonderer Bedeu-
tung ist. T'iir unseren Zweck geniigt es, im Augenblick den Verlauf des
Maximalwertes 7' einmal unter der Annahme fester Werto u, und g, und
zum anderen fiir bestimmte Werte der Irrtumswahrscheinlichkeiten g
und «, festzuhalten. Die in den Abbildungen 2 und 3 wiedergegebenen
graphischen Darstellungen zeigen insbesondere die Verhéltnisse fiir den
Fall, dass g = 0,029; g, = 0,042 bzw. dass oy = 2%; o, = 5%-

Sowohl der Ausdruck (12) lehrt als auch aus den graphischen
Schaubildern ist zu entnehmen, dass bel vorgegebenen Irrtumswahr-
scheinlichkeiten «, und «, das Maximum des Erwartungswertes der
big zur Entscheidung benotigten Beobachtungszeit immer grossere
Werte annimmt, je geringer der Unterschied zwischen den beiden
hypothetischen Grossen w, und g, ist. Das heisst, dass umgekehrt bel
konstanten Wahrscheinlichkeiten fiir das Auftreten eines I'ehlers
1. oder 2. Art die Entscheidung im Mittel um so schneller fillt, je
weiter die die beiden Hypothesen kennzeichnenden Werte g, und g1
auseinander liegen. Schliesslich stellen wir fest, dass, was ebenfalls
unmittelbar einleuchtet, bei festgehaltenem u, und g, die Entschel-
dung nach um so kiirzerer Beobachtungszeit herbeigefithrt werden
kann, eine je grossere Wahrscheinlichkeit fiir einen dabei zu be-
gehenden I'ehler 1. bzw. 2. Art wir in Kauf zu nehmen gewillt sind-
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Zum Abschluss unserer Darlegungen soll nun als Beispiel fiir eine
Praktische Anwendung des beschriebenen Sequenz-Tests noch gezeigt
Werden, in welcher Weise es moglich ist, die laufende Kontrolle der
Sterbhchkut in einem Versichertenbestand — es sei zu diesem Zwecke
®l durch eine bestimmte Altersklasse gekennzeichneter Rentner-
bestand betrachtet — durchzutiihren.

Wir nehmen an, es handle sich um einen Rentnerbestand, fiir den
Wir beziiglich der Ausscheideintensitiit (Sterbensintensitiit) die Hypo-
thesen Hy: o = 0,029 und Hy: p, = 0,042 treffen. Fiir die Irrtums-
ahrschemhchkUiten werde dabei einmal oy = oy = 59, (Fall I) und
2um anderen oy = 29, «; = 5%, (Fall II) angesetzt. Da es mit Riick-
Sicht aut die zu ziehenden Folgerungen wesentlich erscheinen mag,
das «Fehlerrisikon fiir eine Ablehnung der Hypothese H,, falls diese
Wahr ist, kleiner zu halten als fiir die Ablehnung von H,, wird man
M der Praxis hier zweckdienlich stets oy < oy festsetzen. Die an-
88gebenen Prozentwerte der Irrtumswahrscheinlichkeiten entsprechen
dabei in ebwa den praktischen Irfordernissen. In den beiden vor-
8enannten Fillen T und IT erhalten wir damit fiiv die « Entscheidungs-
8eradeny (#, und Gy die numerischen Frgebnisse:

Fall 1 Full 11
Gy: 2(t)=0,0351 - t —17,95; x(t)=0,0851 . t —8,04;
Gy 2(t)=0,0851 - t+17,95; z(1)=0,0351 - ¢ 4 10,42.

Dag bedeutet aber, wenn wir im Augenblick einmal davon absehen,
den Testvorgang geometrisch zu interpretieren (vgl. Abb.1), dass sich
durch Auswer tung der angegebenen Beziehungen fiir die Fille I und 11
die nachstehende Tafel von Iintscheidungszahlen tir die auftretenden
Ausscheidefiille ermitteln lisst:



Beobachtungszeit Fall I Fall 11
t in . R
«Risikojahren» Annahme Annahme Annahme Annahme
von H, von H, von H, von H,

0 —_ 8 — 11

100 — 19 _ 14

200 — 15 — 18

300 9 19 9 91

400 6 99 6 95

500 9 96 9 98

600 13 30 13 39

700 16 33 16 35

800 ) 37 20 39

900 28 40 93 43

1000 o7 44 o7 46
1500 44 61 44 64 |

(1800) (55) (72)

2000 62 79 62 81

(2386) . . (75) 95)

9500 79 96 79 99

3000 97 114 97 116
| s o e b e e g g s

Wie man durch leichte Rechnung oder durch einfache Ablesung
aus der graphischen Darstellung der Abb.2 findet, liegt das Maximum
des Erwartungswertes der Beobachtungszeit bis zur Entscheidung
im Falle I bei 1800 «Risikojahren» und im Falle II bei 2386 ¢Risiko-
jahren», was besagt, dass bei einem Beobachtungsbestand von bei-
spielsweise 1200 Rentnern die Entscheidung zugunsten der einen oder
anderen Hypothese im Mittel nach Ablauf einer Zeit von hochstens
etwa 11 bzw. 2 Kalenderjahren zu erwarten ist. Oder mit anderen
Worten (vgl. dazu die angegebene Tafel der Entscheidungszahlen):
Es bedarf im Falle I durchschnittlich der Beobachtung von hochstens
55 bzw. T2 Ausscheidefillen, um den Testprozess zu beenden und sich
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fir die Annahme der Hypothese H, bzw. H; zu entscheiden. Im
Fallo II, der beziiglich der Iintscheidung zugunsten der Hypothese H,,
falls diese wahr 186, eine kleinere Irrtumswahrscheinlichkeit vorsicht,
stellen sich die entsprechenden Zahlen auf 75 bzw. 95 Ausscheidefille.
Damit ist aber sowohl theoretisch als auch mit Bezug auf ein
Praktisches Anwendungsbeispiel erneut dargetan, dass die Sequenz-
TeStmethodik, die bekanntlich im Bereich der laufenden Qualitiits-
kontrolle industricller Massenfabrikate eine hervorragende Rolle
Spielt, auch fiir versicherungstechnische Priifverfahren, die ent-
SPrechende Grundlage bilden kann. Wir haben insbesondere gesehen,
dass eine laufende Uberwachung des stochastischen Ausscheideprozes-
%8, wie er uns im Versicherungswesen zum Beispiel bei der Beob-
chtung des zeitlichen Verlaufs eines bestimmten Schadenanfalls be-
8egnet, auf diesem Wege durchaus moglich ist. Beriicksichtigt man
dabe; noch, dass, wie vom Verfasser ebenfalls bereits an anderer Stelle
(vel. G. Wiinsche [6]) ausgefithrt wurde, bei Anwendung eines Sequenz-
estverfahrens an Stelle einer herkémmlichen Priifmethode auf Stich-
Probenbagis im allgemeinen etwa 50 bis 609, an Beobachtungsauf-
Wand eingespart werden kann, so wird man alle Wirtschaftlichkeits-
Anforderungen, die zu stellen sind, als hinreichend erfilllt ansehen
Onnen. Von wesentlicher und allgemeiner Bedeutung diirfte dazu
Boch die Bemerkung sein, dass damit eine Moglichkeit aufgezeigt ist,
8uch den zeitlichen Ablaut stochastischer Prozesse einer rationellen
Ontrolle zu unterwerfen.
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