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Zur mathematischen Theorie
der E'i.'nko;mmensverteilung in Ahhéingigkeit
von Alter und Zeit

Von Franz Leuenberger, Bern

Einleitung

~ Dureh die Entwicklung der Sozialpolitik in den letzten 50 Jahren
186 uney anderem die I'orderung nach einem méglichst genauen Wissen
um dig Verteilung einer bestimmten Personengesamtheit nach dem in-
(f)mm@n entstanden. So hat sich auch die mathematische Statistik
d'leser Frage angenommen. [hre Literatur ist reich an Arbeiten iiber
diesen Gegenstand. Die meisten Autoren haben sich vor allem darum
bemiiht, g empirischem oder deduktivem Wege Einkommensvertoi-

h}ngsfunktionen aufzustellen. Fine Zusammenstellung der bekanntesten
dles.el‘ (tesetze, welche samt und sonders Funktionen einer einzigen
V*“'labfen, eben des Finkommens sind, findet sich bei M. Kriimer [1]Y).
In neuestor Zeit macht sich eine wesentliche Erweiterung der Pro-
blemﬁtellung geltend, in der Schweiz vor allem durch die Einfithrung
q?l' edgendssischen Alters- und Hinterlassenenversicherung (AHY). Da,
die Z}lm Teil nach Altera bgestuften AHV-Renten zum geleisteten durch-
Schnittlichen J ahregbeitrag und demzufolge zum durchschnittlichen
El‘\verbseinkomme_n nicht proportional sind (polygonale Natur des
Reflteﬂsystems), ist die Kenntnis der Verteilung der gleichaltrigen
Beltl"“vgspflichtigen auf die verschiedenen Iinkommen erforderlich,
a8 Alter tritt also als neue stochastische Variable auf. Es versteht sich
von selbst, dass auch die Verinderung des inkommens in der Zeit ing
Uge gefasst werden muss, wenn das finanzielle Gleichgewicht auf die

Schi ) Dia Zahlen in eckiger Klammer beziehen sich auf den Literaturnachweis am
usse der Arbeit.
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Dauer gewahrt werden soll. Wir sehen uns auf diese Weise einer Ver-
teilung der Bevolkerung nach den drei Merkmalen Finkommen, Alter
und Kalenderzeit gegeniiber, withrend man bis in neuester Zeit unter
einer Ilinkommengverteilung stets die univariable Verteilung einer
Gresambheib nach dem llinkommen, unabhingig vom Alter der einzelnen
Individuen und ohne Riicksicht auf die zeitlichen Verinderungemn
verstand.

Die genannte dreidimensionale Verteilung hat I8, Kaiser [2] als
erster einern umfassenden Studium unterzogen. Seine Arbeit ist fiir die
vorliegende Studie richtungweisend.

In einem ersten Kapitel entwickeln wir nach einigen allgemeinen
Betrachtungen kurz die Grundziige der Theorie von It Kaiser, damib
die in den weitern Kapiteln folgenden Austithrungen auch ohne vor-
herige Lekbitre der Abhandlung von B. Kaiser verstindlich sind. [m
aweiten und dritten Kapitel tragen wir Erweiterungen der erwihnten
Theorie vor, und im vierten Kapitel greifen wir einige inzelprobleme
heraus, welche ung im Hinblick auf Theorie und Praxis einer eingehen-
den Untersuchung wiirdig scheinen.

[. Kapitel

Zum gleichen Typ gehorige Schar von
Einkommensverteilungen f(u/x)

§ 1. Vorbetrachtung

1. Wir haben in der Ilinleitung erwihnt, dass wir uns fiir eine Por-
sonengesamtheit interessieren wollen, welche nach den drei Merkmalen
Zeit t, Ilinkommen w und Aller x verteilt ist. Liegen wir unsern Betrach-
tungen eine endliche Zeitspanne zugrunde, so konnen wir formal soforb
die dreidimensionale Hiufigkeitsfunktion k(¢,u,2) anschreiben, welche
definiert sei tiber einem Bereich B, dort nicht-negativ und stetig 1st.

Ferner sei

f J | ] k(tu,x)dedudt = 1,

B

das st die iibliche IMorderung an eine Héufigkeitsfunlktion.
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B3 ist offensichtlich unmdiglich, k(tu,z) auf empirischem Wege
durch Auswertung statistischer Frgebnisse zu gewinnen, falls B so
seartet ist, dass die in Betracht fallende Zeit ¢ nicht nur die Vergangen-
h?it betriffh, sondern iiber dio (regenwart hinausreicht. Nun sind aber
die Probleme, welche von der Praxis her an uns he rantreten, stets so
8estaltet, dass sie sich auf die Zukunft erstrecken. Zur Bestimmung von
k.(t,'u,,m) missen wir daher notgedrungen in die Zukunft schliessen, d. h.
éme Voraussage bevolkerungs- und wirtschaftstheoretischer Art troffen.
Erleiehtert werden dem Mathematiker Vermutungen iber den voraus-
Sihtlichen Verlauf ciner Funktion in der Zukunft dann, wenn ihre Ent-
.Wickhmg in der Vergangenheit verfolgh werden kann. In einem solchen
Falle ist og of mdéglich, gewisse mehr oder weniger verborgene Gesety-
Méssigkeiton in der zeitlichen Entwicklung aufzudecken. Wollen wir
diese Methode wen igstens zum Teil auf das vorliegende Problem, f(t,u,x)
W bestimmen, anwenden, so miissen wir die biometrischen und 6ko-
Nometrischen (tegebenheiten nach Moglichkeit getrennt in den Aufbau
der Funktion eingehen lassen. Dies deshalb, weil wir iiber die Verinde-
fung der Binkommensverteilung in der Vergangenheit in der Literatur
fast keine Angaben vorfinden, da dieser Frage erst seit kurzer Zeit
{thualitéit zukommt. Die wirtschaftliche Komponente, welche unsere
Funktion k(t,u,2) mitbestimmen hilft, witrde somit den Schluss von der
Verg&ngenheit in die Zukunft ginzlich verhindern, wenn sie nicht log-
gelost von der biometrischen Komponente in die Darstellung eingehen
kénnte. Diese Trennung ist aber auf einfache Art zu bewerkstelligen
und erméglicht uns, die bevélkerungstheoretischen Untersuchungen
tiber die zukiinftige Fintwicklung einer Personengesamtheit, woriiber
eine reichhaltige Literatur besteht, zu nutzen. Hier wurden Gesety-
Missigkeiten aufgedeckt, welche man mathematisch erfasst und zur
Vorausberec hnung eines kiinftigen Bevélkerungsverlaufs verwendet hat,.

Die angedeutete Auseinanderhaltung von biometrischen und éko-
ometrischen Faktoren wird erreicht, indem man zur Bestimmung von
k(tu,z) diejenigen ihrer Rand- oder Marginal- und Parallelverteilungen
heranzicht, welche sich zu diesem Zwocke ganz besonders eignen. Auf
diese Weise hat It. Kaiser eine in sich geschlossene Theorie, welche wir
kurz resiimieren wollen, entwickelt.

Vorgiingig sei noch bemerks, dass man bei H. Cramér [3] eine er-
schopfende Behandlung der mehrdimensionalen Verteilungen findet,
Wir halten fiir das bessere Verstindnis des Folgenden nur fest, dags
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die k-dimensionale Randverteilung aus der n-dimensionalen Verteilung
hervorgeht, indem man tiber die n—k verbleibenden Variablen der
Héufigkeitsfunktion integriert.

§ 2. Die I'unktionenschar ¢,(u,x) und die drei Fundamental-

funktionen A(x), g(u) und s(x)

2. Wir betrachten eine Personengesamthert, welche nach gwel
Merkmalen verteilt ist, dem finkommen w und dem Alter x, dies zum
Zeatpunkt ty. Die Verteilung soll durch die Hiufigkeitsfunktion (p,o('tt,ﬂf')
gekennzeichnet sein. ¢, (u,r) sei definiert in 0 <wu<oo, )< 2= %15
dort nicht-negativ, stetig und differenzierbar in bezug auf die beiden
Variablen « und z. Als Hiufigkeitsfunktion ist ¢, (u,r) in ihrem Defi-
nitionsbereich normiert, d. h. es gilt:

co &y

f j (ptﬂ(’lé,w) drduy — 1. (1)
0 xz

Wir machen darauf aufmerksam, dass durch Vorgabe von ¢, (u,z) Lir
alle in Betracht fallenden ¢ auch k(tu,z) bestimmt ist, falls wir noch die
Kenntnis der Verteilung unserer Gesamtheit in bezug auf die Kalender-
zeit ¢ voraussetzen. Die Multiplikation der betreffenden Hiufigkeits-
funktion mit ¢,(u,z) liefert k(tu,z). Die ¢,(u,z) stellen nimlich eine
Schar zweidimensionaler Parallelverteilungen von k(tu,z) dar. In der
Folge werden wir uns nicht mehr mit k(tu,2) selbst, sondern allein mit
der Darstellung der I"unktionen ¢,(u,z) beschiftigen.

3. Zur Bestimmung von ¢, (u,x) — den Parameter ¢, lassen wir der
Finfachheit halber vorliufig weg und schreiben g(u,z) — verwendet
1. Kaiser die folgenden drei Fundamentalfunktionen, welche er als ge-
geben betrachtet:

1° A(x), die Altersstruktur, das ist die Hiufigkeitsfunktion, welche die

Verteilung unserer Personengesamtheit auf die verschiedenen Alter

wiedergibt ; sie ist mit der Zeit verinderlich zu denken. Wir kénnen

sie als Randverteilung von ¢(u,z) auffassen:

[o+]

Alz) = j-(p(u,w) du . 2)
0

Aus (1) geht hervor,dass A(z) normiert ist im Intervall z, < o < ;.
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2 f(%/fb’o) = g(w), die Einkommensvertetlung der xzy-Jihrigen, eine
Funktion, welche mit @(u,z) auf folgende Weise zusammenhiingt :
Wollen wir aus @(u,z) die Linkommensverteilung fiir ein bestimm-
bes Altor 2 gewinnen, so erhilt man die gesuchte Héufigkeits-
funktion f(u/x) durch die Quotientenbildung

o) = 2. o

Aus (2) folgt tatsichlich

ff(u/m) du =1,
0

Lassen wir 2 die Werte zwischen den Grenzen xy und z; annehmen,
$0 erhalten wir eine Schar eindimensionaler Parallelverteilungen,
von denen jede die Finkommensverteilung beziiglich eines be-
stimmten Alters z wiedergibt. In Anlehnung an Cramér [3] ver-
wenden wir die Schreibweise f(u/z) und nicht einfach f(u,z), um
darzutun, dass es sich nicht etwa nm eine zweldimensionale, son-
dern um eine Schar von eindimensionalen Héufigkeitstunktionen
handelt, wobei 2 lediglich die Qualitit eines Parameters hat. Im
tibrigen halten wir uns an die Bezeichnungsweise von I. Kaiser.
Die Bedeutung von f(u/z,) = g(u) ist nun ohne weiteres klar.
3° s(x), die Skala s. Der Name ist eine Verdeutschung der schon von

G. King [4] verwendeten «salary scale», und s(z) ist definiert durch
den Quotienten der Mittel, das sind die Momente 1. Ordnung in

bezug auf den Ursprung:

fee]

[ w f(w/z) du M(a)
s(z) = __.90‘0 e M(£ ) (4)
f w f(u]zg) du "

s(x) gibt also den Verlaut (die «Steigerung») des mittleren Tin-

kommens mit dem Alter wieder.

Unmittelbar aus der Definition geht hervor, dass s(zy) = 1 ist.
Die Iundamentalfunktion 7° gibt demographisches Geschehen wieder,
Wihrend 22 und 3° wirtschaftliche Einfliisse erfagsen.
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§ 3. Die Hypothesen 4 und B
4. p(u,x) bestimmt sich nach F. Kaiser durch Vorgabe unserer drei
Funktionen auf Grund der Hiypothese A:
1
fluie) = 0

c(x

W
o)

Hiutigkeitsfunktionen, welche sich solchergestalt nur durch die
e e s a o . . 1
Priizision, d. h. den MaBstab, unterscheiden, heissen zum gleichen TyPp
gehorig (Lévy [5], Haller [6]). Jede Funktion f(u/z) kann als Représen-
tant des Typs angesehen werden, insbesondere f(u/xy) — g(u). s ish
leichb #u verifizieren, dass

: (5)

M ()

M) d. h. aber ¢(x) = s(z),

(@) =
so dags wir die Hypothese 4 in der I'orm schreiben kénnen

1 %
Hwu/x) = —— ( — . 5l)
feui) = 9 o (
Aus (3) und (5") folgt sofort
AMz) U

plus) =

Links steht die gesuchte Tunktion, der Ausdruck rechts ist gegeben
durch die drei IFundamentalfunktionen.

5. Wir erinnern uns wieder daran, dass sich die besprochenen Vor-
giinge in der Ilbene (u,z), abspielen. Den Ubergang von ¢, zu einem
beliebigen Zeitpunkt ¢ wird nach Ii. Kaiser vollzogen durch die Hypo-

these B:
fulula) = f,,(wiz) = f(ufz) (7)

o
o) = 2 ) = ) g

s(x)

Die drei IFundamentalfunktionen geniigen so zur Darstellung der
Verhiiltnisse in jeder (u,z),-Fbene, wobel nur zu beachten ist, dass die
Altersstrukbur fiir jeden Zeitpunkt ¢ bekannt sein muss, withrend die
beiden andern I'undamentalfunktionen in bezug auf die Kalenderzeib
invariant sind.

und somib

)
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§ 4. Die Globalverteilung
6. Wenn wir die eine der Randverteilungen von ¢, (w,z), nimlich
A,,(:c) . Ojc.ﬂ(p,(u,w) du, schon eingefithrt und interpretiert haben, wenden

Wit uns jotzt der Berechnung und Bedeutung der andern zu:

n § m‘llt z) |
fow) = | @,(u,2) do = --S-((w))-, | S(Z) dz. (9)

- Pi(u,) normiort ist, so gilt dies ebenfalls fiir 7,(u). f,(x) ist die
S0genannte globale Iiinkommensverteilung zum Zeitpunkt t, das ist die
Héi,ufigkeitsfunktion, welche die Verteilung der Personengesamtheit
aur Zeit ¢ in bezug auf das linkommen allein, unabhiingig vom Alter z,
darstells,

7. Die Berechnung von ft(u) — den Parameter ¢ lassen wir in der
Folge der Einfachheit halber weg, da sich die Einkommensverteilungen
W den beiden Itbenen (u,2), und (u,z),, ja nur durch die biometrischen
Funktionen A,(x) und A, (z) voneinander unterscheiden — gestaltet sich
nicht mehy go einfach, wenn man die Voraussetzungen, welche zur Be-
Ziehung (1) fithrten, modifiziert. Urspriinglich haben wir némlich
/ (/) — g(u) den Definitionsbereich 0 = % << co zugrunde gelegt,
Unter den fiir Einkommensverteilungen gebriuchlichen Hiufigkeits-
funktionen gibt es aber solche, welche nur fiir a = u < b erklirt sind,
WO @, b > 0. Die gesamtbe statistische. Masse verteilt sich alsdann auf
dieses Tngervall. Die Begrenzung nach unten kann z. B. durch dag
Vorhandensein eines Ixistenzminimums evklirt werden. Unsere Rech-
ung gegtaltet sich fiir eine derart begrenzte Verteilung wie folgt:

bo
f(u/mo) = g(u) selin a, =< u = b, normiert, d. h. jg(u) du =1,
o
Die Anwendung der Hypothese 4 hat zur Ifolge, dass

U

e

1
flulz) = —

s(x)
erklirt vnd normiert ist in a,s(x) = u = bys(zx), d. h. aber: Falls
$(2) 1, s0 ist @(u/x) = A(z) f(u/z) nicht mehr iber einem Rechteck
definiert, Die unangenehmste Folge davon ist, dass die Globalverteilung
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f (1) aus mehreren Asten zusammengesetzt werden muss, deren Anzahl
sich aus dem Verlauf von s(z) bestimmt und welche getrennt berechnet
werden miissen. Hiufig treffen wir den I'all einer nach oben konvexen
Funktion s(z) an, wie sie in Figur 1 dargestellt ist. Fine erste Aus-
wertung der individuellen Beitragskonten der AHV hilt sich auch in
diesem Rahmen. Tlin soleher Verlaut von s(z) liefert eine fiinfastige
globale Ilinkommensvertethung, da der Definitionsbereich von qo(%,w)
dann nimlich etwa so aussieht, wie Figur 2 es zeigt.

X

)

to|—A

ao bo u
Xo X1 1 2 3 4 9

IMigur 1 Figur 2

Sofort anschreiben kénnen wir den Ausdruck fiir den Ast 8. Dort gilt
offenbar

T

falu) = ](p(u,a:) dx.

.

To

Zur Bestimmung der von « abhéingigen Integrationsgrenzen in der Dar-
stellung der vier andern Aste miissen die Begrenzungskurven a, s(z)
und b, s(x) als Funktionen von u dargestellt werden. Die Zweideubig-
keit der Umkehrfunktion von s(z) in unserm Beispiel fithrt dazu, dass
fiund f, bzw. f, und f; getrennt berechnet werden miissen. Bei einer
monoton verlaufenden, z. B. einer linearen Skala s wird die Gilobal-
verteilung offenbar dreiastig, da die Intervalle 1 und 2 sowie 4 und 5
zusammengefasst werden kénnen.

Da die Anschrift der Integraldarstellung fiir f,, f,, f, und fs
einerseits keine besonderen Schwierigkeiten mehr bietet, andererseits
etwas weitliufig 1st, verweisen wir den Interessenten auf die Arbeit von
5. Kaiser. Dort finden sich auch die Bedingungen fiir den Kontakt erster
Ordnung in den Zusammensetzstellen, wie sie sich aus der Gleichsetzung
der ersten Ableitung in den Kontaktpunkten ergeben. Uberdies sind
in der erwiihnten Studie die Summen- und Komplementirfunktionen



fiir dig Pamllelverteilungcn und fiir die Globalverteilung dargestellt
und werden ausfithrlich besprochen.

_ Ziwei Modelle, welche zur Veranschaulichung der in diegem Kapitel
emgefﬁhrten Funktionen dienen kénnen, findet man in einer Publi-
kation vop vy, Wegmiiller [7] (Seiten 311 und 315).

I1. Kapitel

Zur gleichen Klasse gehérige Schar von
Einkommensverteilungen f(u/x)

§ 1. Zielsetzung

8. Wenn man von einer Asthetik in mathematischen Dingen
SPrechen kann, so ist die von Ii. Kaiser geschaffene Theorie der in-
k'Ommensverteilung als ausgesprochen schén zu taxieren, solange die
“me der drei I'undamentalfunktionen, wir meinen ¢(u), im Intervall
0 << oo definiert ist. Fine kleine Einbusse erleidet diese Schonheit,
aber dann, wenn sich die entsprechende statistische Masse nicht mehr
auf die ganze positive Halbachse verteilt. Wir denken an die mehrastige
Globalverteilung, welche sich in diesem Falle einstellt. Diese Frschei-
fung hat ihre Ursache in der Hypothese 4, welche besagt, dass sim-
liche Parallelverteilungen f(u/xz) zum selben Typ gehéren sollen. An der
l?hmsibilitﬁt dieser Hypothese zweifeln wir indessen nicht; sie ist offen-
Stehtlich. Ts witre ein sinnloses Unterfangen, andere Hypothesen auf-
stellen zu wollen, welche den erwithnten Nachteil nicht in sich bergen,
datiir aber nicht mehr plausibel sind. Dagegen legen wir uns die Frage
Vor, ob es nicht moglich wiire, beide Gresichtspunkte miteinander zu
verbinden, d. h. an Stelle der Hypothese 4 eine andere zu setzen, welche
Z'llgleich verniinftig ist und eine einastige globale Einkommensverteilung
lefert. Tn diesem und im niichsten Kapitel kommen Versuche, welche
nach dieger Richtung hin tendieren, zur Sprache. Dabei begniigen wir
Uns mit der Betrachtung des Falles, wo sich g(u) asymptotisch der
U-Achse niihert. Wohl kann man einwenden, das Binkommen kénne
“Ine bestimmte Grenze nicht iiberschreiten; dem ist aber entgegenzu-
halten, dags bei dhnlichem Sachverhalt auf andern Gebieten der mathe-
Matischen Statistik und Versicherungsmathematik dieser Tatbestand
ebenfally ibergangen wird. Man denke etwa an die analytische Dar-
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stellung einer Uberlebensordnung nach Makeham oder an die Anwen-
dung des GauBschen Fehlergesetzes in 1'illen, wo der Hehler eine be-
stimmbe Grenze nicht itberschreiten kann usw. Zudem haftet der Fest-
getzung einer obern inkommensgrenze meist etwelche Willkiir an. Die
lForderung nach der Iixistenz des Inbegrals iiber g(u) sorgh von selbsb
dafiir, dass durch die Nichtbegrenzung nach oben bei der Anwendung
der Theorie auf Probleme der Sozialversicherung nicht etwa paradoxe
Resultate zu erwarten sind. Zudem ist ja auch die Iixistenz des Mittels
gewithrleistet (Skala s).

§ 2. Die Zugehirigkeit der Schar f(u/x) zur gleichen Klasse

im allgemeinen Fall

9. Nach B.Haller [6] und anderen heissen Hiufigkeitsfunktionen,
welche sich nur durch die Wahl des MaBstabes und die Tage des Null-
punlktes voneinander unterscheiden, zur gleichen Klasse gehorig.
P.Lévy [5] schligt die Bezeichnung Typ im weitern Sinne («type au
sens large» oder «type généralisé») vor, um das Wort Klagse fiir eine
allgemeinere Verkniipfung zu reservieren. Unsere Benennungsweise
schliesst sich jener von B. Haller an und hat zur Folge, dass die in dieser
Arbeit nachstehend verwendeten Begriffe «Klagse» und «Parameter-
klasse» gebiithrend auseinandergehalten werden miigsen. Zwei Hiufig-
keitsfunktionen f(z) und f,(z) gehdren dann zur selben Klasse, wenn die

Relation gilt:
1 /x—p
hw = 1)
q q

Wir wollen nun fordern, dags simtliche unserer Parallelverteilungen
f(u/x) (zum Zeitpunks ¢,) derselben Klagse angehoren gollen und dritcken
dieses Postulat aus in der Beziehung

1 % — a(x) ‘ a(zy) = 0
flufx) = ——— |- ; 10)
Pte) = o 9 b blay) = 1 (
mit der Nebenbedingung M(z) » a)
M)

Diese Nebenbedingung hat zur I'olge, dass wir nur einen der beiden
Parameter a(x) und b(z) frei wihlen konnen. Als erstes wollen wir denn
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die Beziehung zwischen a, b und s aufzeigen. Dabei erinnern wir ung
daran, dagg g(1) nach links begrenzt ist: 0 << uy (2)) = % << co. Gehen
Wir iiber 7y f(u/x), so stellt sich die untere Grenze als T unktion deg

Pammotem x dar, und zwar durch

up(%) = (o) b(w) -+ (). (11)

Vg Sy
Es ist dann

uo(x)
Setze %“a(JI)_ = v; %= vb(x) +a(z),
b(x)
daraus folg, du = b(a) dv,
80 daggs
M(@) = [ {ob(a) 1 a(2)} glo) dv = b(a) [vg(0) o + a(a) [ glv) do.
uo(zg) uo(wo) tp(o)
Es it aber -
Foaoae — May wa [g)a =1,
#g(zo) ug(To)
dEI.S h ‘. g ‘
o186 M(z) == b(x) M(z,) + a(x).

Die Division durch M(z,), welches durch Vorgabe von ¢(u) festgesetst
Worden igt, ergibt die gesuchte Beaichung zwischen s(z), a(x) und b(x):

s(z) = b(z) + 11222,) (12)

Dag gewonnene Resultat wollen wir am Spezialfall a(z) = 0 itberpriifen.
Dig ]m/iehuno (10) muss dann mit der Hypothese 4 iibereinstimmen,
d. h, b(x) muss mit s(x) identisch sein, was sich aus (12) tatsiichlich

herausliogt, 1, Erginzung von (12) kénnen wir setzen

afa) — M(xy) {s(x) —b(x)} (12)

un( )
a(kx '
b(”) = 'S(‘/L) o jV[(.,LO) (12 )
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§ 3. Spezialfall: Die Hypothese A,

10. Jede bestimmte Wahl, die wir in besug auf a(z) baw. b(2)
treffen, kann als Aufstellung einer Hypothese gewertet werden, welche
formal an die Stelle der Hypothese A tritt. Das Postulat (10) konnen
wir ansehen als Reprisentant der Gesamtheit dieser Hypothesen.
Sichten wir diese Gresamtheit im Hinblick auf unser %iel, solche Hypo-
thesen aufzustellen, welche die globale Einkommensverteilung dwrch einen
einzigen Integralausdruck darzustellen gestatten, so finden wir genatt
eine, die diese Forderung erfiillt. Dieses Resultat gewinnen wir durch
die einfache Uberlegung, dass siimtliche Parallelverteilungen f(u/x) filr
ein- und dagselbe w-Intervall definiert sein missen, soll die Globalver-
teilung einastig werden. g(u,) ist dann itber einem Streifen dargestellt,
welcher nach links durch eine Gerade parallel zur a-Achse begrenzt ist.
Die Invarianz der untern Intervallgrenze gegeniiber der Transformation
(11) schreibt sich

up() = up(Tp) = Up(iy) b(x) + ().
Setzen wir der Iinfachheit halber wy(x,) = w,, so folgt
a(2) = uy(1—b(a)). (13)

Da bei der aktiven Bevolkerung b(z) =1, gilt in der Regel a(z) < 0.
Jetzt konnen wir in (10) a(x) durch die rechte Seite von (13) ersetzen,
so dass die Parallelverteilungen gegeben sind durch die Hypothese A,

oy L [u—u (b))
fut) = 5oy 9| | (14)

wobel b(z) durch Vorgabe der Fundamentalfunktion s(z) eindeutig be-
stimmb ist und mit dieser gemiss (12) und (13) in folgender Beziehung

steht:
) s(x) M(xy) —u M(z) —u,
M () — uy M () — 2,

(14)
Es zeigt sich hier, dass es vorteilhaft ist, bei der Verwendung der Hypo-
these 4, neben A(z) und ¢(u) nicht mehr s(x), sondern b(z) als dritte
I"undamentalfunktion zu betrachten. b(z) kann als «gekiirzte» Skala s
in bezug auf den Urgprung u, interpretiert werden.

¥
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1L Sind wir auf dem Umweg iiber das Postulat (10) zu unserer
leuen Hypothese A, gelangt, so wollen wir doch noch zeigen, wie man
durch eing andere Uberlegung auf sie stossen kann: Nachdem wir ge-
Sehen haben, dass bei der Verwendung der Hypothese 4 die Global-
verteilung (ann einastig wird, wenn ¢(w) im Intervall 0 << < oo
erklirt ist, scheint os naheliegend, in unserm jetzigen Ifalle, wo wir
U = u < oo haben, dic Verschiecbung

w o= u—1u, (15)

Vorzunehmen. Das hat nimlich zur Iolge, dass wir an Stelle von ¢(w)
1 Tr: . W . * . . B _
¢me Hiutigkeitsfunktion g(w'), normiert in 0 = u’ << co, als Ausgangs-
funktion i den Kreis unserer Betrachtungen ziehen kénnen. Dabei
1 / N \ : : ms £ .
gibt g (') die Verteilung der um u, reduzierten Finkommen fir die

* . .
To-Jihrigen wieder. Wenden wir die Hypothese 4 auf g(u’) sinngemiss
an, so ergibt sich die Bozichung
. 1 3 '
[l je} = -——¢ ; 0= < oo. (16)
s(z) L s(x)
Jedem Alter z ist dadurch die Vertelung beziiglich der wm wy vermin-

derten, Binkommen u zugewiesen. Da

w’

nicht unmittelbar gegeben ist, wollen wir abkliren, wie es sich aus S(z)
bestimmen Lisst. s ist nicht sehwer einzusehen, dass das Mittel M ()
der reduzierten Tinkommen ' gegenitber dem Mittel M(x) der wirk-
lichen Fiinkommen ebenfalls die Hinbusse um den Betrag w, erleidet:

M(z) — M(z)

Somit erhalten wir aber tiir s(x) gerade den Ausdruck, den wir in (14"
Wit b(x) bezeichnet habon. Machen wir jetzt noch die Verschiebung (15)

rickgiingig, so treten an Stelle der Schar (16) die Parallelverteilungen

'MO .

1 U — Uy
) = —— |- oy < oo,

Iin Vergleich mit (14) zeigt, dass (17) mit der Hypothese 4  Identisch ist.
40
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12, Wir sind nun in der Lage, die globale Einkommensverteilung
f(u) in einen einzigen Integralausdruck zu fassen. Die sweidimensionale
Hiutigkeitsfunktion ¢(u,z) = A(z) f(u/z) ist nimlich iiber einem
Streifen definiert, welcher nach links durch die Gerade % = wu, begrenzt
18t es gilt

f ftp(@&,a;) dedu = 1,
und far f(u) ergibt sich
, : M —auy(1—b
fw) = | plu,z)de = ”(J/)”q v %(r (CF)) do. (18)
) b(x) b(x)

Die Globalverteilung ist einastig und Kontaktprobleme, wie sie sich bel
Verwendung von Hypothese A stellen, existieren nicht.

18. Iis bleibt festzustellen, inwieweit die Hypothese 4, Anspruch
auf Plausibilitit erheben kann: Wir erinnern uns daran, dags die An-
nahme, ¢(u) = f(u/x,) sei in einem Intervall definiert, welches nach
links durch a, > 0 begrenzt ist, durch das Vorhandensein eines absolu-
ten Fixistenzminimums erklirt werden kann. Die Hypothese A, besagh
dann im Gegensatz zur Hypothese 4, dass dieses Mindesteinkommen,
welches eine Person haben muss, um iitberhaupt leben zu kénnen, ganz
unabhiingig vom Alter stets im Betrag w, besteht. Iis will ung scheinen,
diese Invarianz beziiglich des Alters sei durchaus zu vertreten. Dass
dagegen das mittlere iinkommen vom Alter x abhiingig ist, stehb
augser Zweifel, und wir haben diesem Umstand gebithrend Rechnung
getragen durch die Beibehaltung der Skala s, resp. b(x).

Betrachten wir endlich die Hypothese A4, im Verein mit der
Hypothese B, so ist leicht zu erkennen, dags die Gesamtheit der zum
Zeitpunkt t, xy-Jéhrigen im Laufe der Zeit einem Finkommenssteige-
rungsgesetz unterworfen ist, welches mit s(z) iibereinstimmt. Dabet isb
allerdings zu beachten, dass s(x) nicht mehr individuell interpretiert
werden kann, wie dies bei Anwendung der Hypothese A der Fall ist.
Vom theoretischen Standpunkt aus gesehen stellt diese Tatsache unse-
res lirachtens keinen grogsen Nachteil dar, da wir es mit einem Problem
stochastischer Natur zu tun haben und derartige Probleme ja geradezu
dadurch gekennzeichnet sind, dass das Geschehen nur kollektiv, nicht
aber im einzelnen, bestimmt ist. Immerhin kommt der Dehnungs-
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charakter, welcher der Hypothese 4 eigen ist, auch bei der Hypothese
Ay noch zum Ausdruck.

In den beiden folgenden Paragraphen zeigen wir, wie sich die
Hypothege A, augwirkt, wenn fiir g(u) die Hiufigkeitsfunktionen der
hyperbolisc}u,\n Verteilung von Pareto und der semi-normalen Vertei-
lung eingesetzt werden. Wir wihlen zur Veranschaulichung gerade
diese beiden Gesetze, weil einerseits der Paretoverteilung in bezug aut
die Verteihmg der Gresamteinkommen ganz besondere historische Be-
deutung zukommt, andererseits die semi-normale Verteilung sich heute
b?i der Behandlung von Iohnschichtungsfragen als geeignet erweist
(siehe 7. B, F. Kaiser [8]).

§ 4. Anwendung der Hypothese A4, auf die Paretoverteilung

14. g(u) sei gegeben durch die Hdufigheitsfunktion der klassischen
P a?"eto'vc'rte@'hmg, d. h.
flulzg) = glu) = aufu™'; a>1. (19)

9(w) ist normiert im Intervall 0 <Zy = u < oco. Die Nebenbedingung

%> 1 rithrt daher, dags wir die Existenz des Mittels M [y} == f w g(w) du
fordern, Ay (19) ergibt sich nimlich sofort “o

M(zy) = ‘xi-l-- Wy s (20)

(1 s . .
C‘Tehen wir iiber zur Darstellung der Parallelverteilungen flu/x), so
finden iy unter Verwendung von (14) und durch die Setzungen

Uy b(x) = /_9(»6) } @1)
y [b(z) —1] = B(x)
die Bezichung fujz) = o) [u -+ E(x)]_a—l' (22)

Dagg jede Funktion der Schar f(u/z) im gleichen Intervall uy << u << oo
Normiert ist, lisst sich leicht verifizieren :

co B ) 5 ﬁ(w) "“ 'B(.’B) e
J= | o) [u- gy = — | ———| | =[] .
f @) [ pa™au '_u+ﬁ(m) o+ Bo)

Ersotzen wir B(z) und B(z) gemiiss (21), so erhalten wir wirklich dag
“Twartete Resultat J -— 1.



e BOE s

15. Begrenzen wir das Integral .JJ nach oben durch die Variable %
so erhalten wir die den Hiufigkeitstunktionen f(u/x) zugeordneten
Verteilungsfunktionen I'(u/x) in der Iform

ﬁ(:l;) m. (23)

u+ Blx)

Bezeichnen wir die Komplementérfunltionen mit H(u/xz), . h.

Flujz) = 1—

H(uiz) = jf(u/m) dv = 1-— F(u/z),
so lesen wir aus (23), dass
H(ujz) = |- P | (23)
o)

Durch Logarithmieren dieser Gleichung kénnen wir die zugehorige
Schar der sogenannten Paretogeraden erhalten.

18. Die globale Binkommensverteibung ondlich, gekennzeichnet
durch die Hiufigkeitsfunktion f(u), driickt sich folgendermagsen aus:
1
f(u) — “‘J Alz) () [u -+ p2) " da. (24)
To
Ob dieses Integral geschlossen darstellbar ist, auf bekannte tabellierte
Funktionen zuriickgefiihrt werden kann oder numerisch ausgewertet
werden muss, hiingt von den Annahmen ab, die wir in bezug auf A(z),
b(z) und « treffen. Ist insbesondere a ganzzahlig, so geniigh es, dass
A(z) und b(x) Polynome sind, damit f(u) in geschlossener Iorm an-
cegeben werden kann. Die Ordnung der Polynome spielt dabel keine
Rolle (vgl. H. v. Mangoldt [9], S. 69 £f.). Wir machen bei dieser Gelegen-
heit darauf aufmerksam, dass b(z), f(x) und g(x) simtlich Polynome
n-ter Ordnung sind, falls anch s(x) ein solehes ist. Die Wahl etwa einer
linearen Skala s hat zur Tolge, dass b, § und g ebenfalls lineare I'unk-
tionen des Alters z sind.

Iis wird immer wieder und mib Recht darauf hingewiesen, dass
sich das Gesetz von Pareto in der Iorm (19) nur zur Darstellung der
mittleren und héheren [linkommen eignet, so dass wir hier w, nichb
mehr als Iixistenzminimum interpretieren konnen. liegt ein Problem
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Vor — gei eg volkswirtschaftlicher, sozialpolitischer oder irgendwelcher
Art, — dag die Darstellung nur eben dieser mittleren und hoheren Ein-
kommen verlangt, so stellb u, ganz einfach die untere Grenze der zu
ﬁl'fassende,n Einkommen dar. Die Itigenschaft der Hypothese A, fir
Jedes Alter 2 die Verteilung der Iiinkommen im gleichen wu-Intervall
Uy B = g wiederzugeben, macht sich in einem solchen all beson-

ders angenehm bemerkbar.

§5. Anwendung der Hypothese A; auf die semi-normale Verteilung

17. Unsero Fundamentalfunlktion g(u) sel diesmal gegeben durch
€lne 1)8([7'8071,*1{’&67"0(3 DO T‘yP’ZLS Il

8 8>O

1-1g) ,

g(u) = F?(ja) (1 — up)*t g0l el

(25)

Dio Benennung «semi-normale Verteilung» geht auf J. It. Steffensen [10]
Artick. 1y gibt sie allerdings in einer etwas andern Form und zeigh,
dags §(u) fiir ¢ oo gegen eine Normalverteilung strebt. Iferner ist be-
kann, dags (25) als Spezialfall die sogenannte 32 Verteilung enthils.
Auch kénnen die semi-normalen Hiufigkeitstunktionen im Ifalle & = 1
s eino Art Interpolation der Gesetze, welche zur Poissonschen Klagse
gehoren, aufgefasst werden, da fiir ganzzahliges e: I'(e) = (—1)!
Wir weitere Besonderheiten verweisen wir auf die zitierto Azbeit von
Steffenson. Wir begniigen uns damit, die Hypothese A4, auf (25) anzu-
wenden, Die Parallelverteilungen f(u/z) zeigen dann folgende Gestalt:

5 )E |
fu/z) = ( ;)f(a;; () e o) (26)

F mit p(x) und stellen fest, dass die IFunktionen
b(x)
d.er angeschriebenen Schar nur insoweit vom Parameter z abhiingig
Sind, als y(s) os ist. Dass u, festbleiben wiirde, war zu erwarten. Da-
gegen bleibt hervorzuheben, dass auch & gegeniiber dem Alter invariant
186 Letzteres gilt itbrigens auch bei der Anwendung der Hypothese A,

Wie I, Kaiser gezeigh hat.

Wiy bezeichnen noch
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7 . . . . . . . . 4 o

Jeder Hiufigkeitsfunktion f(u/x) ist eine Verteilungsfunktion I (u/2)
zugeordnet. Gremiiss (26) prisentiert sich die Schar dieser Verteilungs:
funktionen durch

Fujz) — ) ;()—H ol )

Im Zihler steht die oben unvollstindige Gammatunktion, wobei der
erste Term in der eckigen Klammer die obere Integrationsgrenze be-
zeichnet. Das ausgezeichnete Tabellenwerk von K. Pearson [11] ge-
staltet die Berechnung von (27) einfach.

18. Gewichten wir die Parallelverteilungen (26) mit A(x), so lieterb
uns das die zweidimensionale Hiaufigkeitstunktion g(w,z), normiert
Uy <= U< 00, Ty == & = xy; hieraus gewinnen wir schliesslich die globale

Iimkommensverteilung
. o

- ('1{ '—““1(/[)) }'(: .) ’})B(x) e—y(z) (1) dw . (28)

) ==

&-1

Lo

Frwihnenswert ist, dass bei der Durchfithrung der Rechnung auf der
Basis der Hypothese 4 die Integralausdriicke fiir jeden einzelnen Ast
von wesentlich komplizierterer Gestalt sind als bei unserer cinastigen
Verteilung. Dort ist der am einfachsten zu berechnende «mittlere» Asb
fn (vgl. erstes Kapitel, Figur 2, Ast 8) niimlich gegeben durch

Ty

’ 1 _ _
M) y* (@) (1 —p(x))*~t 7D dag,

fm(’u) = F(E)

Zo
WO B »
'MO(CE) = U S(ﬂ’)) und ’}J(ﬂ'}) —

k. Kaiser weist denn auch darauf hin, dass dieses und die iibrigen
Integrale, welche einen Beitrag an die (Hlobalverteilung liefern, selbst
im Fall, wo A(z) und s(z) linear sind, nicht mehr auf die I'orm klassischer
IPunktionen gebracht werden koénnen, sich insbesondere nicht durch
unvollstindige Gammafunktionen ausdriicken lassen. Wird dagegen
f(u) aut Grund der Hypothese 4, bestimmt, d. h. durch die Bezichung
(28) dargestellt, so besteht bei besonders giinstigen Annahmen beziig-
lich A(z) und s(x), bzw. b(z), die Moglichkeit des Zuriickfiihrens auf die
genannten Funktionen.
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19. Diese Zuriickfithrung gelingt stets dann, wenn fiir die Skala s
und die Altersstrukbur A in erster Niherung lineare Funktionen ein-
gesetzt werden, was wir hier nachweisen wollen. Hs sei

s(z) = 1+ a(z—=z,), sodass s(z) =1, (29)

¢ine Annahme, wie sio auch bei den ersten Studien des finanziellen
* . " ey - - - . . . . - - - . X L ’
Gle.lchgewwhbs der AHV getroffen wurde; vgl. Ii. Kaiser [8]. Laut (14")
196 dann
b 14 4 ), wobei 4 — _ “M@) (29')
V== 1 Alz—ay), wobel 4 =~ %
@) FAle—a0), M) —

M{(2y) kann natiirlich durch e, y und u, ausgedriickt werden, und zwar

In der folgenden Weise:

&E
M) =+,

80 dass der Zusammenhang zwischen 4 und a auch dargestellt werden
kann durch ,
Y
A, == a(l + Sy -
&

j ' (cx+ d) dz

Lo

Ferner goi

(€ wird in der Regel negativ sein).

Lassen wir die getroffenen Annahmen unter Beriicksichtigung von
r = —— e I
7 ba) Az | E

gomiiss (29'), in (28) eingehen, so bekommt f(u) die Gestalt

wo lf =1—/4 B

Ty

_ . -1 ¥ ) y
o = L o ny(

O y(uﬂcg)_
) AHE g (31)

Die Substitution
y(u— %)_

. - =
Az + 8 7

scheint hier angebracht zu sein.



Dadurch folgt o 1 [C’y(u-—-—uo) r

[y )%( y )
(A:c + E W — Uy

plu—uy)  dy

und de = — =
4 3%

Nach moglichster Vereinfachung ist dann

n
flaw) = 42;(8) J [C— AD —Cyu—uy) y'} y* 2 eV dy

Yo

und hieraus durch Aufteilen

n YL
Fu) - . yj '(C’]_u'uz’l_l))} Yl Vdy — Oyl —uy) J y ey dy}. (32)
A2T(e) .
Yo Yo
wobel 1y = yu—uy); 1y, = p(x,) (w—1k)-

Ist &>>2, go lassen sich die beiden Integrale je durch die Differenz
zweier oben unvollstindiger Gammafunktionen ausdriicken. Wirerhalten

- Y

flw) = A]&]‘({) (Ol —4D) (P [v(1) (w—ug), & —1] P [p(u ), Ll])

— 'yl —1uy) (P [y(@) (u—1p), e—2] — P [y(u—uy), e—2])} . (33)
Die Diskussion von (25) lehrt, dass die Bedingung & > 2 gleichwertig
18t der Forderung, g(u) solle in w = 4, eine horizontale Tangente haben.
Nur in einem solchen Fall 15t (33) verwendbar.
Streben wir eine Darstellung an, welche auch fiir das e-Intervall
0 << e = 2 Gultigkeib hat, so mitssen wir uns der unten unvollstindigen
Gammafunktion .

Q% u] = f (ot g ldi

Z

z2>0

- 00 <o <L 00
bedienen. Die Beziehung (32) nimmt dann folgende Gestalt an:
n 7 - o
Flu) = 12T {(CE—~AD) (Q [p(u—ug), e —1] —Q[p(x,) (u—mup), e—1])

= Cy(u—up) (@ [y(n—g), 6 —2] -Q[p(xy) (u—up), e—2])} . (84)
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Die Bestimmung des Mitbels

Ty :':'1

M = [ M) M(x) dw = M(z,) [ X(2) s(x) da

Zy To

liuft hier auf die Integration einer quadratischen Parabel hinaus.

Damit haben wir unsern Spezialfall in seiner vollen Allgemeinheit
gelost und wollen das Resultat der Rechnung in der Aussage festhalten :
Ist f(wjzy) == g(u) durch eine semi-normale Verteilung gegeben und
werden die Parallelverteilungen f(u/a) auf Grund der Hypothese 4,
bestimmt, so kann die CGlobalverteilung f(u) jedenfalls dann durch
unvollstindige Gammafunktionen ausgedriickt werden, wenn die beiden
andern Fundamentalfunktionen A(z) und s(z) linear sind. Unter diesen
Voraussetzungen und fiir & > 2 kann f (1) sowohl durch (38) als anch
durch (34) dargestellt werden, wogegen fitr & =2 2 nur mehr durch (34),

Zur numerischen Bestimmung der globalen Héufigkeiten kann
neben der bereits erwithnten Tafel von K. Pearson die Thalmanntabelle
der Prymschen Funktion [12] herangezogen werden. (regebenenfalls
wird uns die (evtl. iterierte) Anwendung der Rekursionsformeln

Plz,a-+1] == aP[z,a] —2% €™ ]
Q [Z,OC*'}A 1] e O(Q [3,06] 4 e ]

gestatten, in das Tabellierungsintervall zu gelangen. Besonders zu be-
achten ist allerdings, dass fiir & = n (n == 1,2) die ¢)-Rekursion in der
gewiinschten Richtung — vom kleineren zum grosseren lixponenten —

nur bis zu

oo
=]

oY
Q[Y,,,0] = agi W =i,
Y
U:n
wirksam ist. IMiir die zahlenmiissige Frmittlung von f(u) haben wir dann
im wesentlichen dieses sogenannte Fxponentialintegral anszuwerten,
eine transzendento Tfunktion, welche wir z. B. bet Jahnke und Fimde (18]
(5. 6 £t.) tabelliert finden. Interessanterweise zeichnen sich auch diese
beiden Tille schon bei der Diskussion der I'undamentaltunktion g(u),
gegeben durch (25), aus. Nur gerade fir ¢ — 1,2 niimlich hat die Tan-
gente in w = u, ein von Null verschiedenes endliches Steigungsmass.



— 598 —

LII. Kapitel

Zur gleichen Parameterklasse gehorige Schar

von Einkommensverteilungen f(u/x)

§ 1. Die Zugehorigkeit der Schar f(u/x) zur gleichen

Parameterklasse im allgemeinen FFall

20. Wir werden in diesem Kapitel noch eine Modifikation der
Hypothese A kennenlernen, welche als Verallgemeinerung der Hypo-
these A, angesehen werden kann. Dabei ist es vielleicht angebracht,
einmal grundsitzlich festzuhalten, von welchen Gedanken wir uns
eigentlich leiten lagsen miissen, wenn wir mit Hilfe der beiden unda-
mentalfunktionen g(u) und s(z) durch Tinschalten einer plausiblen
Hypothese die gesamte Schar der f(u/z) bestimmen sollen. Dass die
Einfithrung einer Hypothese eine unumgiingliche Notwendigkeit dar-
stellt, ist an sich klar, sind doch die Funktionen der gesuchten Schar
durch die Vorgabe der genannten Grundfunktionen in keiner Weise
bestimmt. Finem festen Alter x - z, kénnte man niimlich vorerst eine
ganz beliebige Haufigkeitstunktion zuordnen, wobei einzig darauf zu
achten wiire, dass die Bedingung M(z) = s(x) M(z,) realisiert sein
muss, was ganz einfach durch die Anpassung der Kurvenparameter
bewerkstelligt werden kénnte. Die Iinschrinkung der Wahlfreiheib
bestiinde nur eben darin. Diese iibergrosse I'reiheit aber miissen wir
vermeiden, denn schon bei oberflichlicher Betrachtung des praktischen
Problems ist es evident, dass alle Funktionen der Schar f(u/x) unter-
einander eine gewisse «Ahnlichkeit» (im landliufigen Sinn) aufweisen
miissen. Und diese Tatsache ist es letztlich, welche uns die aufzu-
stellende Hypothese suggerieren soll. Wie kann nun die geforderte
¢Ahnlichkeit» mathematisch ausgedriickt werden? Wohl sicher einmal
durch die Postulierungen, dass simtliche Scharkurven zum gleichen
Typ (Hypothese 4), oder zur gleichen Klasse (Hypothese 4,), gehdren
sollen.

21. Wir konnen jedoch eine noch allgemeinere Annahme zur Sprache
bringen: Simtliche Funktionen f(u/z) sind Reprisentanten ein und
derselben Parameterklasse. Das ist so zu verstehen, dass wir bei der
vorgegebenen Hiufigkeitsfunktion f(u/x,) irgendeinen Parameter —
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Meht mehr speziell die Priizision — auszeichnen und dies dokumentieren

durch (je Schreibweise
flujmy) = g(u,c),

Wwobei wie bis anhin gelten soll

o
jg(u,c) du = 1.
Uy
Der {J bergang zur Haufigkeitsverteilung fiir das Alter x besteht jetzt
einfach darin, dass an die Stelle von ¢ ein Parameter ¢(z) so gesetzt wird,
dass die FEinhaltung der vorgegebenen Skala s gewiihrleistet ist.

§ 2. Spezialfall: Die Hypothese A,

2. Bis hierher wurde noch nicht gefordert, dass wy(z) = U, sel,
Diege Bedingung fithren wir jetzt ein. Dann verteilt sich die statistische
Masso stets auf das gesamte Intervall Uy = 1< co. Wir haben gesehen,
dass sich dio letztgenannte Forderung auf die Bestimmung der glo-
balen FEmkommensverteilung giinstig auswirkt, wollen aber vielleicht,
gerade diesen Vorteil nicht zum Leitmotiv fir die Invarianztorderung
~ % von z unabhiingig — wihlen. Es ist der Problemlage eher angemes-
Sen, wenn wir von den beiden Interpretationsméglichkeiten fiir /-
Wwelche wir kennengelernt haben, ausgehen und ganz einfach feststellen,
dass der Spezialfall der Annahme einer konstanten untern Grenze natiiy-
lich ist. Dass sich dann fiberdies die Darstellung der Globalverteilung
einfacher gostaltet, sehen wir als willkommene Beigabe an.

Aus dem Cesagten ist jetzt ersichtlich, wie sich die I ypothese A,

Prisentieren wird : ‘
flwiz) = g[’M,G(HT)]J ¢(y) = ¢ (36)

mit den beiden Nebenbedingungen

fg[fu,c(a;)] du = 1 (86"
und e

M(z) = j.ug[u,c(w)] du = s(x) fu glw,c) du = s(z) M(xy). (36"

Uy m
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Unmittelbar folgt: @, x) == Alx) glu,c(z)] l
— (37)
mib ] j Mz) g[w,e(x)] dao du = 1
und B @
Fu) — [ ) g[u,o@)] do. (38)

co
Iis ist leicht einzusehen, dass [ f(u) du = 1 ist. Da der Zusammenhang
ey
zwischen s(x) und e(x) nicht in expliziter I'orm angegeben werden kann,
wollen wir die Sachlage an zwei Beispielen erértern. Wir withlen dazu
wieder die Pareto- und die semi-normale Verteilung,
Vergleichsmoglichkeiten mit dem Vorangegangenen erwachsen werden.

wodurch uns

§ 3. Anwendung der Hypothese A, auf die Paretoverteilung

23. Wir nehmen an, die Finkommensverteilung fiir die Gesamtheit
der zy-Jihrigen sei gegeben durch die Beziehung (19). Bei der Aus-
zeichnung eines Parameters bleibt uns keine Wahl; es kommt nur o in
I'rage, da a4, vom Alter  unabhiingig sein soll. Die Schar der Parallel-
verteilungen hat dann gemiss der Hypothese 4, die I'orm

::." 5 ! =, / ,(-,4(1) ’- X ; o
fuiz) = glu,a(@)] = a(z) ug® w @ w(z) >1, (39)

wobei «(x) eindeutig bestimmt ist durch die Nebenbedingung (36”)-
Zu seiner Berechnung haben wir die Gleichung

M(z) == o;(a;) — 1y
o) —
nach «(z) autzulosen, was
M(x () M (zx s(z
M(x) —uy, () M(2y) — ug as(z) —o 41
ergibt.

Es besteht natiirlich die Moglichkeit, nicht mehr s(z), sondern «(z) als
Fundamentalfunktion aufzufassen. Wir stellen ung das ebwa so vor,
dass man ein vorliegendes statistisches Material fiir einige Alter z;
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nach Pareto ausgleicht und durch die auf solche Weise bestimmben
%(x;) eine glatte Kurve legh. Die Skala s kann man erhalten durch Auf-
l6sen von (397).

Die Anschrift der anderen zur Diskussion stehenden I'unktionen
in der (w,z)-18bene eriibrigh sich, da die formale Darstellung keine
Schwierigkeiten bereitet. Die Globalverteilung ist natiirlich einastig,
wird aber im allgemeinen nicht in geschlossener Form darstellbar sein :
dagegen ist leicht nachzuweisen, dass IT (u) stets durch unvollstindige
Gammatunktionen ausgedriickt werden kann, falls A(x) und «(z) linear
sind,

24. Dass wir hier einer ganz andern Situation gegeniiberstehen als
im Ialle, wo die Hypothese 4, zur Anwendung kommt, wollen wir an
einem einfachen Zahlenbeispicl illustrioren:

Als Einheit betrachten wir die untere Grenze der zu erfassenden
Einkommen, d. h. = 1. Das Mittel fiir die x4-Jiahrigen sei doppelt so
8ross: M(wg) = 2. Berechnen wir f(u/z) fir ein bestimmtes Alter 27,
dem s(a’) = 1,5 zugeordnet sei, so ergibt sich unter Verwendung von

a) Hypothese 4,: f,(w/z") = 8(u - 1),

b) Hypothese Ay: f,(ufx’) — U .

Beide Funktionen, /., und f,, sind hyperbolischer Natur, im Intervall
I << < co normiert und weisen das gleiche Mittel M(z') — 8 aut.

§ 4. Anwendung der Hypothese 4, auf die semi-normale Verteilung

25. Stellen wir die 'undamentalfunktion f(u/xzy) durch eine semi-
hormale Verteilung dar, wie sie durch (25) gegeben ist, so konnen wir
entweder p oder & als verinderlichen Parameter betrachten. Wiihlen

. . . . . ol (Lo
WIr vorerst einmal p, so bestimmt sich p(x) auf Grund von

&
M(z) = — +u
(%) y(@ ’
Zu
E

A VT N
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Da aber gilt
& = y(M(zy) —uy),

so kann yp(x) geschrichen werden als

M(xy) —u
’})(.’.E) = Y- f) - 0' )
M(x) —u,

und unter Beriicksichtigung von (14°) erhalten wir schliesslich

y(z) = - 4 (40)
b(x)

Ein Vergleich mit (26) klirt uns sofort daraiiber auf, dass die Hypothese

A, in diesem Falle zum genau gleichen Resultat fithrt wie die Hypo-

these 4,, was uns nicht verwundert, vielmehr durch eine einfache

[iindeutigkeitsbetrachtung vorauszuseben war.

26. Wesentlich anders verhilt es sich, wenn wir & auszeichnen.
Die Schar der Parallelverteilungen wird dann dargestellt durch

e(x) 2) >0
flujz) = — v (u_uﬂ)a(x)—l (Vo) &() (41)
M(z) —u

M) —uy £b(x). (41")

WO
o(a) = y(M(x) —ug) = o

Die eigentlichen Verteillungsfunktionen konnen durch die Beziehung

_ Plylu—uy), e(@)] (42)

sehr einfach ausgedriickt werden.
Was endlich die globalen Hiufigkeiten anbetrifft, so sind sie gegeben

durch die Funktion &

_ ® 8 b(x)
f(’u«) = (3_1}(“%00) J ﬂ.(ﬂ:) FEJB b(wj’]* ('lb = ’1(10)8 Bzt dw . (43)

o

Trotzdem dieser Ausdruck recht kompliziert gebaut ist, gestaltet sich
die numerische Auswertung nicht allzu schwierig. Sie lisst sich relativ
leicht durchfithren durch Gewichten der Parallelverteilungen (41) mit
Alz).
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Ein besonderes Augenmerk ist darauf zu richten, dass unter Umstinden
= Jje nach der Wahl von ¢ und der Beschaffenheit der Skala s — die ge-
forderte «Ahnlichkeit» der Scharkurven nicht mehr gewiihrleistet, ist
(vgl. etwa die Ausfithrungen iiber die Abhéingigkeit des Verlaufs einer
semi-normalen Hiufigkeitsfunktion von & bei I, Kaiser [2], S.296).
Allen Tventualitiiten kénnen wir jedenfalls dann begegnen, wenn auf
Grund des vorliegenden statistischen Materials e(x) > 2 gesetzt werden
darf. Sonst aber miissen wir die Verhiltnisse von Fall zu Fall prifen.

§ 5. Streuungsvergleiche

27. In Theorie und Praxis der mathematischen Statistik spielt die
Sogenannte mittlere quadratische Abweichung, das ist das Moment
zweiter Ordnung bezogen auf das Mittel M, eine bedeutende Rolle. Wir
bezeichnen sie mit IM,. Im Gegensabz dazu driicken wir das zweite
Moment in bezug auf den Ursprung durch M, aus. Die positive Wurzel
aus YN, wird Streuung o (standard deviation) genannt. (A.TLinder [14]
verwendet die Benennung « Streuung» sowohl fiir i, als auch fir V iUt;)
Durch die Vorgabe der Fundamentaltunktion f(u/z,) darf Mo(z,) als
bekannt vorausgesetzt werden. Wir wollen aufzeigen, wie sich bei An-
wendung der Hypothesen 4, 4, und 4, jeweils M,(z) als Funktion von
My(zy) und s(z), resp. b(x), berechnen lisst und so die Auswirkung der
Hypothesen in dieser Hinsicht vergleichen.

Fiir die Hypothese A hat T. Kaiser nachgewiesen, dass allgemein
gilt: '
M) = s(x) My(x),
also insbesond
0 1nsbesondere My(x) = s%(z) My(x,) .

Hieraus aber folgt unter Verwendung der wohlbekannten und leicht
herzuleitenden Relation M, = M,— M2:

My(x) = %) [My(y) — M¥(m0)] = s%(z) Wy(,). (44)

Wird dagegen f(u/z) auf Grund der Hypothese A bestimmt, so ist
My(z) durch -
: [w—M(z)]* [ w—u(l—Db(x))
1) — - -9l du
(e ey T b
dargestells. 0



den Tabelle zusammen:

Substituieren wir 9, — 2 (1 b(x))
b(x) -
so ergibt sich vorerst
o6
W(z) =

Vo =Up

j {2 b(x) - 1o [1—b(

du = b(x) dv,

)] — M(x)}? g(v) dv.

Losen wir (14") nach M(x) aut, so stossen wir auf die Beziehung

M(z) = b(z) M(z) |

1y [1—b(2)].

Dadurch lisst sich der Ausdruck in der geschweiften Klammer wesent-

lich vereinfachen. s ist

U= @ [ Mia]f -

0 dags sich Wiy(x) berechnet zu

(]

My(z) =

p

b3(a) [ [v— M(xy)]* g(v)

b () [v— M (o) [*,

o — (45)

D¥(z) My(y) -

Die Hypothese A, endlich lisst eine explizite Darstellung fiir 90%,(2)

nicht zu.
Die gewonnenen Resultate stellen

wir unter Finschluss der An-

wendung auf die Pareto- und die semi-normale Verteilung in der folgen-

Pareto
(e >2)

Pearson
111

Hypothese A | Hypothpsc 4,
s(zx) o(z,) | b(z) o(z,)
w,ns(w) 1/ o o b(z) / . “Jn
a—1 o—2 C(—l o — 9 oL —
s(x) l/eg b(x) l/a
7 ¥

Hypothose A,

I/J w? g[w,e(w) | du— s )M'Z(Lu)

'\ \

=

.\

1] 202 [s )'*1_]'
s(a) | Do ocs() 2}‘

’[ ()
b(x) l/s
g

[ & b(a)
Y

- (Anpassungsparameber )

- (Anpassungsparamebter t)

=
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28. Wie wir leicht zeigen konnen, fihrt die « Typenhypotheser A
bei der aktiven Bevolkerung, tir welche M(x) > M(x,), 2u einer klei-
neren Strewung als die «IKlassenhiypotheses A, sofern uy > 0. Aus der
Quotientenbildung

b(z) M) M(ay) — g M ()

s(x) M () M(z,) S M(w)

lisst gich nimlich herauslesen, dass fiir 4, > 0

b(x . =
() 51 fir M(z,) S, M(z),
s(z)
Woraus aber sofort folgt
b(@) o(zy) 2 s(x) omy)  fiir  Mzy) 5 M(x). (46)

Ist uy =0, 50 gilt stets das Gleichheitszeichen, was nicht verwunderlich
ist, sind doch in diesem Grenzfall die Hypothesen 4 und A, identisch.
Dagegen besteht fiir 1y > 0 die Gleichheit nur gerade im trivialen Fall
M(z) — M(x).

Ein analoger allgemeiner Vergleich mit der Hypothese Ay st
Naburgemiiss nicht méglich. Die Situation fiir die beiden speziellen
Anwendungsbeispiele ist aug der vorstehenden Tabelle ersichtlich.

In diesemn Zusammenhang wollen wir noch auf folgenden Umstand
hinweisen: Bei der Besprechung der Hypothese 4 haben wir s(z) als
Prizision bezeichnet und meinten damit den MaBstab relativ zu dem-
Jenigen, welcher flwizy) = g(u) zugrunde liegh. Aus o(z) = s(2) o(,)
ist ersichtlich, dass s(xx) ebensogut als Streuung betrachtet werden kann,
falls wiv o(x,) als deven Ilinheit withlen. Diese enge Beziehung zwischen
MaBstab und mittlerer quadratischer Abweichung ist nicht unbekannt
und das (tesagte kann sinngemiiss auch auf Hypothese 4, und b(z)

ibertragen werden.
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IV. Kapitel
Erhaltungsfragen
§ 1. Formulierung des Hauptproblems

29. Wir wollen annchmen, dic Parallelverteilungen wiirden aut
Grund der Hypothese 4, bestimmt, gemiiss der dio Hiutickeitstunlk:
tionen f(fu,/:v) sur gleichen Parameterklasse gehoren. lis driingt sich die
Trage auf, ob dann f(u) — durch (38) dargestellt — ebenfalls ein Verbroter
derselben Parameterklasse sei. Itin Ritckblick auf die im vorigen
Kapitel durchgerechneten Beispiele klirt uns sofort daritber auf, dass
dies im allgemeinen nicht zutrifts. Iis bleibt die l'rage offen, ob die
«lirhaltung der Parameterklagse» wenigstens in speziellen éllen ge-
wihrleistet 1st, d. h. dann, wenn unsere Parallelverteilungen zu einer
ganz bestimmten, noch zu charakterisierenden Parameterklasse ge-
héren. Die Abklirung dieser 'rage soll uns im folgenden beschitbigen.
Natiirlich treten bei Zugrundelegung der Hypothesen 4 und A, ent-
sprechende Probleme auf, welche aber ohne nennenswerte Sehwierig-
keiten gelost woerden kénnen, wenn die eben gestellte 1'rage einmal be-
antwortet isb. Deshalb diwfen wir diese mit gutem Recht als Haupt-
problem bezeichnen.

80. Die exakte Formulieruny des Hauptproblems laubet: Welchen
Bedingungen muss g(u,c) geniigen, damit bei vorgegebenem s(x) die
Integralrelation 5
fu) = j Az) gluw,o(x)] do = gw,m); m = m(d) (47)

Zo
simulbtan fi «alley 4 zu Recht besteht, d. h. fiir die der nachstehenden
Voraussetzung (L11) gentigenden A ? 05 ist zu beachten, dass die Bedeu-
tung der auftretenden Munktionen und die im ersten Kapitel gestellben
allgemeinen Anforderungen an g(u,z) folgende Voraussetzungen ein-
schliessen:

(1) g(w,c) im Gilltigkeitsbereich w, << w << oo stetig, daselbst nicht-

negabiv; fJ[’M o)) dw = 1,
wy

(1T) e(x) stetig,
(I11) A(z) = 0, stetig; j'z( v) da = 1.

Zo
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§ 2. Losung des Hauptproblems

o 8L Iall 1: Bs sei m (4) = my. Unter Beachtung von (I1I) lisst
sich die Funktionalgleichung (47) auf die Form
z
(@) / Alx) {g [, e(x)] —glw,mp)} da = 0
To

bringen. Dieso Gleichung muss fiir alle zulissigen 4 identisch erfiills
sein. Dabei ist wesentlich, dass die Wahl von 4 1m betrachteten 1%all
keinen Iiinfluss hat aut den Ausdruck in der geschweiften Klammer.
Dieser kann alg Iunktion von © allein aufgetasst werden, wobei u die
Rolle eines Parametoers spielt. Indem wir uns auf eine in der Variations-
rechnung oft geiibte Schlussweise berufen, folgern wir:
®) glw,c(x)] —glu,my) =0 fir alle .

iy Leser, denen die erwithnte Schlussweise nicht geliufie sein
Sollte, skizzieren wir den Beweis fiir (b) grob: Wir formulieren die
Gegenannahme 50, dass y(u,x) = g[u.c(x)] — glu,my) etwa an der Stelle
L= T, posibiv sei. Da p(u,x) nach Voraussetzung stetig ist, lisst sich
ﬂ-ine ganze Umgebung von z, angeben, in welcher p(u,z) auch noch posi-
by ist. Bei geeigneter Wahl von 2 (nadeltormig) liefert dann nur gerade
diese Umgebung einen «wesentlichen» Beitrag an den Integralwert, d.h.
dio tibrigen Anteilo kénnen beliebig klein gemacht werden. Durch eine
solche Konstruktion wird aber das Integral (@) positiv, womit die
Q'@genmumhme aul emen Widersprueh fithrt. y(u,2) muss tatsiichlich
ldentisch verschwinden.
Aus (b) folgt () = ¢(zy) = my
oder in Worten: Soll (47), mit der Nebenbedingung m(2) konstant, fir
«alley 2 Griltigkett besitzen, so muss die Skala s notwendig konstant
8(z) = $(y) = 1 sein. Dass diese Bedingung auch hinreichend 1st, ist
brivial,

82. Iull 2: s sei m(A) micht konstant. Wir wihlen 2 () und Ay(z)
80, dass

Ty
§u,my) = j M(x) gu,e(x)] de,
o

Ty
) == ] Ag() g[’lf',c(ib‘)] dx,
. WO My = my,
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Aus der Bildung
Ty

o (e, my) + B glw,m NEYRC Ao
/( 7 .l) 7 nBJ 2)‘ - [ l( )—i_ﬁ 2( )] _(][’I,L,C(LU)] Clﬂj
a+p | e+p
Lo
mit o, >0 folgt unter Beriicksichtigung von (47) und der Voraus-
setzung (L) unmittelbar die Beziehung

o g (w,my) -+ B g(u,my)

(0 s = gluwm(p)].

D. h. aber: ¢ hat die igenschaft, dass mit g(a,m,) und g(u,m,) zugleich
jede mormierte Lanearkombination zur gleichen Parameterklasse gehort.

Setzen wir etwa 1
)

atf=ptq=":

so geht (¢) iber in

Py (w,my) + qglu,mg) = glu,m(p)].
(remiiss unserer Setzung schreibt sich diese Gleichung auch als
(d) P {g(w,my) —glw,my)} + glu,mg) = g[u,m(p)].

Die richtige Interpretation von (d) gestattet uns, zu folgern, dass die
gesuchte I'unktion g notwendig von der Iform

: g(w,c) = gy(c) galn) + galu) (48)
sein muss.
Il ist zu diskutieren, inwieweit (48) Losung der Funktionalgleichung
(47) ist. Wohl verifiziert man durch Kinsetzen, dass die notwendige be-
dingung (48) auch hinreichend ist zur Frfiillung besagter Iunktional-
gleichung. Die Voraussetzung (L) verlangt aber tiberdies, dass fiir alle @

gelte: o -
J glw,c(x)] du = g, [c(z)] J (o(10) du J o) du = 1.
" Uy Uy

Diese Forderung ist aber nur bei Vorgabe einer trivialen Skala s exfiillt,
d. h. wenn s(z) == 1. Mit dieser letzten eststellung ist auch der 1fall 2
abgeklirt, und wir konnen zusammentassend festhalten:

Werden die Hiufigkeilsfunktionen f(ujz) auf Grund der Hypothese A
bestimmdt, so gehort die Globalverteilung dann wnd mur dann fiir «alley A
aur gleichen Parameterklasse wie die Parallelverteilungen, falls gilt:

s(x) = s(z,) == 1.
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Wir werden aber sehen, dass (48) bei der Behandlung eines Spezial-
Problems auch im Talle einer nichbtrivialen Skala s sinnvoll 18t und

POsbv verwertet werden kann.

§ 3. Die Erhaltungsﬁ'age bei Verwendung der Hypothese Ay

33. Die Schar f(u/z) bestimme sich aus den Fundamentalfunktionen
/ (’“/550) und b(z) gemiiss (14) und (14'). Is stellt sich die I'rage: Lisst
Sich ein () — fuz,) so angeben, dass die globale Hiufigkeits-
funktion f('ze), welche gemiiss (18) berechnet wird, im allgemeinen,
d.h. fiie calley A, zur gleichen Klasse gehort wie ¢(u)?

Da die Hypothese A, offenbar als Spezialtall der Hypothese A,
angesehen werden kann, muss die Antwort wie folgt ausfallen: Liegt
®e triviale Skala s vor, d. h. ist b(z) = 1, so gehort f(u) stets zur
8leichen Klasse wie f(u/zy); es gilt insbesondere f(u/xy) = f(u/z) = f(u).
Andernfalls aber existiert kein g(u) so, dass die in der gestellten Frage
®nthaltene IMorderung erfiillt wiire.

§ 4. Erhaltungsfragen fiir die Hypothese 4

Wir treffen folgende Unterscheidung:

1. S(aj) — 1
s gilb trivialerweise stets f(u/z,) = f(u/z) = F(w).

2. s(x) = 1.

@) Ist u, = 0 und f(u/z,) nach rechts nicht begrenzt, so geht aus
der Losung des Hauptproblems unmittelbar hervor, dass eg
keine Iunktion g(u) = f(u/x,) so gibt, dass die durch (9) ge-
gebene globale Hiufigkeitsfunktion unabhingig von A(x) zum
gleichen Typ gehért wie g.

b) Liegt eine «abgeschnittene» Ifundamentalfunktion f(u/x,) vor,
s0 dass die Globalverteilung mehrastig wird, so kann die Hypo-
these 4 nicht mehr als Spezialtall der Hypothese 4, betrachtet
werden, und es lisst sich dann folgende Erhaltungsfrage stellen :
Wie muss g(u) = f(u/a,) beschaffen sein, damit der «mittleroy

Ast der Globalverteilung (vgl. erstes Kapitel, Fiour 2, Ast 8
g Vg : w
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. = . T pr 1. " . . i 2] m
Teilstiick einer Hiufigkeitsfunktion ist, welche demselben TyP
wie ¢(u) angehort, d. h. der Bedingungsgleichung

i

i ' T ' 1
fm(u) = /I{( ‘i) ( " dr — (j( H )) m — ’77?;(2‘) (49)

s(x) " | s(x) m "\ m

fiir «allen A gentigt ?

Zur nitheren Charakterisicrung von ¢ stittzen wir uns auf die Beziehung
4 ; T : il

(48). Setzen wir == p(x), so erscheint sie hier, wo dic additive

s(x
Zusatzfunktion gy(u) offenbar in Wegfall kommt, in der speziellen

Grestalt .
gfur(@)] = gulu) gofr(@)] (50)

und ish o zu interprotieren, dass (50) bei vorgegebenem 7 fiir allo
x (rg = & < x,) notwendig gelten muss, falls (49) erfillt sein soll.

r &5

r(x) ist stetig und wegen s(x) = 1 nicht konstant.
Iis steht somit die Funktvonalgleichung

N g g 50

ga(1) galr) = glur), (50)

wo sowohl % als auch » in einem nicht ausgearteten Intervall definiert

sind, zur Diskussion.

HLW. Pexider [15] hat gezeigt, dass stetice Funktionen, welehe

(50" ertitllen, von folgender I'orm sein miissen:

g;,() = Byut l

galr) = Byrt. |

liig gilt somit die notwendige Bedingung

flulzg) = gu) = Bul (52)

Uber B und 4 kann frei verfiigb werden, d. h. wir diicfen diese
beiden Parameter tatsichlich so withlen, dass Bat im Definitions-
intervall von f(u/x,) normiert ist. Je nach der Beschaffenheit dieses
Intervalls resultiert eine hyperbolische (Pareto) oder parabolische
(I8, Kaiser [2]) Verteilung. Bei einer beidseitig «abgeschnittenen» Ifun-
damentaltunktion f(u/z,) stehen beide Moglichkeiten offen.
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Endlich verifizieren wir durch insetzen von (52) in (49) leicht,

dass unsere notwendige Bedingung auch hinreichend ist. Hiezu sei ver-
merkt, dass schon 19, Kaiser die Bedingungsgleichung (52) als hinreichen-
des Kriterium angegeben, die Frage aber, ob (52) zur Iirfiillung von (49)
ugleich anch notwendig sei, of fengelassen hat. Durch den Riickgriff auf
das Hauptproblem und seine Lisung liess sich der vorliegende Beweis
der Notwendigkeit und damit die vollstindige Charakterisierung ohne
viel Umtriohe duvehtfithren. Konnte die Bedingung (48) dort wegen der
NOI‘miorungsvomussotzung (I) zu keinen verwendbaren Resultaten
fi'thre_n, $0 hat sie hier ihren guten Sinn, da diese Vorschrift in W egfall
k‘ommt. Der Ast f,, (1) und diejenigen Teile der 'unktionen f(u/z), welche
finen Beitrag an seine Berechnung liefern, sind ja nicht normiert.

§ 5. Das Erhaltungsproblem

fiir die zeitlich veriinderliche Globalverteilung

385. Bringen wir die in Bezichung (7) ausgedriickte Hypothese B
aum linsatz, so wird die globale Ifinkommensverteilung zur Kalender-
zert ¢ durch

Fulw) = [ 3,(a) flus) dz (53)
e

dargestellt. Tn dieser allgemeinen Gestalt hat die ormel fiir jede der
drej Hypothesen 4, A  und A, Giltigkeit., Ist f,(u) fiir die beiden ergt-
sénannten Hypothesen durch die Vorgabe der drei I'undamentalfunk-
bionen ¢, s und A, titr jeden Zeitpunkt eindeutig bestimmt, so muss bei
Vorwendung der Hypothese A, noch der auszuzeichnende Parameter
angegeben werden. Ilerner hat man in (53) mit der einzigen Ausnahme,
Wo die Typenhypothese auf ein «abgeschnittenes» g angewendet wird,
Lo und z, als Integrationsgrenzen einzusetzen.

36. Damit wir das Problem, welches hier aufgeworfen und gelost
werden soll, konkret formulieren kénnen, wollen wir vorerst einma]
annehmen, f(u/z) wirde auf Grund von (36), (36") und (36", das ist
8emiiss der Hypothese Ay, bestimmt. Ferner sei etwa Lo (1) = hu,m),
Wwodurch sich (53) zur Zeit t, schreibt als

2y
fa,(0) = hiu,m) :] A (@) glu,c(z)] da.
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Mit dieser Vorbereitung haben wir schon angedeutet, dass wir uns die
I'rage vorlegen wollen, ob bei geeigneter Wahl von ¢ stets, d. h. zu
jedem Zeibpunkst ¢, gelte

.
fi(u) = J A(@) glu,e(@)] do = hlu,m); m, = m. (54)
To

Diese Gleichung st in trivialer Weise fitr jede F'unktion g erfillt, wenn
sich die betrachtete Personengesamtheit im Beharrungszustand be-
findet: A,(x) = 4,,(z) = A(z) und selbstverstandlich auch dann, wenn
s(z) = 1, d.h. ¢(z) = ¢ 1st. Andernfalls konnen wir dag Problem 80
angehen, dass wir ¢ aus der I"'unktionalgleichung

jc‘ll(a;) glu,c(x)] de = hlu,m(d)] (54")

]

fiir «alle» A zu bestimmen versuchen. (54') erinnert stark an (47) und
damit an das Hauptproblem. Auch hier soll der Integralausdruck Ge-
setze darstellen, welche unter sich zur gleichen Parameterklagse ge-
héren. Der einzige Unterschied besteht darin, dass dort ¢ = h gilt, hier
aber nicht. (54) und (54') sagen nur aus, dass die Globalverteilung im
Laufe der Zeit ihre Parameterklasse nicht dndern solle, aber keines-
wegs ebtwa, dass diese Parameterklasse mit derjenigen, welcher die
Parallelverteilungen f(u/x) angehoren, itbereinstimmen miisse. Bei der
Liésung des Hauptproblems haben wir aber gerade diese Bedingung
g = h nirgends entscheidend verwendet. Somit wissen wir, dass sich
abgesehen von den beiden besprochenen Trivialfillen keine Fundamen-
talfunktion ¢ so finden lisst, dass die globale Finkommensverteilung
zur Zeit ¢ im allgemeinen derselben Parameterklasse angehort, wie
diejenige zur Zeit i,.

Auf Grund dieser Ausfithrungen ist jetzt auch ersichtlich, wie die
entsprechenden Fragen zu beantworten sind, welche sich bei Berech-
nung von f(u/z) gemiss der Typen- oder Klassenhypothese stellen.
Offenbar konnen die Resultate von IV. § 3 und § 4 einfach tibernommen
und sinngeméss interpretiert werden.
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Schlusshemerkungen

87. Im zweiten und dritten Kapitel haben wir der Hypothese 4
von I. Kaiser zwei formal gleichberechtigte Hypothesen 4, und 4,
Zur Seite gestellt. I ist nicht unsere Meinung, dass einer der drei Hypo-
thesen eine absolute Vorzugsstellung eingerumt werden soll. Vielmehy
stellen wiy yng vor, dass bei der Wahl einer dieser Hypothesen in einem
Praktischen Fall priméir das vorliegende statistische Material ausschlag-
gebend sein soll, sekundér etwa die Riicksicht auf Einsparung an Rech-
ungsarbeit. Dadurch, dass zwischen mehreren Hypothesen gewiihlt
Werden kann, ist die gesamte Theorie elastischer, anpassungstihiger
stworden. So verstanden hat die durchgefithrte Frweiterung wohl

ihre B erechtigung.

38. In diesem Zusammenhang mochten wir noch einige Bemer-
kungen 7y, Hypothese B, welehe sich mit der Verinderung der Iiin-
kOmmensvorteilung im Laufe der Zeit beschiftigt, anbringen. If. Kaiser
hat ihr eine absolute Geldeinheit (konstante Kaufkraft) zugrunde
gelegt und angenommen, die Verteilung sei unter diesem Gesichts-
P_llnkt fitr eine bestimmte Altersklasse stets dieselbe. Hilt man an
Elzeser Stabilitit fest, beriicksichtigh dagegen eine rein nominelle Ver-
anderung der Linkommen, so zeigh sich die Hypothese B in der all-
8emeineren (testalt (I, Kaiser [16]):

fuluiz) = ;,5)- f(@ / ”>

a(f) stellt dabei dag mi ttlere Binkommen als Funktion der Zeit ¢ dar,
sofern das Finkommensmittel zur Zeit ty als Finheit betrachtet wird.

Wollte man das heute vieldiskutierte « Prinzip der gleitenden Tiohn-
skalay (Indexlohn) in eine mathematische Form kleiden, so miisste s
d‘llrch die obige Gleichung geschehen. Die Iirfahrung lehrt aber, dass
dlf? natiirliche Fntwicklung — ohne staatlichen Eingriff — diegem
P}.‘mzip nur bedingt nachkommt. Wenn wir in der vorliegenden Arbeit
trotzdem und absichtlich darauf versichtet haben, eine Modifikation
der Hypothese B ins Auge zu fassen, so wurden wir dabei durch
folgende Uberlegungen geleitet:
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Frstens einmal ist die Tixtrapolation der Hinkommensverteilung in
die Zukunft hinaug naturgemiiss eine sehr problematische Angelegen-
heit. Its sind dabei neben rein wirtsehaftlichen Aspekten w. a. auch Ver-
schiecbungen im Verhiltnis zwischen Leistungs- und Soziallohn
berticksichtigen, I'aktoren, deren Vorausbestimmung einen Akt von
nicht zu unterschitzender Willkiie darstellt. Durch die Annahme der
Stabilitit zieht man sich unter solchen Umstinden wohl am begten aus
der Affire. Wir gehen mit 18, Kaiser cinig, wenn er sagt: «I1 serait bien
difficile de remplacer 'hypothese B par une autre, plus plausible en-
corey. Der zweite Grund, der uns von einer Modifikation abschen liess,
besteht in folgendem: Wollte man die Hypothese B durch eine andere
ersetzen, so wiede man etwa annchmen, f,(u/z) gehore zur gleichen
Klasse oder Parameterklasse wie f, (u/x), damit andentend, dass die
beiden Verteilungen in ihrem Verlauf nicht allzu stark voneinander ab-
weichen. Derart konnte eine Hypothese B, resp. By autgestellt werden,
wobei in der (u,t) ~1bene genau die gleichen Rechnungen durchzutithren
wiiren, welche wir bei der Einfithrung der Hypothesen 4, und A, in
der (u,z),-1bene geleistet haben. Somit ist aber die theoretische Grund-
lage im Prinzip schon geschaffen.

39. Zum Schluss mochten wir noch kurz Stellung nehmen zu den
Frgebnissen, welche die Untersuchungen im vierten Kapitel gezeitigh
haben. Fine Gesamtschau der Resultate legb nahe, die kritische Witrdi-
gung in globo und etwa folgendermassen vorzunehmen: Die Ifragen
nach Lirhaltung missen — vielleicht entgegen der primiren lrwartung —
im grossen und ganzen verneint werden. Zweifellos hat sich die durch-
gefithrte Untersuchung aufgedringt, und sie hat uns eine volle Ablkli-
rung der Sachlage gebracht.
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