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Uberlebensordnimgen, für welche sich der
Leibrentenbarwert durch Zeitrenten darstellen lässt

Von jBr/isî jR«/ercer, Zürich

Einleitung

Angeregt durch eine Studie von H. Jecklin und W. Leimbacher *)
fat der Verfasser in einem früheren Beitrag zur Konstruktion eines
kterbegesetsses mit gegebenen analytischen Eigenschaften gezeigt, dass
die Überlebensordnung Z(x) mit der Eigenschaft

«x:7i AM) <Pi(x) + z^M)
durch eine lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung mit kon-
stauten Koeffizienten charakterisiert wird ^). Die darin entwickelten
Hilfsmittel sind auf den allgemeinen Fall

«*;T| <P,(x) + AM) 0M) + + AM) $/A)> (fc 1> 2), (1)

dem die vorliegende Arbeit gewidmet ist, übertragbar. Die fc Sum-
banden dieser Barwertformel sind Produkte von je zwei Faktoren;
der eine enthält nur Bentendauer { und Zinsintensität <3, der andere
ist nur mit der Altersvariablen x veränderlich ®). Mittels der symbo-
Machen Beziehung $ {«i|(<3)}> die zum Ausdruck bringen soll,

0 « (Iber ein Sterbegesetz, welches eine exakte Darstellung der Leibrenten
durch Zeitrentenwerte erlaubt», Mitteilungen der Vereinigung schweizerischer
Versicherungsmathematiker, 53. Band, 1953, S. 129-139.

0 «Sterbegesetze, für welche sich der Leibrentenbarwert durch Zeitrenten
darstellen lässt», Mitteilungen der Vereinigung schweizerischer Versicherungs-
Mathematiker, 54.Band, 1954, S.1G9-184.

0 Üj.yj ist Skalarprodukt der beiden /c-dimensionalen Vektoren:

A(t,d) {/lj(«,(3), ^4j(i,3), •., AM)} und Cp(œ)
> A(®)} •
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class die von Rentendauer Z und Zins <5 abhängige Grösse M(Z,d) als

« Zeitrentenfunktion» interpretierbar ist, litest sich (1) auch in der Form

^i(®) + ®2(®) 5(2)[«,|(C5)} + • + ®(fc,(œ) S(fc)(ä(|(<5)}'

(ft W 2) (1')

schreiben. (!') vermag die Besonderheit der gewählten Darstellungsart

anschaulich hervo rzu hob en.

Unsere Darlegungen können insofern als geschlossen betrachtet

werden, als es gelingt, Sterbegesetze mit dieser Eigenschaft durch

eine einfache Relation zu charakterisieren und zu zeigen, dass die in (1)

enthaltenen Funktionen durch die Natur der Barwertformel bestimmt

und explizite angebbar sind.

Barwertformel (t) wird zunächst in einen äquivalenten, als Normal-

form bezeichneten Ausdruck,

Z'(cc) Z"(a;)
W, !/,(«> +!/,<!) „ +!/,» „„•+•••+*«> ^ -

übergeführt und hierauf gezeigt, dass ein durch Darstellungseigen-
Schaft (1) ausgezeichnetes Sterbegesetz f(®) als notwendige und hin-
reichende Bedingung eine lineare homogene Differentialgleichung 7c- ter

Ordnung mit konstanten Koeffizienten zu erfüllen hat. Die Funktionen
sowie die mit ihnen durch eine lineare Transformation verknüpften

/l;(Z,f>) erscheinen dann als Lösungen eines linearen inhomogenen
Systems von 7c Differentialgleichungen erster Ordnung mit konstanten
Koeffizienten. Durch gegebene Anfangsbedingungen werden diese Funk-
tionen eindeutig als Linearverbindungen von fc Zeitrontenbarworten
bestimmt und dadurch den Operationen ein konkreter Sinn bei-

gelegt. Die in diese Barwerte eingehenden Zinsintensitäten sind die

negativen Wurzeln der Säkulargleichung der zugeordneten homogenen
Systeme; diese Wurzeln unterscheiden sich von den Nullstellen des

charakteristischen Polynoms der Differentialgleichung der Überlebens-

Ordnung nur durch die Zinsintensität <5. In den Lincarverbindungen
der Zeitrentenbarwerte bestimmen deren Koeffizienten eine Matrix,
welche kontragredient ist zur Wronskischen Matrix eines Haupt-
systems der Differentialgleichung der Überlebensordnung in x 0.
Mehrfache Wurzeln des charakteristischen Polynoms oder der Säkular-
gleichung äussern sich im Auftreten von Zeitrentenbarwerten höherer

Ordnung.
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Bemerkenswert ist die Peststellung, dass für Sterbeformeln mit
Darstellungseigenschaft 1) auch der diskontinuierlich ermittelte Leib-
rcntenbarwert a*.-,|') eine gleichlautende Beziehung

a*:7i + />'..(<,") S*a(®) + • • • + W <* ^ 2) (2)

oder

3-1:7] — '/^a(:r) (5(2){3-x:7)} D • • • "l~ ®(&)»
(fc Di 2) (2')

erfüllt. Ausgehend von Ansatz (2) kann, wie in Abschnitt 5 gezeigt
Wird, mit Hilfe der Theorie der linearen Differenzengleichungen eine
ähnliche Lösungstheorie entwickelt werden wie bei kontinuierlicher
Detrach t ungsweise.

Unsere Darlegungen sind auf Barwertformeln mit endlicher
Uliederzahl und nur einer Altersvariabien beschränkt. Erwägungen
über den Grenzfall

ö«:7i <Zb(a-),
i l

üei' bei äquidistanten Nullstellen des charakteristischen Polynoms auf
Makehams Sterbegesetz führen kann, sowie die Ausdehnung der Unter-
suchungen auf Verbindungsrenten bleiben einer spätem Mitteilung
Vorbehalten.

1. Der Leibrentenbarwert für Sterbegesetze,
Welche Lösungen einer linearen homogenen Differentialgleichung

fe-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten sind

Satz 1. Der LeibrerdenbarteerZ ist /«r «w BZcrbcjfcscfo /(®)
&

dann dwre/t eine /c-gZiedntje Pormel ä^.,| — NJzfj(Z,d) darsfeZZbar,
i l

wenn Z(;c) eine lineare bomot/ene _Di//erenZiaZgiZeicÄww/ k-Zer Ordwwnt/ miZ
konsZanZen Ifoe//menZen er/itZZZ.

') Mit Rücksicht darauf, dass die Ableitungen nach der Rentendauer t durch

Punkte bezeichnet werden, _ Lf), — '5 - A(t) usw., wurde für den
dt dh

Vorschüssigen Rentenbarwert - in Abweichung zu der am XIV. Internationalen
Kongress der Versicherungsmatliematiker gutgeheissenen Bezeichnungsweise d -
das frühere übliche Symbol a beibehalten.



— 426 —

Beweis: Die Sterbeforme] sei im allgemeinen Integral der Diffe*

rentialgleichung

Z<*>(®) + P^>(s) + P, ?**>(*) + • • • + P^Ï'(Ï) + P*Z(s) 0,

deren charakteristisches Polynom

6* + Pi + P2 0* ^
• + -Pfc-i f? + 0

die Wurzeln (c^-fach), (ag-fach), (a.-fach), cq + otg + • •

+ otj- fe, habe, enthalten. H„(o;), (r 1, 2, fc) sei ein Haupt
fc

system; l(a;) 2 ^v-4>(®) ist daher von der Form
V=1

*(®) 2 <W®) ®®'"*
> W®) + ^»a ® + • • • +

(i 1,2, j ; aj + ag + -[- a, >

und die Überlebenswahrscheinlichkeit ist gegeben durch

Z(as + f) 1 J, "i, (.1/ l,i

Z

Das Barwertintegral 0^.7) J führt zum Ausdruck
0

z

0

und nach der Festsetzung
gi=r,. + 3, (4)

zur Beziehung

«x:TI ^É^2rwr'«),i(-k)'), (5)
H^V i l v —1

in welcher die Variablen .r und f im Sinne des Ansatzes (1),
fc

getrennt sind. Die Eigenschaft der Über-

D Der Zeitrentenbarwert v-ter Ordnung sei definiert durch
z

(Fö)n(r) 2 J f «r*d£, (y 0,1,2,

0

insbesondere -(Pa)ü(r) «j j(r).
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lebensordnung, eine lineare Differentialgleichung fc-ter Ordnung mit
konstanten Koeffizienten zu erfüllen, ist demnach hinreichend für die
Darstellungseigenschaft (1).

Satz 1 ist insofern für unsere Problemstellung bedeutungsvoll,
als er die Existenz von «Lösungsfunktionen» ?(«) sichert und damit
frir alle spätem Betrachtungen einen natürlichen Rückhalt bildet.
Durch Beziehung (3) wird, wie in der Umkehrung des Satzes gezeigt
^vrrcl, die allgemeine Form eines Sterbegesetzes mit Eigenschaft (1)
8®geben; auch im allgemeinen Fall wird es uns möglich sein, durch
verhältnismässig einfache Rechnung die aus der Darstellungseigen-
Schaft (1) hergeleiteten Ergebnisse zu verifizieren.

Das zur Differentialgleichung der Überlebensordnung gehörende
Haaiptsystem /l„(a;), (j> 1,2, ...,/«), aus dem das Sterbegesetz durch
lineare Kombination entsteht, ist dadurch ausgezeichnet, dass seine
Wronskische Determinante

4(®) 4(®) • • 4t(®)

4(®) 4(a;)
IF(x)

d

da;

i-l

/lf-h(x) /l^>(œ) 4*-"(œ)

Nirgends verschwindet. Da TF(a;) der Differentialgleichung

W'(®) -P, FF(ae), P, - + ft + • • + ft)

genügt, ist
4F(;c) TF(0) e" -PjiC PF(0) e'(01+02+ • • • +0fc)®

Dn Hinblick auf unsere Ausführungen ist es angezeigt, für die zur
Determinante JF(O) gehörende Matrix P, für ihre inverse P~* und
Di© kontragrediente P* besondere Bezeichnungen einzuführen:

P
d

STW" |^| kü(0),

p-i I
P»i

Fp[

P* (p,)_i _ (P~i)' — |J^ H, (i,Ä 1, 2, ...,fc).
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Sowder/äZZe

aj Die Wurzeln des charakteristischen Polynoms sind reell und

voneinander verschieden.

ai ag ajj, 1 ; die Funktionen /!,(«) c®»*, (v 1, 2,. • • »
*)

bilden ein Hauptsystem, für das

P

1 1 1

01 02 ' ' ' 0/c

_7c-l fc-1
01 02

/c-1
0/c

und j P| 77" (öi — e*) "
t,A=l

ausfallt. Es ist Q ,(&•) — 4 und

Man findet

und hieraus

Z(as) 2^®"'*-
1 1

t:T)

(6)

tU<5 —£>;), <pj(œ)
A;

/(a;)

bj Die Wurzel der charakteristischen Gleichung ist reell und /c-fach.

«i ^'.01 02 • • 0/c 0; /!,(») e®*, (v 1,2, • >

bestimmen ein Hauptsystem mit

P

Für das Sterbegesetz

(Ä— 1)!
l

A-l
_i-A I PI 1! 2! (fc—1)!

/C

S
V=1

/(*) Vl, Q(®) e®*, Q(«) 4 + 4 ® + + 4 3*-' (8)

wird
/c Q(»

<4t| S (7 ß)( j(<5 —(?) >

1 1 OO)

also
M,(b<5) (P-M)n(d-ß), ä>,(3) (9)

Mehrfache Wurzeln der charakteristischen Gleichung äussern sich, wie

bereits (5) lehrt, im Auftreten von Zeitrentenbarwerten höherer Ordnung*



c) Die Wurzeln des charakteristischen Polynoms sind reell und
Equidistant.

Aquidistante reelle Wurzeln

<?v —(V—1) h logs -|- (v—1) loge, (v 1,2, 7c)

führen durch die Festsetzung

®uf die dreiparametrige Überlebensformel

ï(œ) /I e~"*(l + « ri s*(l + a c")*-*,

deren Sterbensintensität die einfache Form

i"(®) a + (Ä —1) **

ah

e°* i a

zunimmt und die E. Albrecht für 7c 3 seinen Untersuchungen *)
zugrunde gelegt hat.

Für ein Sterbegesetz der Folge

Ifc(a;) /le"°%l +aüf rls*(l + ac*)*, (7c 0,1, 2,
Wird

ö.. n
-1^2 0 «' + « + »&)
+ a) V=0 W

S 0 «' c" - log S - v log c), (10)

;. a)*

1

(1 + acf v^o
mithin

A„(7,<5) â,|((5 + a + rb) äj-j((5 — logs — v loge) (" + Ü loge),

^~(i+WÖ^'
mit j

log - -h <5

s

log c

*) « Beiträge zur gruppenweisen Berechnung der Prämienreserve», Diss. Bern,
otämpfli & Cie., 1947.

30
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Litest man a in einer für den Grenzübergang A:-»-oo geeigneten Weise

von fc abhanden,fc>

y
oc -, y log fit,

/h'

so konvergiert die Folge {L*(a;)} gleichmässig gegen die Grenzfunktion

L(rc) lim L<.(a;) /l.s* lim f 1 -|-
^ ^ /ls*</°*\

/c*- co /c>- co \ ' ^ /

Makehams Sterbegesetz wird auf diese Weise erzeugt durch eine

Folge von Überlebensordnungen, welche die Darstellungseigenschaft (1)

haben. Die für die Funktionen L^(,r) gerechneten Barwerte (10),

fc

«z:T|,fc S
v 0

streben mit fc-«-co gegen einen Makehamschon Rentenbarwert
CO

â«:T| V /(„(/,,5) r/^(,;), (1.1)

v 0

dessen Reihenglieder durch

-i,.(b^) «n(— (* + ") loge)
log c x + r

/„ 1V
(—1)" v <// (— 1)"

0» lim Ö>„(®)
^ '

~
^ -1 AG/ i),

/;«,
' v! -c® log r!

A c* log
1

Ö
1/

bestimmt sind:
CO / î\v

«s:T| 2 - «n(—(« + ") loge) 2).
v —0 VI

') Unter Berücksichtigung von

//A 7c* -0 "G
„ 1

e 'v-r o < 0 < —, /• • r
W j» 2

-o -

(yif e 1 (ycG*
0„(.«) -W / hm —- --W W

vi
^ yc^y ev*

Siehe Note *) folgende Seite.
eihalte
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Im Falle (einfacher oder mehrfacher) komplexer Wurzeln sind
die Funktionen /I als Barwerte variabler Zeitrenten, die sich nach
Sinus- oder Cosinusfunktionen verändern, interpretierbar; in unsern

Erlegungen wird dieser Fall nicht weiter verfolgt.

2- Reduktion des Leibrentenbarwertes auf seine Normalform

Wie im Falle fc — 2 gelingt es, die allgemeine Beziehung

«x:T| É AM) <Z>M), (7c 2? 2) (1)
/l i

auf eine «Normalform» zurückzuführen und damit die mit unserer
Problemstellung sich aufdrängenden Fragen einer Klärung wesentlich
näherzubringen.

Uber die zeitabhängigen Funktionen d,,(<,d) d,,(f), (7i 1,2,..., fe)

Werde fc-malige stetige Differenzierbarkeit nach f vorausgesetzt. Die
Von den Ableitungen

d'd,(/,c>)

^ ~ w ^ £ 0 angenommenen Werte

_

4j('(0) (f,/t 1, 2, fc)

bestimmen die Matrizen

d I «,,|| und /K' ||a"||

bait den Determinanten | d | | u,-,, j und | d~* | | a*''| j d |~';

*) Mittels der Integraldarstellung

d,(t,$)#,(*)
' ?" | #

log c -r jÂ
hir das Reihenglied wird Barwertformel (11) auf das bekannte Integral

Ac^

«a o-« /*

loge J
Zurückgeführt. *

A Auf die Abhängigkeit der Punktionen d^(t) von weiteren Argumenten, z. B.
^nsintensität <5, soll in der Bezeichnung nicht mehr besonders hingewiesen werden;
' unkte bezeichnen Ableitungen nach 1.
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4a (—1)' **4a das dem Elemente zugeordnete algebraische

Komplement, A.;/, die entsprechende Unterdeterminante. - Schliesslich

werde noch die aus den Funktionen 4''(0 gebildete Determinante

40

4(0 4(0 • • 4(0
4(0 4(0 4(0

4*>(0 4*>(0 ri«(0

40) «J j4 (12)

eingeführt.

Satz 2. Der JBarwert/ormel

fc

dj;:T| " Zj 4(0 <4(0

emfspnciW
;«-i

40 HO I,, n
&(0 + &(<) ^ + 2/3(0 -^ + • • • + 2/4) -

-^y - - falls 14 =£ '

Z'(0 O-h/jU
2/i(0 + 1/2(0 ^ -+•••+ 2/r(0 - - » (1 ^ >' < 0 » falls | ri |

0.

Deweis: Wiederholtes Ableiten von

d«:7l 2 4(0 <4/0 #4^4
nach i führt zu den Beziehungen

1 ' .1

1 /d
Z(a:) \tZ<

i-1

[Z(z + 0 e"'"]

aus denen man für < 0 das in den <4/0 lineare System

2>«<4/0 j(~j- S G-l) M)"^(0. 0 1. 2, •fc) (13)

gewinnt, welches die Funktionen <4/0 > 4 1, 2, /c) durch die

Überlebensordnung und deren Ableitungen bestimmt.
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«j Falls I vi j =£ 0, lassen sich in ä^jj 2 ^'/i(0 die Funk-

honen 0,/a;) mittels (13) eliminieren; man erhält

'(®) «®:7l A(0 ^2(0 ^(0
«11 «1,Z(s)

Z'(a^) — ^Z(rc) «21 «22

Z"(œ) — 2 <5 /'(a;) -)- A' Z(œ) «31 a.^g

^ /&—1

A i U—1 -<5)^^>(z) a„ a,7c2

'14

*2/<

3/c

«44

0.

®*nd il((| L't j unci 91,, (Z), (/< 1, 2, fc) die zu den Elementen der
ersten Kolonne gehörenden Unterdeterminanten, dann schliesst man
aus der nach der ersten Kolonne entwickelten Determinante

auf

M!*(*K:71+ 2(-l)"^(0 S (J_J) (-3)^^(®) 0

°der, nachdem wir Funktionen -i/^(i) durch

(-1)^ * Au-1
2/a(0 - -*V- 2

/i A
I u i-1

<5 51/,(0 (14)

definiert haben, auf den als Normalform bezeichneten Ausdruck

?^'(a)
(15)

Ha

-^er sich auf |A| beziehende Teil des Satzes ist damit bewiesen.

^ Aus der Lösbarkeitsbedingung für System (13),

Z(.-c)

Z'(œ) — <5 Z(x)

ang

«11 «12 ' • «14 «11 «12 ' • «14

«21 «22 ' • «24

Rang
«21 «22 ' • «24

«41 «42 ' ' «44 «41 «42 ' • «44
4 /fe-1

-3)*"* ?*•')(«)
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schliesst man zunächst, wenn /I | jo^| — 0, Eang ||a,.,,||

vorausgesetzt wird, class /(«) eine lineare homogene Differential-

gleichung (/«— l)-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten erfüllt-

Der Kentenbarwert ist mithin nach Satz I. bereits durch
/C—1

"z:Ti — 2 ^(®) gegeben. Dieser Darstellung entspricht ein
/i=.t

System (13) mit der Determinante die verschwindet, falls

r</c—1 ist. In Verbindung mit der Lösbarkeitsbedingung für das

lineare inhomogene System (13) lässt sich nach Satz 1 die Glieder-

zahl der Barwertformel solange verringern, bis man
r

êh-Tj y, ^tji(0 mit ]/i|, -/-() erhält, also Fall « eintrifft-

Satz 3. Die I'WiMome» ;%(f) sind Zineare 2Va'M.s-/ormrd-io«e« de'"

.G,,(l), (/t 1, 2, ...,/c). Die Trans/ormaiionsdeferminanie /iaZ de»

Werf
|

^
j-,

(|Gj -/= ö), ZGir die Gn/anr/.sMe-rZe y^(ö) Vïa

/i — i\
2/iA

G,_j) <»<•
1

(9, i < /i.

Beweis: Wir substituieren den durch Entwickeln von

A(t) ^2(1) • •• ^*(<)

«n a 12 •• «14

"21 «22 •• «2&

Vi,i n/1-1,2 • Vu-
Vu n/1+1,2 • • • Vi,s

«w "7,-2 ' • %c

sich ergebenden Ausdruck

V 1 V 1

in (14) und erhalten
* * 1\ - » Wl

!/»(0 E2u t
V 1 ^u=l W ^
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Wir beachten, class ist und setzen
/(

7« — 1

Ä-l )""" >/,> II"« D

der Zusammenhang zwischen den Funktionen v/,,(7) und .4,,(7) erscheint
dann in der Gestalt

?7/,(0 E 2 «Ü A(0 S ^(*) (iß')
v l V 1 ' V 1

Und kann als Matrizenrelation

Y(7) : 2",4(1), T M""*!), (16")

A(7)

Y(7)
4/a(0

;j

.4(7)

.V/v(0

*) Aus
0»(f,«o

w-1

+ D"'-l

geschrieben werden.

m— I.

w(« — l) ' - \«-ll"+ ö~

orgibt sich ftu- — ,5 die Nullentwicklung

0n(-(5,m) 2 g'-J) 3»-* (J j) (-d)** dm»-

Nach (17) bestimmen daher die Elemente

du, (j~J) (—3)*"'' und d» j) d'"", d«d» du,,

inverse Matrizen; beispielsweise ist für 7c 4

(17)

ß IId«I - ((::!)<

D-i ||d«|| Oi ;)«"

1 0 0 0

— d l 0 0

3»--2d 1 0

— 3» 3 d® --3d 1

l 0 0 0

3 1 0 0

d^ 2d 1 0

d® 3d" 3d 1
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Wesen IZ>I 1 wird |T'| |T] |/UE |D| ^Endlich
erhält man aus (16') durch Ableiten nach f

ft ft ft

j/I|

/i —1\
2/a'(0) 2/« ÈS S d« M)'' *

V 1 /i l /< 1 ^
II ; ,„| (i.fc 1,2, ...,/c) (18)

und I

j [ D | 1.

Durch die Zahlen a^, ja^ =/= 0, wird die lineare Transformation

Ï und damit auch die Normalform bestimmt. Umgekehrt kann au8

ihr mittels
— T*Y(£) T* : (T~*)'

jede fc-gliedrige Barwertformel, in der die Variablen für Bentendauer
und Eintrittsalter getrennt sind, hergeleitet werden.

Formel (15) deckt die Struktur der Barwertformel auf und neigt,

dass das Zusammenfassen von Bentendauer und Zins in den Funk-
tionon /l;(Z,d) durchaus sinnvoll ist. In Verbindung mit der Differential-

gleiehung des Leibrentenbarwertes lässt die Normalform die Um-

kehrung von Satz 1 zu und ermöglicht uns gleichzeitig, die Funktionen
2/j(f) und /t;(i) als Zeitrentenbarwerte darzustellen, ohne die Über-

lebensordnung heranzuziehen. Sie wird damit wesentliches Hilfsmittel
für den geschlossenen Aufbau einer « Lösungstheorie».

3. Die Differentialgleichung der Überlebensordnung

Satz 4. jD'ttrc/i die nic/d 'weiter rerfciire&are DarsfeHww/

ft /F-b/,,.\
â,:-n S &(0 „ f-,LÜ l(a-)

wird die Ü6erie6e«sordwMW(/ /(») als Lö'snny/ einer linearen liomo<yenew

Di//ereniial(/Zeic7mri(/ fc-ier Ordnwtjf mi< konstanten Ifoe/jfeicnten /wsiimnt/•

Beweis: In der aus der Differentialgleichung des Leibrenten-
barwertes „ - -K:T| _ - ,v -, :T]

W " — <U:7jÜh + — 1 +
da; ' d£

sich ergebenden Form

[1(®) «Ü:T|] — y- [ï(®) «x:7l] ^ Z(:e) ö,.j,- ï(s)



ersetzt man die partiellen Ableitungen durch die Relationen

12'/",:< l Sî/aW^(®).
9 a; A=»i

i-p(®)<^:7l] 2 2+2) ^(®) >

A 0

die eine unmittelbare Folge des Ansatzes (15) sind. Durch geeignetes
Zusammenfassen der Glieder findet man die Beziehung

-21
A 1

* der y,(/) =£ 0 vorausgesetzt werden kann, so class

1%) __ V ^ ZWf 1 - ^ "t^— 0
&(fj ^ 14(0

und nach den Festsetzungen

iî+lW+1 Î/A+I(0 — 2#.
_ _ _p ^ ^ 1,2, fc-1),

?7fc(0

z/i(0 +^?/i(0 —i
_ p /A

72 ~ fc-l,0\ / >

2/fcW

' (19)

*<*>(®) + 2W0^(s) » (20)
A 0

Wird.

Eine Separation der Variablen in ('20) erreicht man durch fort-
gesetztes Ableiten nach f. Definiert man

^-,,2) („ 2, 3, A 0,1, & - r), (21)
•Pfc-v + l.fc-v-1-lW

und nimmt man an, class die Ableitungen nach f des Koeffizienten
der höchsten Ableitung von !(«) in der jeweils erhaltenen Beziehung
nicht identisch verschwindet,

JW-.W ^ 0, (v 1, 2, fc -1), (22)
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dann wird durch jede Differentiation nach f die Ordnung der Diffe-

rentialrelation hinsichtlich ;c um eins verringert; (20) wird durch

aufeinanderfolgende Ableitungen auf

Ä-r

2-

erniedrigt, und nach 7c— 2, fe—t und 7c Schritten erhält man

P22W (•'') + Pai(0 + P2o(0 ^('') 0. (20.7c —2)

PnW *'(®) + Pio(0 »» (20.fc — 1)

Poo(W 0. (20.7c)

Aus der letzten Relation schliesst man wegen Z(a-) 0 auf

PooW — ® oder 7'oo(0 ~ ^oo »

so dass •

Pio(0 C'oo Pri(0
und (20. fc—1)

PnWP'(®) + C„„ï(®)] 0

wird. Die Annahme • „Pn (0 ^ 0

ist nur statthaft für /c 1 und führt zu einer Dormoyschen Über-

lebensordnung.

Aus JPii(0 0' Pn(«) C'u

hat man nun für 7c > 1 aus (20.fc—1)

PioCO Pio(0 Pio

und wegen (21)

• =Pu(0, (/ ' 0,1)
Paa(0

Pao(0 ~ üigPgaW» Pai(0 — PnPaaC)

zu folgern. (20. fc — 2) wird zu

Pffl(0[ï"(®) + CuZ'(®) + CaoK®)] 0-

woraus für 7c >2 auf das identische Verschwinden der Punktion F22W

geschlossen werden kann. Die Annahme (22) kann für r > 0 nie zutreffen-
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Wäre (22) beispielsweise erstmals für v r richtig, dann müsste
^egen (20.r),

[^) + ZM(s) + + IZ'(:»:) + Z(s)] 0

^(®) eine lineare homogene Differentialgleichung mit konstanten
»effizienten der Ordnung fc — r erfüllen; nach Satz 1 würde - im
iderspruch zur Voraussetzung - die Barwertformel bloss fe — r

Glieder umfassen.

Da nun " ist, müssen wegen (21) auch die Ableitungen
*-u(*)» (A — 0, 1, A: — 2) identisch verschwinden, und die

'unktionen .,(1) sind Konstante:

(A 0, 1, Zc — 1). (23)

Die Überlebensordnimg Z(s) hat demnach der homogenen linearen
dterentialgloiclumg fc-tor Ordnung mit konstanten Koeffizienten

Ü'l(.-r) + «L Ü'^(;r) + • • + Z'(^) + ** 0 (24)

genügen.
p* + «t <? + • • + «fc.i l? + 0 (25)

zugeordnete charakteristische Gleichung.
Die irr Satz 1 für die Darstellbarkeit des Rentenbarwertes nach (1),

/c

®«:T) V yf .(Q i/r(;r), als hinreichend erkannte Eigenschaft der Über-
1 i 4 1

©bensordnung Dt mithin auch notwendig. Es gibt kein Sterbegesetz
®»t dieser Darstellungseigenschaft, weiches nicht in der allgemeinen
Dösung der Differentialgleichung (24) enthalten und durch Formel (3)
§©goben ist.

4. Darstellung der Zeitrentonfunktion j;(i) und /G(t)

Satz 5. Ditrc/j die nic/d -«vifer wr/citr^&are iVormcd/orm (V-W

fc J(v-/)/

'À:T| S ?/<(0 ,/ a '» [l/»W (* ~ D ' * •' *)] *)
4 1

stwd die Zfim/cfionew j/^(f) als Zeifmdenbarteerfe ei«dett% îvsfimmf.

*) Siehe Note auf folgender Seite.
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Beweis: Wegen ('28),
(A 0, 1, 2, Ä —1)»

stellt (19) ein lineares System von Differentialgleichungen erster

Ordnung mit konstanten Koeffizienten für die Funktionen &(*)>

(1 1, 2, 7c) dar

2/i — öf/i
2/a= 2/X—^2/2

2/3

~ 2//c + 1

%u 2/Ä

%-2 2/fc

2/ft

das in Matrizenform

mit

'2/2—<52/3

/Am - (<5 + *h) ?A

Y(f) PY(<) + Q

('27')

(27")

P
1

0

l
0 — «ft-i 0

3

"ft-2 Q
0

0

"l -(d -h «i) 0

geschrieben worden kann. (27) bestimmt mit den Anfangsworten (29)

2/i(0) 0, (i 1, 2, ...,/c)
die Funktionen y/i) eindeutig.

*) Das Verschwinden der Anfangswerte

?/;(0) zlj(0) =0, (i 1, 2, /c) ('29)

ist eine Folge der Voraussetzung, dass (1) und (15) Barwertformeln minimaler
Gliederzahl sind. Andernfalls würde nämlich aus

fc

5*:öl S^(0)^(®) °
1 1

die lineare Abhängigkeit der Funktionen und hieraus, 4^.(0) V 0 vorausgesetzt,

-2 -----fei -h(0)
imd Ä-l

2
i l

.4, (0)
fe(0 ' <K(i)

fc-1

die Darstellbarkeit des Rentenbarwertes durch eine (7c — 1 )-gliedrige Formel folgen.
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Da

Y(<) py(0, (28)

ist es naheliegend, das in den Ableitungen

'</i(0=AÜ)> (i 1, 2, fc)

ißiogene System
Z(f) PZ(f) ('28')

mit den Anfangswerten
^ „«<(0) dy, (t 1, 2, ..Zc)

lösen und dann durch
J

?/»(*) J *<(*) <2r, (i 1, 2, fc)

0

mif die Punktionen %(f) zu schliessen.

Die den Systemen (27) oder (28) zugeordnete Säkulargleichung

-rl? | (—1)*

' + <?

— 1 r + e (J
— 1 r + e /c-2

0 —1 '• + e *2
— 1 r -f g -f Xj

(29)

(-1)" [(r + d)" + *i(r + 3)« + • • • + «*-i(r + *) "I" **] 0

oder
r* + «i r*-' + co^r^ co^ r + % 0 *)

stimmt nach der Substitution

?• (3
£>

mit dem charakteristischen Polynom (25) der Überlebensordnung über-
Einer anfachen Nullstelle des charakteristischen Polynoms (25)

entspricht die a„-fache Wurzel r„ — p„ — <5 der Säkulargleichung (29).

i) Die Koeffizienten des nach fallenden Potenzen von r geordneten Polynômes
smd gegeben durch

co/„-„ ^ à""" (r 0,1, 2, /c — 1), C0o «o 1 •

A v ^ /
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Die diesen Wurzeln entsprechenden Hauptsysteme, {/!„(;);)} von (24)

und {%„(!)} der Systeme (27) oder (28), sind durch

*,(<) «-'"/UO. (» 1,2, ...,&) (30)

miteinander verknüpft, und zwischen den Matrizen

P II 2,7, II

iî iln-,.

d

da;

•É-1

A(-4
fc—0

bestehen die Relationen

System (28'),

/ d Y~'

\ dl ^
<=0

P"'D, i? i -
PZ(f),

(31)

entspricht für jede Funktion «,•(<) eine lineare homogene Differential-

gleichung /c-tor Ordnung mit konstanten Koeffizienten

4^(0 + «h2^0(1) -(- 1- 0Vi4W + <*W) 0, (32)

(» 1.2. fc);

ihre Lösungen sind durch die Anfangsbedingungen (18)

4^(0) #(0) 2/„ gl j) (- 3)" d*, (»,;• 1,2, •• .,fc)

eindeutig bestimmt.

') Nach (30) ist

l-l

* 0

(4
Wf

/!/,(()

2i /'i —

A-l (-3) t-A (4
V 4./;

/L(L) — 21 <R;t g;/,,
x=0 A=1

mithin lî DP (31).
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«y Das charakteristische Polynom ('25) hat reelle lind voneinander
verschiedene Nullstellen.

Im Falle reeller verschiedener Wurzeln des charakteristischen
elynoms (25) stellen die Funktionen

e'*', e'®', e'*' (D 2, <3)

Hauptsystem dar, so dass

«ud

%(0

*<(*) % e'>' + Ca e'®' + + c« •*, (t 1, 2, Ä)

e'i' — 1 e"»' —1 c'*' — 1

+ Cj2 + • • • + % (•£ — 1, 2,
L r, r,.

die allgemeine Lösung von Y(<) PY(<) +Q, durch eine Summe v
'ßitrentenbarwerten dargestellt wird. Die Beziehungen

on

ö

4"» + r$-*Ca + + Îf'% J) (—d)H

1,2, ...,&)
bilden für i 1, 2, ../c je ein lineares System zum Ermitteln der
^ bßtegrationskonstanten und ermöglichen deren Elimination. Man
©rhält so

(33 a)

Und durch wiederholtes Anwenden des Entwicklungssatzes

«<(0 2/i(0 S
y=l ^=1

Da p-i - ß-t/) (t)[) ist i), lassen sich hieraus die bemerkenswert ein-
fachen Ausdrücke „

£<(0 Se" e'''. (i 1,2, .,&) (34a)

c'P e"' e''d

^i» 1 1 1

^2i H '2 • ^

yÄ-l r(r ~ft-i
• ~/c

') Z. Ii. auch aus

^ Herl 11 ('* + «"11 s ;

A — 1
<V Dr ' ||4'D-«|| D-iß.
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und £ e'v' —1 *
2/.(0 v gvi «'. - 2 <>%( r,), (i 1, 2, .,&) (35a)

V 1 v=»l

für die zeitabhängigen Funktionen der Normalform herleiten.

Die Ableitungen ?V(<) sind mithin lineare Verbindungen der Fun-

damentalfunktionen e'»' mit den Elementen der zu P =J|ßj~'|| kon-

tragredienten Matrix als Koeffizienten. Die Funktionen (/.;(<) sind

entsprechend gebildete Linearkombinationen der zu den Zinsintensi-
täten —r„ gerechneten Zeitrentenbarwerte — g,) *).

Das charakteristische Polynom (25) hat eine /c-fache reelle

Nullstelle p.

Die durch Hauptsystem

e", le", 1*~V, (r=0 —<5)

und Anfangsbedingungen (18)

y(H)(0) y.. (L) 1, 2, Ä)

bestimmten Lösungen von (82) ermittelt man aus

^(0 e" le" f*"* e"

'Vi

/et

0, (i 1, 2, ...,fc)

(33 b)

') Beispielsweise ist für fc 2, Oe:T| — ?/i(0 4" î/a(0
ï(œ) '

jp| 1121 pa —pi ra—r^,

P" 02, P12 —0,, p21 p22 ^
01 1

1 1
B

1 1

01 02 A A

£?2 " 0i
0

21 _ _

02 " Öl 02 01

1

02 01

somit

i/i(i) 0"äf j(d — 0i) + 0"ä,|(d — 0s)
*

[02»; id 0i) o, a. pkV
02 ~ 01

3/2(1) 0^äjj(d —0i) + 0^ä,j(d—0a) — [—ä(i(d —0i) + öii(d—0a)].
02 01

in Übereinstimmung mit einem bereits früher mitgeteilten Ergebnis.
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zu

Boraus

?h(0 i (i <Ü e" 2 e". (34b)
v l \u l ' v l

%(<) Vj-i ,..-1^ _ 2 (v-1)! e"(^a>|(-r)
v l ,7 V 1

0

2 (-IÎ)(-(?r(^«),](-/•) *)' (4 1.2,..., &) (35b)

folgt.

Im Falle einer einzigen fc-fachen reellen Wurzel sind die Funk-
fionen (i 1, 2, fc) lineare Kombinationen der bis zur
Ordnung fc—1 gebildeten Zeitrentenbarwerte

(r^ö)j-|(ä — p), (v 1, 2, ..fc);
2/a(0, (1 ;7; /t < /«) enthält nur Barwerte mit einer Ordnungszahl, die
grösser oder gleich /t— 1 ist ®).

*) 15a ist

e*'
V di,

(D ^

(A—1)!
/ =0

fc —1

/i-1
r*~b (i ä Ä) ;

n-A o, (i </J),
/t-1

Woraus nach (17)

fi/i 1 — 1

e«v» o,

(i-„, (ry «*-(Li) <-«»"• <•*» w
und

ferner ist
r»'* ßiÄ==0, (i > A).

d \*~*, Ä-l

2
A= 1

i?"w - w<'+®"
P D-r R und p-r R"'Z). (31)

2) Für & 2: ^(t) «rj(<5 — g) — g(hi)7](d —

II d'*ra||,

2/2(0 (Ja)F|0 — ?)•
31
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ej Das charakteristische Polynom ('25) hat die Nullstellen ßi
(oci-fach), ßg (aa"fach), g- (a-fach), + «2 + • • • + <*/

r„ g„ — (5 sind Wurzeln der Säkulargleichung (29), {#„(01
das entsprechende Hauptsystem. Aus einer analog zu (33) gebildeten
Determinante erhält man in Anwendung von (31) für die allgemeine

Lösung

und

(i l,2, ...,/c) (34c)
v l

*
fc /*

%(0 2e"J (» 1,2, ...,&). (35c)

Sie kann, ||g'"j| P* gesetzt, als Matrixlösung

(36)

di(0 %i(0

II
3/a(0

II
X2CO

;%(i) z*(0

zusammengefasst werden.

Satz 6. Die Fnn/dionen //;(<), (»==7,2, ...,/c) enZs/eAen dnrcA

Zineare ÜTom&tnaltcmen der Zc-dnZegraZe j £,(r) dr, nieZc/ie feis an/ Zu/dew-
0

/a/cZorew ZeiZrenZenbar-ieerZe sind. Ynr a -/acAen WnrseZ g ge/tören rZtfl

a^-Iniegraie

df|(i5 ß,,), (Dt), ,(<5 — g„), (JIä)^((5 — £>„), (/VHi)(|(a — ß,,) •

Die Jfoe//i2ienZen der Linearrei'Zundnng sind die FZemenZe der zn P
AoniragreeZienien A/edria; P*=|[p'"j|.

Um nun auf die Funktionen M.,(Z) selbst zu schliessen, bemerken

wir, dass sie wegen (16")

und (27")
Y(Z) T'H(Z), M(Z) T*Y(Z)

Y(<) PY(0+Q
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das lineare System

4(0 T'"'PT'4(0 + T'-'Q P4(0 +Ç
mit

4(0) 0

erfüllen, welches in den 4,-(Z) homogen wird:

4(0 T*PT'4(O P4'(0.
dde zur Anfangswertmatrix

114» || IM
gehörende Lösung der letzten Gleichung wird wegen (36) durch

4(0 T*P*x(0 (TP)*%(0
gegeben. Da nach (16") _ „' y g D
und (31)' P 74"' 77

(37)

(38)

ist, wird

mithin

oder

D.

TP =:: 4"'77, (TP)* [(4"'P)"']' (77"'4)',

(39)

4(9 2 2 r'" «,,•) *,(*) dr, ('I =1,2,..., fc). (39')
„=i v=i ' J

sumach fallen bei der speziellen Wahl der Anfangswertmatrix

4 77 (40)

die Punktionen 4,(0 mit dem Hauptsystem {&(0} zusammen:

4(0 ft(9» 4;(0 J %j(r)dr, falls 4 77, (41)

Insbesondere ist für (i 1, 2, fc).

")^(0 «w, («,= 1): J^(T)^ ä#-e,). (7)
0

b) ^(0 rV, (a Je): Jz,(T)dr (r-1)! (1^0)^-5). (9)
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Um namentlich das Ergebnis (41) anschaulich deuten zu können;
führen wir die nur auf die Zinsintensität <5 wirksamen Operatoren

5 ^5" (^— j (« ^ 1, ganz)

3^^, #*{/(*)} /(<5-$,
sowie deren Produkt

rs/, ^ar s?, % &
ein und bilden

&>{«#)}
*

g"Ki(d)} JVVdr (,« —1) ä)j |(<3).

0

Je nachdem /!.;(!) einer einfachen oder mehrfachen Wurzel g zugeordnet
ist, gilt dann

/ (»„KO». («=i)
-4(f,d) I ^(r,3) dr

_
c( l S), {«#)} ' (/« 1, 2, a; a S; 1)

und
3 <x; 3 cc; / a \ » 1

1 v l i lv l

wodurch die Operatoren $(i)> welche in (1) eino mögliche Operation
an äj-j(<5) symbolisch zum Ausdruck bringen sollen, explizite erklärt
werden.

Satz 7. UVder der Forawssetewn# 4 ff enfsfe&e» die i<F«j/diowew

^4;(g(3) cwts dem Zeifrewfewbarwerf <V|(<5) ewheeder dzwcÄ Fersctaefcew der

Zirasw&fewsifäf oder ditre/t S'c/ne6tm</ M«d Di//erenfia£iiow wacA <5.

Für die Determinante (12),

4(f) |/i<:>(o|,

lässt sich nach (39) die Beziehung

^(0= |^!«)| -J^F(0

herleiten.
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^(0 ist Wronskische Determinante des Hauptsystems {x„(0}>

F(/,) I E I i)
dass

J(<) 2) (43)

wird, /l(^) fällt mithin für < ^ 0 von Null verschieden aus, falls
M| =£ 0 ist. Der Sinn der für unsere Erwägungen grundlegenden

oraussetzung |H| =£ 0 werde in Satz 8 festgehalten:

Satz 8. j H | zjfc ö isf wo£wew% îm<ï Awrefc/tewcZ da/är, dass die

ß ^
®"wer£/ome£ d,.7j 2 A'(0 »tc/rf darc/t eine r/Zeic/itoerZif/e mii

7,7 i l
®^erer (/foZermW ersefel werden kann.

Der Beweis des Satzes ergibt sieh aus der Bemerkung, dass {%„(£)}
dann und nur dann ein Hauptsystem bildet, wenn zl(Z) -/= 0 ist.

Sterbegesetze, für welche a^.ji 2 2) ist ®)

i=l
Bildet man zu einem Sterbegesetz vom Typus (8) den vorschüs-

^gen Leibrentenbarwert a^.j], so stellt man fest, dass auch die
m Satz 1 für den kontinuierlichen Barwert nachgewiesene Darstel-
htOgseigonschaffc hat. H.Jec/cZm und PF. Leimbac/ier sowie P.Lecpi«*),
deren Arbeiten dem Fall a^-p) H(Z) + E(i) gewidmet sind,
§®ben als Lösungsfunktionen Sterbegesetze Z(m) (^ + ttj a:) n* und

^on + ^2<rf, die mit den durch ^(i) + ?/.,(£)

^stimmten Überlebensordnungen übereinstimmen.

Ü Die Wronskideterminante F(t) — |^j,'"''(i) [ erfüllt die Differentialgleichung
D(0 (Spur P) F(i), Spur P p^ -f p^ + • • + m — — M —«i^ 'i + »a + • • + '»Vc.

*) Auch aus zl'(f) (Spur P) zl(i), P P2",

Spur 7^ Spur P r^ -f ?2 -|- + r/j.

®) Im Falle fc 1, ist die Dormoysohe Überlebensordnung |(x) Aij* einzige
Lösung mit dieser Eigenschaft.

B «Sterbegesetze, welche eine exakte Darstellung der Leibrenten durch Zeit-
Kenten erlauben», Mitteilungen der Vereinigung schweizerischer Versicherungs-
Mathematiker, 54. Band, 1954, S. 163-168.
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Die folgenden Erwägungen werden zeigen, class in der durch die

allgemeine Form

(2) ^•x:T| VI?, (/,„) V 1I(.r) ©,,{a„(r)],
4 1 4=»1

erzeugten Lösungsmenge die durch

(1)

(fc g 2)

(Je S 2)

4—1 i=1

bestimmten Sterbegesetze |(x) enthalten sind und durch alleinige

Beschränkung der Argumente auf ganzzahlige Werte hervorgehen-

In den übrigen Ergebnissen zeigt sich weitgehend dieselbe formale

Analogie, die bei kontinuierlich und diskontinuierlich geschriebenen
Relationen zwischen versicherungstechnischen Grössen besteht.

Die nachfolgenden Betrachtungen schliessen sich methodisch den

bisherigen Entwicklungen an; wir können uns daher öfters mit einein

summarischen Aufzählen der Ergebnisse begnügen.

Wir führen die Bezeichnungen

•4-^—1) &</.> M 1> 2, •••. J«) >

/? 6.
47» >

/?"
LBl

/»'

und die Grösse

zlR,(<) Zl/?2(«)/Ii 1) öU^f+l)

#(0

öUB*(f + l)

(44)

zU?,(< ffc—1) I/?,./ /. -1) + 1)

^(0) |fc«| |B|

zl./?,(0 zU?,(() 21

ziy?,(t)/i2/?,(<) /mW

Zl"l?,(0/l"/?2(t) 4*#*$

ein.

4 Die zw ischen den Funktionswerten zl ß^(i—1) 6,a und den Differenzen

ZJ'B„(0) bestehende Beziehung

Gv, öl Zl iV /;„(0) (Zl -h 1)" öl ß;,(0) V (* - j) ^ ß,(0)

werde durch Ii ß, ZV JBG, ß ||{>„,|

ß ||/?j/,|| ||öl'ß;i(0)|| festgehalten; G ||</„j||

.1

!| öl

^ — 1

A — 1 (-1)4-/t

G-i ||f/''||
i — 1

Ä—1 (vgl. Fussnote auf Seite 435).
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/C

Wie bei der kontinuierlichen Rente kann a^.j| 2 ^a(®)
eine Normalform reduziert werden.

qoatz 9. 73er Banoert/ormeZ a^.j) 2 ®»(*) ^a(®) en<spnc7if
/i=l

«:T1

if.'B + 7) ha: + 7c—/)
W,(0 + %(0 ^ +••• h%(0 - -, /aïfo|B|=M,

«<) + %«) ±" + + ,,(D^±^~CS'<»).
Zum Beweis beansprucht man das aus

I a, :71 2 ' • B*(0 W 1^- «' *(® + 0 *)

/ahs 7? 6>.

fc=i

für < i—(i 1, 2, fc) sich ergebende Gleichungssystem

• 2 y*(®) ,r ï *(® + i -1), (i 1, 2, 7«),
/j=I

Uru die Punktionen W,,(a:) in (2) zu eliminieren. |B| -/= 0 vorausgesetzt,
3-nn das Eliminationsresultat

m

*(®) a,:T] Bi(0 ^(0 • • • 3$)
7(a:) fcj2 •••

u Z(a; -f-1) i>2i ^22 • • •

w*Z(a: + 2) fcgj fega

î/''/(r/c—1) 1;,j2 fya

V V ^ ^ c a yA-i ^ ^ ^
_ II

A=1 ,i l

V /^K® + A—1) *

à"<" «
D(®-M-i)

A I. />('•)
(45)

entwickelt werden.
1a(0 ^ ' *?i(0 > (A 1, 2, fc) (46)

*) rl bezeiclmet Differenzenbildung nach 1.
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Ist |B| 0, so wird das Beweisverfahren von Satz 2 angewendet

und beachtet, dass für eine Überlebensordnung, welche Lösung einer

linearen homogenen Differenzengleichung r-ter Ordnung mit kons tan-

ten Koeffizienten ist, der Leibrentenbarwert in einer r-gliedrigen For-

mel (2) erscheint ').

.Die durch
^(0 2^^(0. (A l,2, ...,Ä) (47')

/i=JL

definierten Funktionen der Normalform entstehen aus den B/,(t)>

(/i 1, 2, fc) durch die lineare Transformation 13*:

Ä(0 (ß"')'B(i) B(/) B'H(t), (47")

B(<)

die Werte ihrer ersten Differenzen für ganzzahligo Argumente i—L
(i 1, 2, fc) sind gegeben durch

B,(<) •1L(0

Ü2CO
H(0

%(0

ß*(9

(48)/J^Ü-1) V/,„//* ö,,.
V — l V — 1

Satz 10. Dîtrc/t die mc/ii ?eeiZer verZcitr^bare DarsieZZitngr

* Zbc + H—1) * _ D(œ + A—1)
«* &"»-<<.) ' I'D/-»

wird die (//jer/eiwnsordwimr/ ode?' die dis/cowZierZe Kald D(a;) aZs Lösmw<7

einer linearen /jomo(/e«ew DiZ/eren^crif/Zeic/wrngf fc-Zer Ordmmgf miZ fco«-

sZcmZen Iuje//iüewZem fcesZiwmi.

i) Eine Lösung von l(« -f- r) + P| I(« + — ') + • • ~b Pr Z(») 0 isl

z. B. Z(.r) tti aj -(- 712^' d~ "ü dann wird

^-7(VI(.?AD')»- S
TT; (TÎ

fci 1(a)
an(ffir).



— 453 —

-Beweis: Die leicht zu verifizierende Relation

~A* *)

geht für den Ansatz (45),

tf*+i ^(®) a^:T| 2 »7A(0 D(œ + A—1),
A=1

inter der Annahme ^(Z) e£ 0 über in

%+;.)-v hADA-A(iD(^^,„h<i+I>-Iz,(,) _ ».
*=i %(0

4 einem zum Beweisverfahren von Satz 4 analogen Vorgehen lässt
^®h zeigen, dass die Koeffizientenfunktionen

77,(Z) W'H). ^0. (7 I, 2, 7c —1),
%(0

(49)

%(0

den Differenzengleichungen

zl77,(1) 0, (7 0, 1, 2, ..ft—1)
genügen, mithin - wir beschränken uns auf ganzzahlige Argumente -
Konstante sind :

77, (0 - (7 0, 1,2,..., 7: -1). (50)

^ie Punktionen D(:c) und i(«) erfüllen daher die Differenzengleichungen

-4- 7 \'

T-ft) + co^2)(a;-|-ft—1) + ^ D(a; + ft—2) + + c^_,77(;c + 1) ~f o>,„77(a;) 0

Und (51)

'(* + fc) + 7(.-r + 7t—1) -f «2 Z(a; + 7t—2) + + 7(tr + 1) + ^ 7(7) 0 (52)

mit
CO, u**,, (7 1, 2, 7c).

*) Die Differenzenbildung nach t wird mit zl, diejenige nach x mit P be-
zeichnet.
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Das Sterbegesetz Z(a;) lässt sich als allgemeine Lösung von (52)

in der Gestalt

1(a) ^(a) of + ^(a) of + + ^(«) of (&*)

oder

Z(:c) [7i„(«) + arr^rc) + • • • + of + • •

+ Ko>) + + • • + (*'')] ^
schreiben, je nachdem die charakteristische Gleichung

O* + «lO^"^ + «2^ + • • + *M" + ** ^ ^
fc voneinander verschiedene Nullstellen o\, o^, o* oder mit der

Vielfachheit «,, <*g, a., -|-ag -|- + a- /c, zusammenfallende

Wurzeln o,, o.,, o- hat. Die Koeffizientenfunktionen 7r<(a) sind

periodisch mit der Periode 1 und haben für unsere Betrachtungen die

Bedeutung von Konstanten.

Dass auch die Umkehrung des Satzes richtig ist, liisst sich durch

Substitution der Ausdrücke (53) und (54) für 1(a) in

1 <- >

a*:T| +
1(a) t=o nachweisen.

Obwohl die durch die Normalformen (15) und (45) erzeugten Be-

lationen - Differentialgleichung (24) und Differenzengleichung (52) ->

welche 1(a) als Lösung bestimmen, von wesentlich anderer Natur sind,

enthalten beide Lösungsmengen bei alleiniger Berücksichtigung ganz-

zahliger Argumente wegen der Gleichheit ihrer charakteristischen

Polynome dieselben Sterbegesetze *).

Satz 11. Die Fnn/cllowen ?),.(f) nnd r?.;(l),

M =%(Ö) 0, (1== 7,2, ...,&)]
sind In der nle/d reeller »er/cürefearen Normal/ora

*=' S D(a)
'

1(a)

a/s Zelfrenfenfcaneerle elndenllg hesllmml.

') Sowohl die Wurzeln der charakteristischen Gleichung wie die Integra-
tionskonstanten haben im Sterbegesetz die Bedeutung von Parametern.
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Beweis; Unter Berücksichtigung von (50) stellen die Beziehungen
6 Bir die Funktionen ^(f) ein lineares inhomogenes System v

eronzengleichungon 1. Ordnung mit konstanten Koeffizienten d;

von
ar:

»7i(< +1) ""kt k/cC) + 1

ka(< + 1)

%(i + 1)

ki(0
%(0

— ">4-i%(0
-a%(0 (56')

%(' + 1)

oder

%-i(0 %(*)

mit
ff(t+1) Mif(f) + JV (56")

M

0

1 0

1

0
0

— %
— "Vi

"kc-2 N

1

0

0

0 1 — «L 6

Für die Funktionen

«0 i %(0 » (' 1, 2, ..k)
^ud das System homogen:

Z(f f 1) M£(f)
keine Säkulargleichur

(57)

|4f~ si? (-1)"

5

1 S

— 1 s

0
'Ä-i

'Va

0 — 1 COj ~f~ 5

stimmt nach der Substitution

(— l)*(s*-t-Û>lS* * + +Û>fc_iS+ft>j)

(53)

0

S Do* (59)

dem charakteristischen Polynom der Differenzengleichung der
berlebensordnung überein.
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Die fc linearen Differenzengleichungen fc-ter Ordnung mit kon-

stanten Koeffizienten für die Funktionen £h(f),

C;(( ~l~ '<-) "1" W ~b ^— '-) + • • • + W/c-i £;(' + 1) + c<k£;(0 — 0»

(i 1,2,..., fc),
sind System (57) äquivalent *).

Die zu (60) gehörende charakteristische Gleichung (58)

-(- COx
* -f- -j- s -j~ co^ 0

ist durch (59) mit dem charakteristischen Polynom der Überlebens-

Ordnung verbunden; mithin müssen zwischen den Hauptsystemen

{/l„(;r)} von (52) und {12„(0} von (60) und (57) die Delationen

ß„(<) ü/l„(0 (v 1, 2, /t)

und zwischen den Elementen der Matrizen

® ~ I«« 1 i) ||> ^ — IMI — ||A(* "i)|

*) Um diese Äquivalenz einzusehen, sehreibe man (57),

Cl(f+D= -co,,0c(f), (57.1)

faC + 1) fi(0 -û>fc_if*(0. (57.2)

Ca(«+I)= Ca-iW"COiCa((), (57. k)
in der Form

Ci(i + 1)= — cofcU©,

Ca+iG + H ~h D ü(J + -l) — «a-a£a0 + H)» 1,2,... ,/c—-1)

und addiere beidseitig; man erhält
fc

CaG + 'O + 5>a £,,(« +^-A) °' (GO.k).
A=1

Setzt man darin gemäss (57.1)

C/c(0 ~
*

Ct(H~ 1). so folgt (60.1).
CÜft

Die übrigen Differenzengleichungen von (60) ergeben sich, wenn die durch (57.2),
(57.3) usw. festgelegten Ausdrücke für £(.(() der Reihe nach in (60.k) eingesetzt
werden und man die bereits nachgewiesenen Relationen für Funktionen mit nied-

rigerem Index heranzieht.
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und ihren Inversen die Beziehungen

(61)
bestehen.

Wenn {jQ„(f)} ein Fundamentalsystem bildet, lässt sich jede für
uns in Betracht fallende Lösung von (60) durch

Ci(0 + TT,-aßa(0 + • • • + (i 1, 2, 7c)

darstellen. Die durch Vorgabe der ersten 7c^ Funktionswerte (48)

Wî'-l) (M 1,2, ...,7c)
bestimmten Lösungen sind nach Elimination der Konstanten tt.-,. in
der Gestalt

f;(0 ^i(0 AJ(0 13^(7)

0, (» 1, 2, ...,7c)

^igebbar, welche nach f,.(f) auflösbar ist:

£<(*) l>^v(0, (f= 1,2, ...,7c). (62)
V 1

N Aus s^A 'V' H'" * 0,,A S"''

(ji/< q-^a s-"' (5,,'a W' s*'' K] er''' <5,,a r''~* er*''.

Hilfe der Matrizen

^ lly^ll NI

r-l ||y<*|| ||d,;,r-N|

0

0

0

0

„Ä-l

können Relationen ((il) in einer (31) analogen Form als Produkt geschrieben
Werden •

s rz s-. z-.r-, j
r r~is, 27-i s^r •

J
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Das charakteristische Polynom (55) hat 7c voneinander ver-

schiedene Nullstellea ay, o^, ..o^.
s„ « Up sind einfache Wurzeln der Säkulargleichung (58); die

Punktionen
«{,*£, (s, »<r,)

bilden ein Hauptsystem, für welches

S

1 1

s, s.,

1

S,. 1^1 i7('h—0
1

(»>ä)Jp-l Jc-l Jt-1^ ög ôj.

ist. Man erhält aus (62)

%(<) 2 CiW 2 s" 2 2 «"a,-1 («,)
t=0 v — 1 T 0 v — 1

und unter Berücksichtigung von (46) und (61)

7? :W==^"a,,(v»), (i 1,2, ...,fc). (63a)
„ 1

Im Falle lauter verschiedener Nullstellen der charakteristischen

Gleichung sind die Funktionen »7,-(7) der Normalform mit den Elementen
der Matrix 27* ~|o*'|| als Koeffizienten gebildete lineare Verbindungen
der Zeitrentenbarwerte aMtx/r), (v 1, 2, .7c) *).

') Für 7c '2,

a a :T] ?7i(b 4" 172G) ['(®) -- M + Aaffj] '

ist
27

ffa

ffa — cri

damit

1 1

fft C?2

Ul

(Ta — cri

1

12,' ==o-2 er i.

(To (Ti

1

(Tg — n't

î?i(t) - — CTjaniffa«)].
0-3 —cri

%(t) — [— arjtffyiî) + iir,(fa«)]-
(Tg ffi
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Das charakteristische Polynom (55) hat eine einzige fc-fache
Nullstelle.

s on ist /c-fache Wurzel von (58),

s', is', iV,
dus dazugehörende Hauptsystem für (60), so dass (62)

C.-(0 2«*rV,

%(«) 2^1W
r=l T 0

und

2 2 (* 1.2,..., fc) (68 b)
v l r=0

f-1^ud. Ok, Summen V t" 's* sind — allerdings nicht im üblichen Sinne

definierte - Z
die Barwerte

J ». * 0

linierte — Zeitrentonbarworte höherer Ordnung, die sich jedoch auf

(J"a)n(«)-2("±"V. (» o,i,2,...),
T=0 \ C /

(I"a)r](s) — 3; j(s),

Drückführen lassen. Man bilde hierzu aus

r' 2 f "JA i *) >
* ' s*) (64)

die Folge » /y i i i \
ZI r' v C T *

(m 1,2,..., «),ifi *-»» /

Welche für < 0 das in den CD, lineare System

- zi„, _ Êc-Clî) - Sc-''"
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oder zJ'=CO-\

G IIa II M zl II zl II *) G II G II^ II i/»in II /» ^ ||^'mrt|| /> ^ II »»«II ''
bestimmt, dessen Lösung

oder

G Zl' G

£ M —1\0«-= SL
A=1 A=n ^

beträgt. Nach (64) sind die Summen Vi"'«' Linearverbindungd
T=0

von Barwerten bis zur Ordnung n — 1, deren Koeffizienten Elemente

der Matrix G Zl'G sind *):

*-1

2
T 0
S^V SG^"a)iiW, («^1). (65)

A=1

0 Vgl. Fussnoten auf S. 435 und 450

2) («' —=v=> m (r—1)
ist erzeugende Funktion der Zahlen /!»>»>

ihre Ermittlung aus *]/=o führt zu

-d„m 2 (— (_i) (»» —A)" 1 2-I /TO— 1

A—1

IM»

A=1

1 0 0 0 0

0 1111
0 0 2 6 14
0 0 0 6 36

0 0 0 0 24

(— 1)"'"MA— 1)"~L

1 0 0

- I 1 0

1-3 2

- 1 7 - 12

1 -15 50 -60
m

insbesondere ist C„,„, (to — 1)! und 2 C„„, 0.

0

0

0

0

24

m

'') Unter Berücksichtigung von 2 finy 0
V 1
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urch Einsetzen dieser Beziehung in (63 b)

%(<) I (i ff" CJ (I" ah |(s) 2 0*(.a) n (ffr), (66)
J=1 V A / A=1

(i 1, 2, ...,/c)

gewinnen wir

Ä

mit

oder

e* 2o*<7,», 0* I
v l

6* 27* C 27*zl'G. (67)

Ist a einzige fe-fache Wurzel des charakteristischen Polynome»,
'ßn sind die Funktionen ^(0 der Normalform Linearverbindungen

entweder der Summen

(a) V sh 2 TS*, ..2 (s <)
T=0 T=l

°der der Zeitrentenbarwerte

'''' %|M. (-Ia)i|(ff«), (i^a)r|(<Ti>).

^ Koeffizienten sind in der Darstellung nach (a) Elemente der Matrix
in der Darstellung nach (b) Elemente des Produktes

0* 27* G II e'»'11).

Im Fall /c 2 gehören zur Doppelwurzel ff die Matrizen

27

dass nach (67)

nach (66)

1 0

(7 (7

o*

L -
27*

0

2 -1
1 1

(7 (7

mit ff,-/, ff,

also

?h(«) 2ar|(OT) — (ia)j7|(OT),

%(h ~r [—arj(cTü) + (la); | (ff«)],

Wird.

rv 1 -,
-^( ® "4" 1

4c: n 2af|(ffü) — (Ja), |(ffu) + — [— ar|(ff») + (Fi)r|(ffD] -y

32



— 462 —

c) Das charakteristische Polynom (5.5) hat die Nullstellen <L

(cci-fach), o" 2 (ocg-fach), er. (a-fach), |-<Xg + -|~

s„ — -ötr, sind Wurzeln von (58) mit entsprechender Vielfachheit-

Nach (62) ergeben sich die durch das Hauptsystem {ß„(l)} bestimmten

Lösungen zu ^

und

sie können,

und

V 1 T 0

%(0 (i 1,2,
V 1 T 0

£?(()
ßa(0

gesetzt, in

£>*(/)

zlid(l) S'*ß(<)

fc); (63 c)

(63)

zusammenget'asst werden.

Satz 12. 7>ie ZAm/dionen ^(i) der JVormal/orm enlstete» dwc/i lineal
f-1

ifomlwiaficm der Sitmme» 2 ß„(r) ; Ifoe//i2ienten dieser Lwearyer&ind'wwfl'
T Ö

sind die Elemente der zitZ /cordraf/rediewlen Malri.-r 27* |ja'"|| Die Grössen

V 72„(t) sind i/werseils lineare Fer6indMW(/en wn Zeilrenfenlarwerten.
T 0

Zur a -/acte» kFnml r/e/tören die Summen

/-I
S«* ajiK®)»
r 0

<-1

Vts" -an(o-„r) + (Ia),-,(oye),
T 1

2tV a,|(cr„r)-L-3(/a)y-j(cT„B) + 2(//a), j(a„r),
r=l

v\wv V c (D-*a)y|(<T,,'ü), c J'ß.
1=1 A=1 '
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die Punktionen Z^(<) darzustellen, beachten wir, dass die
^fo(0 wegen

<dH(Z) 7J*zl /!(<) (ß')"^B(0, ^-B(0 Z3'z)H(Z)

und (57)
/!// / • I .1/1//:/;

dus lineare homogene System

/I B(Z + 1) //'M(S') ' ,1 //,</; Mzl /?(/) (68)

erfüllen, dessen Säkulargleichung

1^1 |B'M(Br-^| (-l)V+^+ ...+®M« + «'*) 0

(58) identisch ist. {£?„(<)} ist mithin auch Hauptsystem zu (68)
^ud die durch

4lB,(i-l) fo,

fortgelegten Lösungen sind durch die Determinante

°der durch

LL(Z) Hi(Z) i?a(0 • • ^fo(9

6«

foi

foi

^*<(9 S (i ü ^,(9 > (i 1, 2, Ä) (69)
v-1 V=1 '

woraus

3(9 2 (2 0 2 £,(*) ' (* 1,2, ...,&) (70')
v — 1 V 1 ' T 0

^Ud die (39) entsprechenden Ausdrücke

folgen.

/-I
/1B(Z) (S^B)'ß(Z), 7i(i) (S7*B)'2 Û(r) (70) i)

h Auch aus (G3), zlH(i) S*ß(«) und (47"), jH(i) (B')~MB(Z), durch
damnation von H(t): /|U(t) B'S*ß(t) (S"i B)'ß(«).
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Formel (70) lehrt, class für die besonders naheliegende Wahl der

Anfangswertmatrix B, __ g ^1)

die Lösungen zlBj(f) mit dem Hauptsystem {.&<(<)} zusammenfallen'

zlH,(0 A('0, B,(*) §£><(«),
T 0

falls H 5', (i 1, 2, /c).
Insbesondere ist für

a) si, (a„ 1): B„(t)
T=0

b) ß,(t) r* S', (« fc) : B,(f) 2 ^ 2 <2 a)nH •

t=0 /J — L

Auch bei der diskontinuierlich gerechneten Leibrente ist eine

Deutung der in (2) enthaltenen Symbole möglich. Man betrachte

die beiden nur auf den Diskontfaktor u wirksamen Operatoren
OC- t

^-Ü ---j (a > 1:, ganz)

und a

®„ r\ (/?>0),
der eine Vervielfachung der Variablen -ü erzeugt,!

©„{/(*)} /(£«) *)>

und bilde das Produkt

®<*®„ =©„©« ®£, ffi^=ffifl.

®„la,j(r)}=a,|M,

©"{a«|(»)} g-j 2/ 2^> (-» V 1)

schliesst man auf

^
](«)}- («

^ ^ |®«{ar|(®)}» C" 1, 2, a ^ 1). (73)

»- » - log/1 -£k (log/3)" /<">(<)) / d V
i) // »«{/(«)) e {/(«)} =22 "

/i=Ov=o r* /i=o r*
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Satz 13. Die .p'tmÀrtioncm ß.(/) sind Im Fcdfe B >S' Produkte
^nd ®£{a-,j(ü)}. Die Operatoren sind dew JVidZsteWerj <r, des

toctensfisc/iew PoZi/womes der Pfeer/efrewsordrmw/ w dem Smne äm-
•/®"?dne/!, dass einer ein/ac/ten IVitZïsfeWe a der Operator ©„, der a-/ae/w;n

'dZ.sieZZe a die a Operatoren ©£, (,a 7, 2, ...,«) enZsp-rec/ten.

In der Theorie der linearen Differenzengleichungen* wird gezeigt,
<^ss die zum Hauptsystem {£,(*)} der Gleichung + 0

8®hörende Differenzendeterminante 3ß(Z) | ß^(Z + i —1)1 der linearen
Weichung

2B(f + l) (-l)%2B(f)
S®ügt und dass ein Hauptsystem dadurch charakterisiert wird,
aass SBß in keinem Punkte eines beliebig gewählten Intervalls
" S Z < fo -(- 1 verschwindet *).

Durch
(70) 'zJB(f) (S-iB)'ß(Z)

ird aus {£?„(f)} ein weiteres Fundamentalsystem durch lineare Trans-
toation erzeugt, für dessen Differenzendeterminante

0(f) |JB»(f + »-l)|
Wegen

0(f. + 1) (-l)%t?(f), co, (-1)V> • s*

auf eine periodische Funktion die Darstellung

richtig ist.
••«.)'#(<» (74)

Satz 14. $(f) =£ (^ rgi / < ^ -)- 7) isZ woteoewdic/ imd /liwreic/iewd
®/iw, dass die ßaruerZ/ormcd (2)

wr/cwtoar isZ 2).

a ^ Etwa N. E. Nörlund, Differenzenrechnung, Julius Springer, Berlin 1924,
o.275.

Bei Beschränkung auf ganzzahlige Argumente genügt, die Voraussetzung

tf(0)y=0.
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Beweis: Dasa durch #(f) =£ 0, ('o ^ ' < 'o i " ') die lineare Un-
fc

abhängigkeit der Funktionen zl B/l) in 2 K®) ^<(®) charalcteri-
i i

siert wird, geht aus den einleitenden Bemerkungen zu Satz 14 hervor-

Aus der Identität
& &

V Z(x) f;(;c) £$) V ^(() -1~ ,M - 1)

i i /< 1

schiiesst man mittels (47) auf

Z(œ) ÎPi(®) V F" »"-* Z(a; +,« -1) 2 ^ S 4-(® + /< -1
/i=U j l

und hieraus in den Fällen

a) /l,-(:r) u* auf

2^(i^k> (75)
?=i v=i '

aa) für 7? S: ^(a:)

b) /lj-(:r) auf

i(®)TO=(76)1 v i V 1 ' ^

bb) für 5 S: y,(s)
*

- Vy, ß | ,'V.
Mit {ß„(Z)} ist auch {/l„(x)} Fundamentalsystem. Die Funktionen

Z(x') lfj(x) sind nach (75) und (76) linear unabhängig und können daher
keinen Anlass zur Reduktion der Gliederzahl in ('2) geben. - Auf den

naheliegenden Beweis der Umkehrung soll nicht näher eingetreten
werden.

6. Beispiel: Der Fall 7c 3

Unter den zu den Barwertdarstellungen

7'(ah Z"(œ)
(1) <T| «!/,(<) + îM<> + !/,<<) ^
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i(œ + 1)
»?x(0 + %(0 -",7 \ - + %(0 -tgc) Z(a;)

W a„«

fe®hörenden Sterbeformeln, die durch

^'"(4 + + »2^0*0 + — 0
(24)

und

(52)
i(« + 3) -f- Z(rc 2) -|- ^(a; -f- 1) -[- ^(a:) 0

Ausgezeichnet sind, wählen wir jene, welche zu reellen Wurzeln der
»arakteristischen Gleichung

(25), (55) !•' + Kjf* -h «al M3 0

ören *). Ausserdem werden die Ausführungen auf die Darstellung
ßr Barwertfunktionen //;(/) und ?-/;(<) der Normalform als Sonder-

a der allgemeinen Lösungsformeln (36) und (63) beschränkt. Dann

p
'Pricht das Bestimmen der Barwertfunktion im wesentlichen dem

'Nutteln einer inversen Matrix. Durch Ausrechnen der Grössen

f

1 r 1 Di
/(aj + rjWdT und - >]l(.r + r)W

J H®/ *=o
o

fii
•

das betreffende Sterbegesetz ist ein Verifizieren der Ergebnisse
^derzeit möglich.

h

Wurzel
"er charakteristischen

Gleichung

2' ^ Ca W <?3

'h "/- 'G A
b) ^

ff,
5a «s o

'1 da »3 ff
^ 5x W 5a > 5a

°x À ffa, ffa ff;

03

3

üundamentalsystem
der Überlebens-

Ordnung

{/MD!

fff, fff, ffj
e®b se', a;'X gt«

ffj, of, zof

der Zeitrentenfunktionen

(X„(t)) oder {û,(l))

eng ef,<, gcg

s{. 4 4 (* w<)

e", te", f'V, (r g — <5)

s', is', i"s', (s Der)

en', e^', ten'

4 s.(> ts"
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+ 0 I + 02 + 03 ' "A <*2 "A <*3 •

P(®) V* + V®* + VÏ + A, of + A3 41.

1 1 1

Die inversen Elemente der Matrix P 0t 02 £3
2 2

0i 02 03

[|&A I (é»3 — Ö2) (^3 — Cl) (ê"2 — i?l)]

ermittelt man zu

03 02
g" £>

(03-01) (02-01)

gl2^ ^
g.

(03~0l) (02~0l)

21 03 01
_ ^ ^31 _

(03-02) (02~0l)
'

(03-02) (03-0l)
02 01

0« : gï
U?3~~£l) ((?2""^l)

Nach (35a) ist dann

03 02

22. ^
03 + 01

(03-02) (02—0i)
'

1

32
02 + 01

' ^"(03-02) (03^
1

„33

(03-02) (02-0])' " (03-02) (03-0l)

'/,(/) — «, 1 (<9 — 0.) — + Ad — go)
(03-0l) (02-0l) (03-02) (02-0l)

+
02 01

(03—02) (03—0i)
*<i ((5—03) '

03+02 k I
03 + 01

%W=—> w > 4( —0l) + / \ / ,'>/(03 0l) (02 0l)

2/3(0=,- w ;«n(^-0i)-(03-0l)(02-0l)

(03 02) (02 0l)

02+ 01

(03 — 02) (03~0l)

1

(03 — 02) (02—0l)

1

+

<V|(<5-02)

+ |((5-03)'

àri(<5 - 02)

+ +5 — 03)

1 1 l
27 + +ä °s

2 2 2
«2

71 \
V03 02) (03 0l)

gibt zu gleichlautenden Ausdrücken für ihre inversen
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demente Anlass, so dass nach (68 a)

fi(0 - ö*.«t 0*93"2 „ °3°1 s

(ffg-ffl) (oa-ffi)

+
ff, ff2^1

(ffg-ffa) K-ffi) a,jK®)>

%(0 3 ~1~
2 > ff3 + ffl „

\ 3 ff.l) (ff2 ff*l) (ffs-ffg) K~-°l)

ff2 + fft

%(9
1

K-ffi) (ffa-ffl)
ariK«) ~

(ffg-ffa) (ffa ff|)

1

ar|(ff3»)

(ffg-ffa) K-ffj) an K®)

+
l

>3—02) K-ffi)
ariK®) •

*>) ßi pa £3 g, o-i ffa ff*3 ff •

P(®) K + V + A^) e«* & + V + A.,^) o*].

1 0 0

Die Matrizen P ,0 1 0 (|e«| 2)

2 g 2

und

p*

1 ^* -® 2

0 1 —g
1

0 0

führen bei Anwendung von (85 b) unmittelbar zu

2/i(0 ®f|(^"'£>)— ß(-f®)r|(^~"ö) "I" 6^C^®)ri— ff) '

2/2(0 (ia)n(d-0-2e(iJä),-|(d-e),
2/3(0=- (n%|(d-e).
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Bei diskontinuierlicher Darstellung des Leibrentenbarwertes hat

man neben der zu
1 0 0

a er

0.2 0 0.2 4 0.2

1

kontragredienten Matrix 27* 0

<*iA 2<F)

3 1
'

2 2

2 1

er (7

1 1

•MF 2 0-2

3 — 3 1

3 5 2

(7 (7 er

l 2 1

<7^
~

<F ff*

noch die durch (67) definierte Matrix

0*

zu bilden. Formel (66) gibt dann

j?i(f) SajiM -3(Ia)(|M + (ila)-,,(«»),

%(0
*

[—SayiM + 5(Ja)^(ffü) — 2(I7a)r|M],

%(0 -

*
[a,|(<r«) —2(.Za)j-|M + (IZa),jM].

") 01 M" 02 > 02 03 ; M <*2> <?2

(7(a;) V»* + (^ -h arA^e»«* + (^ + £CA3) erf].

> (02 —0i)^]

1 1 0

Setzt man die zu Z^ 0i 02 1

0Î 02 202
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^hörenden inversen Elemente

02

(öa-öi)* 'ö" 21 ei(2ea-ej „'/• '
,2 - e •

fc-öi)
Ö2Öl

2^2

(öa~öi)® '

1

(öa-Öx)®
'

(35 c) ein, so erhält man

2^2

(ö2~öi)* '

1

^32 _ _
02 I öl

7 » ö"
(Ö2-Öx)

02 Öl

1

Ö2-ÖX

2/i(l) 1

(ö2~(? )2
[ö2®n(^~^l) öl (2^2 ~öl) Ön^-Öa) 4" Ö2Öl(ö2-öl)(^)n(«5-Ö2)] J

&(«) :

1

(p^)2 [—^öa«7l(<5-f?i) + 2ß2äj|((S-f

1

öx)—ä,,(d--Ö2) k (ö2

1 1 1

Die durch 2" - «X «2 «2 - [M
ff'f ffg 2ff^

CT« 5* n-21
ffi (2ffj

Q twi j W

(^2

(jX2 __
"«2

„22
2ffg

; [j%| <^a(^a"~o'i)^] bestimmten Elemente

er"
<*i

ffa~ff(

CT«
:

1

32 "4 •

"aK-ffJ '

t-33
l

K-ox)®
'

l
(°a-°x)® ' "

(ff*a «L)^ ffafa-fi)
Koeffizienten in (08 c); unter Berücksichtigung von (65) wird

1

(ffj— ffj)^ f ,2 [oaaji(ffi«) ffj.(3ffjj-2ffi)a7j(ff2») rffiK^i) (la)^«)],

V*)
K-ffx)®

l

2CT^n(ffi'ü) + (Bo^-ff^anK«)—(ffa-^x) (la)^®)],

^ - [ffaaj](ffi®) —(2ffg--0fjt)aji(ffa®) + fo-fli) (^(oyu)].
a ma" «i)
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Abschliessend stellen wir in einer Tabelle die Funktionen #<(«)>

sowie A;(<) und B$) zusammen, die sich in den drei betrach-

teten Fällen für die Annahmen ^4 2? und B — >5 ergeben.

#<(«) rli(0 B((t)

a)

*(s)
'

î(s)
«ri(d—!?»)

(< 1, 2, 3) (i 1, '2, 3)

b) 1 än(d-e) 3(1 (ff)

Ag -f- 2Ag.r
(*%i(a-e) -aji((r») + (Ia)r|M

A^ + Aga; + A3

A
3

2(iiö),-,(a-e) aj|(o-®)—3(ia),j(<rv) + (Ha)n(^
Aj + Ag-r + Ajiü

°) Aie«"

Z(a;)

Ai<
Z(r)

|(d~ t'i) an (M

(Ag+A3®)e"* (Aa + A3 r) of
«ri(<5—02) a,i(orjl>)

*(*) *(®)

A3C®"*

Z(:r) Z(r)
(dd)j-|((5—ßg) ~3j-|(ffa») + (T3)71(^2")

*
*

In unseren theoretischen Erörterungen wurden wir durch die

Absicht geleitet

- zu zeigen, welche Kriterien eine Sterbeformel zu erfüllen hat, damit
eine Darstellung des Leibrentenbarwertes durch Zeitrenten mög-
lieh ist,

- darzulegen, wie diese Zeitrentenfunktionen zu bilden sind und
welche inneren Zusammenhänge sie mit der Überlebensordnung ver-
knüpfen.
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D.io praktische Anwendbarkeit der Ergebnisse wurde in unserem

art
"icht beleuchtet. Wir möchten aber festhalten, dass die Eigen-

auf
^ ^^^formel, Alter und Rentendauer getrennt zu enthalten,
naheliegende Anwendungen hinweist. Auch die Approximation

von Makehams Sterbeformel durch eine gleichmässig konvergente Folge

ty^ ®^obonsordnungen mit Eigenschaft (1) zeigt, in welcher Rieh-

la^ ^ die Praxis sinnvolle Ergebnisse zu erwarten sind. Der Ver-
sser hofft, die theoretischen Betrachtungen in einer spätem Mitteilung

' o der praktischen Seite hin ergänzen zu können.




	Überlebensordnungen, für welche sich der Leibrentenbarwert durch Zeitrenten darstellen lässt

