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Uhel_'lebensordnungen, fiir welche sich der
Leibrentenbarwert durch Zeitrenten darstellen Lisst

Von Ernst Rufener, Ziirich

FEinleitung

Angeregt durch eine Studie von H. Jecklin und W.Leimbacher 1)
hat der Verfasser in einem fritheren Beitrag zur Konstruktion eines
Stetbegesetzes mit gegebenen analytischen Figenschaften gezeigt, dass
die Uborlebonsordnunnr I(x) mit der Eigenschaft

Gy = A1(t,0) D) 4 Ag(t,0) Py(2)

durch eine lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung mit kon-
Stanten Koeffizienten charakterisiert wird 2). Die darin entwickelten
Hiltsmittel sind auf den allgemeinen Iall

Ty iy = A,(1,0) D, (x) + Ag(t,0) Dy(x) + . .. + A (t,0) Plz), (= 2), (1)

dem dig vorliegende Arbeit gewidmet ist, iibertragbar. Die k Sum-
Manden dieser Barwertformel sind Produkte von je zwei Faktoren
_dﬁl‘ eine enthiillt nur Rentendauer ¢ und Zinsintensitdt J, der andere
8b nur mit der Altersvariablen x verinderlich 3). Mittels der symbo-
lischen Beziohung A(t,0) — & {d; ()}, die zum Ausdruck bringen soll,

1) «Uber ein Sterbegesetz, welches eine exakte Darstellung der Leibrenten
durch  Zeitrentenwerte erlaubt», Mitteilungen der Vereinigung schweizerischer
Versicherungsmathema.biker, 53.Band, 1958, S.129-139.

%) «Sterbegesetze, fiir welche sich der Leibrentenbarwert durch Zeitrenten
arstellen lisst», Mitteilungen der Vereinigung schweizerischer Versicherungs-
Mathematiker, 54. Band, 1954, S.169-184.

Na @, ) 1st Skalarprodukt der beiden k- dlmensmna.len Vektoren:

e

A(t,0) = {4,(8,8), 45t0), . .., 4x(t,0)} und @(w) = {Dy(2), Dy(x), ..., Dy(z)}.
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dass die von Rentendauer ¢ und Zins 6 abhiingige Grosse A(t,0) als
¢Zeitrentenfunktion» interpretierbar ist, lisst sich (1) auch in der Form

Ay = D\(z) ig(l){dl |(5)} -+ Dy(x) %(2){% 1(5)} +wsw (.D(k)(a;) g(k){dt i(‘s)}’
k=2 (1)

schreiben. (17) vermag die Besonderheit der gewihlten Darstellungsar b
anschaulich hervorzuheben.

Unsere Darlegungen kénnen insofern als geschlossen betrachteb
werden, als es gelingt, Sterbegesetze mit dieger Figengchatt durch
eine einfache Relation zu charakterisieren und zu zeigen, dass die in (1)
enthaltenen Funktionen durch die Natur der Barwertformel bestimmb
und explizite angebbar sind.

Barwerttormel (1) wird zuniichst in einen dquivalenten, als Normal-
form bezeichneten Ausdruck,

V(z) U () " 10 ()

oy T O g F O
tibergetithrt und hierauf gezeigt, dass ein durch Darstellungseigen-
schaft (1) ausgezeichnetes Sterbegesetz {(z) als notwendige und hin-
reichende Bedingung eine lineare homogene Differentialgleichung k-ter
Ordnung mit konstanten Koeffizienten zu erfiillen hat. Die Funktionen
y,;(£) sowie die mit ihnen durch eine lineare Transformation verkniiptten
A, (t,0) erscheinen dann als Ldsungen eines linearen inhomogenen
Systems von k& Differentialgleichungen erster Ordnung mib kongtanten

dw:T} = /.Ul(t) + .’/2('5)

Koeffizienten. Durch gegebene Anfangsbedingungen werden diese I'unk-
tionen eindeutig als Linearverbindungen von k Zeitrentenbarwerten
bestimmt und dadurch den Operationen §;, ein konkreter Sinn bei-
gelegb. Die in diese Barwerte eingehenden Zinsintensititen sind die
negativen Wurzeln der Sikulargleichung der zugeordneten homogenen
Systeme; diese Wurzeln unterscheiden sich von den Nullstellen des
charalteristischen Polynoms der Differentialgleichung der Uberlobens-
ordnung nur durch die Zinsintensitit 6. In den Lincarverbindungen
der Zeitrentenbarwerte bestimmen deren Koeffizienten eine Matrix,
welehe kontragredient ist zur Wronskischen Matrix eines Haupb-
systems der Differentialgleichung der Uberlebensordnung in z = 0.
Mehrtache Wurzeln des charakteristischen Polynoms oder der Sikular-
gleichung dussern sich im Auftreten von Zeitrentenbarwerten hoéherer
Ordnung.
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Bemerkenswert ist die Feststellung, dass fiir Sterbeformeln mit
DELI‘Stellungseigunsehuft (1) auch der digkontinuierlich ermittelte Leib-
rentenbarwert 4,7 ") eine gleichlautende Bezichung

ity = By(tw) V() + By(t,0) Polx) + ... + B(tw) P, lz), (k=2) (2)

oder

% = V(o) Gyla, ) + Pale) Gulazat + - 4 Pu@) Opla,.
(=2 (@)

el‘.ﬁi]lt. Ausgehend von Ansatz (2) kann, wie in Abschnitt 5 gezeigt
Wird, mit Hilfe der Theorie der linearen Differenzengleichungen eine
dhnliche Losungstheorie entwickelt werden wie bei kontinuierlicher
Betrachtungsweise.

Unsere Darlegungen sind auf Barwertformeln mit endlicher
Gliederzahl und nur einer Altersvariablen beschriinkt. lirwigungen
tiber den Grenzfall

(o.0]

Gy = 2, 4;(6,0) Dy(z),
i=l
der bei dquidistanten Nullstellen des charakteristischen Polynoms aut
Makehams Sterbegesets fithren kann, sowie die Ausdehnung der Unter-
Suchungon auf Verbindungsrenten bleiben einer spitern Mitteilung
Vorbehalten.

1. Der Leibrentenbarwert fiir Sterbegesetze,
Welche Losungen einer linearen homogenen Differentialgleichung
k-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten sind

Satz 1. Der Leibrentenbarwert d,. ist fir emn Slerbegesetz I(x)
k

. g3 = o A dawstallam
dann durch eine k-gliedrige Formel 6, ;) = > A4,(6,0) Py(x) darstellbar,
i=1
wenn I(x) eine lineare homogene Differentialgleichung k-ter Ordnung mat
konstanten Koeffizienten erfiillt.

Y Mit Riicksicht darauf, dass die Ableitungen nach der Rentendauer ¢ durch

. dA(t : d* A(t

Punkte bezeichnet werden, dﬁo = A(t), - ({iz( )'

Vorschiissigen Rentenbarwert — in Abweichung zu der am XIV. Internationalen

ongress der Versicherungsmathematiker gutgeheissenen Bezeichnungsweise ¢ —
das frithere iibliche Symbol a beibehalten.

— A(t) usw., wurde fiir den
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Beweis: Die Sterbeformel sei im allgemeinen Integral der Diffe-
rentialgleichung
) (z) 4 P 1% Nz) + Bl%2(z) 4 ... + P,V (z) + Bl(x) = 0,
deren charakteristisches Polynom
¢+Pd + R+ ... +Bye+ B =0

die Wurzeln o, (;-fach), g, (¢p-fach), ..., o, («;-fach), oy 4 oy + - -
+ «; =k, habe, enthalten. A,(z), (» =1,2, ...,k) sei ein Haupt

k
system; l(z) = D] 4, 4,(z) ist daher von der Form
y=1
)
iz) = Z Qi(x) e,  Qi(x) = Ay + A2+ .. + Ay, i, (3)
=1 ('1::1,2,...,]'; O€1+Ot2+.,.—[—oc?.zk);

und die Uberlebenswahrscheinlichkeit ,p, ist gegeben durch

iz +1) L L& P ey eterd
2= T AR oty O

t
Das Barwertintegral @, = f P, ¢ dE fihrt zum Ausdruck
0

t

g 8 % 1 | _
= e @ NV, T v=1 ,~(8-0;)&
it = gy 2 HOT (v—l)!f‘f T

und nach der Festsetzung

;=1 —|—(3, (4)
zur Beziehung i
Gy = o S SO (g (r)y, )
t(ﬂ?) i=1 v=1
in welcher die Variablen 2 und ¢ im Sinne des Ansatzes (1),
k
G, = >, 4,(t,0) D;(z), getrennt sind. Die Iigenschaft der Uber-
i=1

1) Der Zeitrentenbarwert v-ter Ordnung sei definiert durch

!
= 1
(I’a)i(r) = v,ff" et dg, v=20,12,...),
by

insbesondere (I“&),’](r) _ fzﬂ("’) '
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1ebensordnung, eine lineare Differentialgleichung k-ter Ordnung mit
konstanten Koetfizienten zu erfiillen, ist demnach hinreichend fiwr die
Darstellungseigensehatt (1).

Satz 1 ist insofern fiir unsere Problemstellung bedeutungsvoll,
als er dio Tixistenz von «Liosungstunktionens {(z) sichert und damit
fir alle spiatern Betrachtungen einen natiirlichen Riickhalt bildet.
Durch Beziehung (8) wird, wie in der Umkehrung des Satzes gezeigt
wird, die allgemeine Form eines Sterbegesetzes mit HKigenschaft (1)
8egeben; auch im allgemeinen Fall wird es uns moglich sein, durch
Velh&ltmsmassw einfache Rechnung die aus der Darstellungseigen-
schaft (1) hergeleiteten FErgebnisse zu verifizieren.

Das zur Differentialgleichung der Uberlebensordnung gehorende
Hallptsystem A(z), v =1,2,...,k), aus dem das Sterbegesetz durch
Meare Kombination entsteht, ist dadurch ausgezeichnet, dass seine
WrOnSkische Determinante

Wiz) |(i,- ) o

Dirgends verschwindet. Da W(z) der Differentialgleichung

A @) A 2) .. AN

W) = —P W), P=—(+tot . .+a

geniigt, ist )
W(x) = W(0) e ' = W(0) elerteat- ek,

Iin Hinblick auf unsere Ausfiihrungen ist es angezeigt, fiir die zur

1
Determmante W(0) gehorende Matrix P, fiir ihre mverse P~ und
die kontrcmrodlente P* besondere Bezeichnungen einzufithren:

=“[(f)m ”:ug..-hu, P| = W),

lx=0

1, Gh=1,2 ..., k.
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Sonderfdlle

a) Die Wurzeln des charakteristischen Polynoms sind reell und
voneinander verschieden.

O ==l == . == Oy = 1 die Funkiionen A (&) = e%°, (#=1,2, )
bilden ein Hauptsystem, fiir das

1 1 sl
, 01 02 .- 0
P=| . . .|| und | P| = ]_[ —o) £ 0
o~ > o~ (t\—_h)
o s e
austillt. s ist Q,(x) = A, und
k
i(z) = D)4, e, (6)
i=1
Man findet ) I 2 o
U7 = U A et ay(0—o;)
z) ;=1
und hieraus A, 0"
A,(0) = G, (d—g), Py(z) = " . (7)

b) Die Wurzel der charakteristischen Gleichung ist reell und k-fach:
oy =l By = D= s =g =0 Alg) =" k=19 oo k)

bestimmen ein Hauptsystem mib

[ T

(Pl =12t. . k—1)"

Iiir das Sterbegesetz

k
o) = SVA, A,@) = Q@) e, Qo) = 4+ ho + ... + 4t O
r=1
wird - kR 1}( ) |
L= 2"y (1 9id—e),
also 0%z)

A19) = (I @) (0—0), Bylx) = )

Q)

Mehrfache Wurzeln der charakteristischen Gleichung fdussern sich, wi€
bereits (5) lehrt, im Auftreten von Zeitrentenbarwerten hoherer Ordnung-:
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} ‘c) Die Wurzeln des charakteristischen Polynoms sind reell und
dquidistant,

Aquidistante reelle Wurzeln
0, = —a—(»—1)b =logs+ (v—1)loge, (» = 1,2,...,k)

tiihren durch die Festsetzung

A=A (k—l) o
y—1

uf die dreiparametrige Uberlebenstormel

Wz) = A1+ ae®® = As%(1 + a ),
deren Sterbensintensitit die einfache Form
ob

w@) = a—+ (k—1) L

Animmt und die . Albrecht fiir k — 8 seinen Untersuchungen ?)
“ugrunde gelegt hat.
Fir ein Sterbegesetz der Folge

L(z) = Ae®(1 + ae“’”)" = A1 +ac®*, (k=0,1,92,.. J)

Wird
G = S () o 1, (6 1 4t ob)
@b,k (ebz_'_o()k < \y )
1 ]c ]C
R vt g (8§ —1 —vlogc), 10
. (1+acm)"é’o(v)“ (0 —logs —vloge),  (10)
Mithin

Av(t’é) = ;0 -+ a+rb) = (0 —logs—v loge) = ay (— (e +9) loge),

1 Ik
Do v (1o =ik | T PO
Cruz) (1 + o™ (v) k. \ %
mit, 1
log— 9
s
e loge

St ') «Beitrige zur gruppenweisen Berechnung der Priimienreserve», Diss. Bern,
bimpfli & Cie., 1947,
30
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Liisst man « in einer fiir den Grenziibergang k- co geeigneten Welse
von k abhangen, y
%= y = logyg,
3

s0 konvergiert die Folge {I,(z)} gleichmiissig gegen die Grenzfunktion

; T k
; g T Ye i A
L(z) = lim Ly(z) = As* lim (1 4 L= Asg*.
o co f»-co v
Makehams Sterbegesetz wird auf diese Weigse erzeugt durch emne
o =]
Folge von Uberlebensordnungen, welche die Darstellungseigenschaft (1)
haben. Die fiir die Funktionen L,(z) gerechneten Barwerte (10),
k

d:c:ﬂ,k == Z Av(tla) @v,k('x) ’

y=0

gtreben mit k-»co gegen einen Makehamschen Rentenbarwert
co
") 771 y 1 i
dpq) = >, A,(L5) D,(x), (11)
=0
dessen Rethenglieder durch
1 C(:Hw)! —1

Ap(t,é) = .’jt[(—~ (% —|“ 'V) ].()g G) == l()”“b' % __LV_”,V S
o

und ( 1 { )y
iy log N
| o T T =S .
D (zr) =lm®, ,(z) = —"— ——— = —— et ),
k»co ’ »! -c% log pl
e q
|
4 =% log 1

bestimmt sind:

(0]
s AN
a’z:ﬂ = € >,_,_,|
- »=0

Y Unter Beriicksichtigung von

k L 1
(): e kv, 0<0< -, k>v
P p! 2
ausg ]
T\ Y Sy -y 1 »
o) = Y i ~ L ey

%) Siehe Note *) folgende Seite. b erhalten.
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& d) Tm Talle (einfacher oder mehrfacher) komplexer Wurzeln sind
S1e FPunktionen 4, :(4,0) als Barwerte variabler Zeitrenten, die sich nach
nus- oder Cosinusfunktionen veriindern, interpretierbar; in unsern

D:

(Ll‘legungen wird dieser Fall nicht weiter verfolgt.

2. Reduktion des Leibrentenbarwertes auf seine Normalform

Wie im Ttalle k& = 2 gelingt es, die allgemeine Bezichung
]4
dx:ll - Ah(! (3) Qj ( ) (k ; 2) (1)

h“
ut eine «Normalformy zuriickzufithren und damit die mit unserer
Pl‘Oblemstellung sich aufdringenden I'ragen einer Klirung wesentlich
Niherzubringen.
Uber dio zeitabhingigen 'unktionen A4,(t,0) = 4,(t), (h =1,2, ..., k)
Werde k-malige stetige Differenzierbarkeit nach ¢ vorausgesetat. Die
von den Ableitungen

E)‘A 1,0 : . '
" A)h0) — AW Y in ¢t =0 angenommenen Werte
ol

. 40 = ay, (h=1,2 ...k
bestlmmon die Matrizen

= Ha_M” und 4™ ||a”‘ J e ‘A’“‘
Mt den Determinanten 4| = |(¢_M| und ,A—il s [a“‘ . |A |~1’
*) Mittels der Integraldarstellung 1ok
(t (S)(p (th) == o /‘{ﬁ” (,— :)" [é‘:cvl"v--l dé:
loge w!
i

fiir dag Reihenglied wird Barwertformel (11) auf das bekannte Integral
Act

_ P
az:f] = - J et ‘SMQI dE

log ¢
Zuriickgefiihrt,. '

1) Auf die Abhiingigkeit: der Funktionen 4 4(t) von weiteren Argumenten, z. B.
Insintensitiit d, goll in der Bezeichnung nicht mehL besonders hingewiesen werden ;

Punkte bezeichnen Ableitungen nach t.



— 432 —

Ay = (=1 4, ist das dem Elemente a;, zugeordnete algebraische
Komplement, A, die entsprechende Unterdeterminante. — Schliesslich
werde noch die aus den Funktionen A§7(f) gebildete Determinante

A1) Aat) .. A

) — A%(t) A'z(t) Af:(t) A0) — ‘aml B |A| (12)

AP AP ... AP
eingefiihrt.

Satz 2. Der Barwertformel

k
do: g = ]?11 Ah(t) @h(w)
entspricht
@ ) " SRS
_ () -+ yalt) @) + 5(t) Uz) + oyl Tl falls | 4| #
&y, 1=
Uz 1Nz
Y (8) + a(t) l((m)) + oo+ y0) z(w()l), (1<r<k), falls 'A l = 0-

Bewers: Wiederholtes Ableiten von
!

k »
dz:ﬂ - 2 Ah(t) Qih(t) - j P e“dfdg
h=1

0
nach ¢ fithrt zu den Beziehungen
a, kL 1 /a\
2 NV AN Dy (x) = () [U - 8) e
e = S AP e) = () a0 o
— 1 N (iﬂl) (— Oy IF (g 4 f) 1=129, ...k},
i(w) i"";“]l /1—-—-‘]_ b < H . »

aus denen man fir ¢ = 0 das in den @,(z) lineare System

- 1 & f—1 8 el .

Z;“@;h(ph(w) i "'*”'Z & ) (=&)Y, =1,2...,%k (18)
he=1 ‘I/(LL') A=1 —'—1

ewinnt, welches die I'unktionen @,(z), (h=1,2, ..., k) durch die
g ’ h
Uberlebensordnung und deren Ableitungen bestimmt.
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k
a) Talls i/li + 0, lassen sich in a,, 4 = DU A,(t) Dy(x) die Funk-

h 1
tionen @ »(@) mittels (18) eliminieren; man erhilt

(@) a7 A Ay) .. A0
i) (. Gyg Qe
V'(x) —o6l(z) Ay Qg o,
V(@) — 280 (z) + 82U(x) ag ag, ay, | =0
\kW k—1 . k-4 7(2-1) . |
LJ ( T ) () )y ay s
A= Al |
Sind 97, — | A und W, (1), (= 1,2, ..., k) die zu den Elementen der

frsten Kolon

ne guhowndon Unteldotermmanten dann schliesst man

aus der nach der ersten Kolonne entwickelten Determinante

I

A g+ S 000 5 (7 o = o
p=1
a
uf \k I ,1_1 A . IZ(A 1)(33)
R 5.“ QI i
=1 A) ;Z—; (a—1> “j ()
oder, nachdem wir Funktionen y,(t) durch
. . (— 1);{_1 \ H ) u—Aa —
ya(t) = Al 2 A(Zml A1) (14)

definiort haben, auf den als Normalform bezeichneten Ausdruck

%Mu

ZJA

(15)

Der sich auf \A[ = 0 beziehende Teil des Satzes ist damit bewiesen.

b) Aus der Liosbarkeitsbedingung fiir System (13),

R Aoy Uy .. g Wy Ol » » = i U(z) —dl(x)
ang | . . . | = Rang . : :
k ] 1
y e kA 7(A-1) (.,
Uy g - - - gy, Uy g+« - Oy L (1_1) (—0)" "0 ()

A=
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@yl = 1< i

.

schliessb man zuniichst, wenn |4 | = |ay,| = 0, Rang | _
vorausgesetzt wird, dass [(x) eine lineare homogene Differential-
gleichung (k— 1)-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten erfilllt:
Der Rentenbarwert a,; st mithin nach Satz 1 bereits durch

T
fi—1 .
7l — \Y 1 4 ; Dipe i aprd 1 ) - ’ Tl
Gy = >, A,(t) @y(x) gegeben. Dieser Darstellung entspricht el
h=1

System (13) mit der Determinante |4 ‘,c_t, die verschwindet, falls
r<<k—1 ist. In Verbindung mit der Losbarkeitsbedingung fiir das

lineare inhomogene System (13) lisst sich nach Satz 1 die Glieder-

zahl der Barwertformel solange verringern, bis man

byq = DAt Dy(x), mit |A[T = 0 erhiilt, also I"all @ eintritft.
h=1

Satz 8. Die Funktionen ,(t) sind lineare Transformationen der
A, (h=1,2,..., k). Die Transformationsdeterminante hat den

Wert r—j—r—, (14| £ 0). Fiir die Anfangswerte yiD(0) = y,, gil

A l

(“’_ :l) (=) =k,
yih - h_—l
0, i< h.

Bewers: Wir substituieren den durch Entwickeln von

Aty Ag(f) oo Al
Ugp Qg “mn
a/.«'.—l,[ “;hl,z e aﬂ-"‘l,k

pprg Qg o0 Gppgg

lyy (Ura vee Uy
sich ergebenden Ausdruck
k

Wyll) = ST (=) A, A, f) = (—1 S A, ALY

y=1 p=1

in (14) und erhalten

k_“ : H— —h A v £
w® = 33 (7)) oy 4.
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. A .
Wir beachton, dass '“ff-p-- = a'* 18t und setzen

—1
(70 o8 = s ] = D 9

der /usammonhdn” zwischen den Funktionen (1) und 4,(t) erscheint
dann i, der Gestalt

\4

I
Y(l) = Zl (Z &¥a, ) Z A (¢ (16°)

und kann alg Matrizenrelation

Y =Td08); &= A2D, (16"
(1) A,(f)
(4 At _
Y = _;ya,() , A@f) = 3_() geschrieben werden.
o R0 Ayt
') Aus 1 gyl m—1
s - - m-1 — - m-n
o) =y (4g) O+ 0 = (1) 0+ 8
m‘ m—1\ (A —1 m—i. A-n ;
B T
®rgibt sich fiix &-» — 0 die Nullentwicklung
0“’(_ (S’m) - Z (KL e ) 5m A (l :) (*_ (S)z_ﬂ = 6mn- (17)
=t

Nach (17) bestimmen daher die Illemente

dip = (;; ) (— )" und di* = (i B l) 5, dipd = dq,

Mverse Matrizen; beispielsweise ist fiir & = 4

1 0 0 0
1—1 - —0 1 0 0

D= “diﬂ” = (h . 1) (— &)+ I 52926 1 ol’
& 36 —80 1
1 0 0 0
3 o 1 0 0

D—l = Hdbh ) (Sb_tj = (52 2(5 1 O .
5 36° 34 1
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—= 1 Findlich
4]

Wegen |D| =1 wird |T'| = |T| = |4~
erhilt man aus (16") durch Ableiten nach ¢

. k k_‘ . k ’i; —1 ih
’yg:)(()) ==Y = Z Z @’ Cl,uh t;y = 2 512,1; d,uh = dih = (}l—1) (—d 6)

y=1 u=1 n=1

B G, =1,2 ...,k (18)
und | ’/m = | ‘

Durch die Zahlen «,, ia.,ih; + 0, wird die lineare Transformation
T und damit auch die Normalform bestimmt. Umgekehrt kann aus

lhr mlttels A(t) — T*Y(t), 11* — (Tl)—l _ (T—l)f

jede k-gliedrige Barwertformel, in der die Variablen fiir Rentendauer
und Bintrittsalter getrennt sind, hergeleitet werden.

Formel (15) deckt die Struktur der Barwertformel auf und zeigh,
dass das Zusammenfassen von Rentendauer und Zins in den [unlk-
tionen A(t,0) durchaus sinnvoll ist. In Verbindung mit der Differential-
aleichung des Leibrentenbarwertes lisst die Normalform die Um-
kehrung von Satz 1 zu und ermoglicht ung gleichzeitig, die 'unktionen
y,(t) und 4,(t) als Zeitrentenbarwerte darzustellen, ohne die Uber-
lebensordnung heranzuziehen. Sie wird damit wesentliches Hiltsmittel
fiir den geschlogsenen Aufbau einer «Liésungstheorier.

3. Die Differentialgleichung der Uberlebensordnung

Satz 4. Durch die wicht weter verkiirzbare Darstellung

k l(l_”(az)
- NV
din= D00
it A )
AL - ()
wird die Uberlebensordnung U(z) als Lésung einer linearen homogenen
Differentialgleichung k-ter Ordnung mat konstanten Koeffrzienten bestimmd.

|A| £ 0

Beweis: In der aus der Differentialgleichung des [Leibrenten-

barwertes .
a__a a a’x :-ﬂ__

IE

aa; t_l(nwct *l— (S) —1 *’—

sich ergebenden Form

0
) ] — o 1) ] = U B 1)
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“tsetat man die partiellen Ableitungen durch die Relationen

d

o @il = 3100,
d -
at'[l(ﬂ:)dm:"ﬂ] = > G0 ),

%19 ee unmittelbare Folge des Ansatzes (15) sind. Durch geeignetos
Wammentagsen der Glieder findet man die Beziehung
0 o k-1

2%;1

2 ) + 014 (0) — (O] 1 (@) — [32(8) -+ S () —1] ) = O,
i der Yu(t) == 0 vorausgesetzt werden kann, so dass
l(k)(m)mz l/a kl()—’ia?/;_l_l_—l() """ -Ya(t) 1)) — yl(t) -0 (f) — 0
= (D) y(0)
und nach den TFestsetzungen
' yﬂ+1() T 0yl — @ P, (A=1,2 ia_*l)l
= - = ey gl = LS e B 2
1 ]
/I( ) (19)
y ) + 01 1 I
l( /l( ) i ‘[)]u—l 0( )
yk( )
-1
) -+ 3154, 0) (2) = 0 (20)
wir, .

Fine Separation der Variablen in (20) erreicht man durch fort-
8esetztes Ableiten nach ¢. Definiert man

>
P;H,A(t) = — k ?fjv,-tl,ﬁ,@” S, v=2,8,...,k A=0,1,..., k—v), (21)
l)kHV+1,kﬁv-|-1(t)
nd nimmt man an, dass die Ableitungen nach ¢ des Koeffizienten

der héchsten Ableitung von I(z) in der jeweils erhaltenen Beziehung
Nicht identisch verschwindet,

Prvin® £ 0, @ =1,2 ..., k—1), (22
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dann wird durch jede Differentiation nach ¢ die Ordnung der Diffe-
rentialrelation hinsichtlich 2 wm eins verringert; (20) wird durch 7
aufemanderfolgende Ableitungen auf

k—r
> Prpa(®) P(z) = 0 (20.7)

A=0

erntedrigt, und nach £—2, k—1 und k Schritten erhilt man

Pon®) V(@) + P V(@) + Pl Uz) = 0,  (20.5—2)
1(>w+pwm>=, (20.k—1)
o0(D) U) = (20.k)

Aus der letzten Relation schliesst man wegen [(x) = 0 auf
Pull) =0 oder Pult) = Oy,
Pm(t) = Cy Pu(t)
(0 [1(&) + Cin l@)] = 0
1) #E 0

st nur statthaft fiir £ = 1 und fithrt zu einer Dormoyschen Uber-
lebensordnung.
Aus 1'-)11(5) =0, Pyt) =0y

so dass

und (20.k—1)

wird. Die Annahme

hat man nun fiir k>1 aus (20.k—1)

Pu() =0, Pylt) = Cy
und wegen (21)

)' = Plﬂ.(t): (’1 = 0,1)

1520(15) = Uy 1‘322(‘5): }.)21(’5) = Uy ]-.)22(5)
zu folgern. (20.% —2) wird zu
Py(t) [V () + Oy V(@) + Oy U@)] = 0,

woraus fiir k> 2 auf das identische Verschwinden der Funktion Pay(f)
geschlosgen werden kann. Die Annahme (22) kann fiir v > 0 nie zutreffen.



— 439 —

Wiire (22) beispielsweise erstmals fiir » = » vichtig, dann miisste
Wegen (20. 1),

Pkﬁr'k"’(t) U(k-r)(w) + Olﬂrﬂ,k«r—l Z(karﬁl)(f’?) + o O V(@) + Oy, o l2)] = 0,

l(a?) elne  lineare homogene Differentialgleichung mit  konstanten
Koeffl/mnten der Ordnung k—» erfiillen; nach Satz | wiirde — 1m
Wldel&pruch zur Voraussetzung — die Barwertformel bloss k—r
Glieder umfagsen.

Da nun Prc-_;, w10 = 0 1st, miissen wegen (21) auch die Ableitungen
b ), (A=0,1, ..., k—2) 1identisch verschwinden, und die

“unktionen Ly ,4(t) sind Konstante:

Do) =%y (A=0,1,...,k—1). (23)

Dig Uberld)onsmdnuno l(x) hat demmnach der homogenen linearen
leferentlalﬂluehunof k-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten

9a) 4o 10@) 4 ... b, V@) b la) =0 (24)

sthugen. . B -
Qk | | Qk F R 7|~ i1 O ‘|’ My, = 0 (2‘))
186 zugeordnete charakteristische Gleichung.
Die in Satz 1 fiir die Darstellbarkeit des Rentenbarwertes nach (1),
= b ] . i
%o = DV A(l) D,(x), als hinreichend erkannte Kigenschaft der Uber-
i=1
lebensordnunn ist mithin auch notwendig. Es gibt kein Sterbegesetz
mit dieger Darstellungseigenschaft, welches nicht in der allgemeinen
Lﬁqung der Differentialgleichung (24) enthalten und durch Iformel (3)
gegeben ist.

4. Darstellung der Zeitrentenfunktion y,(t) und A,(z)
Satz 5. Durch die nicht weiter verkiirzbare Normalform (15)
k Z(L— ‘ o
Z g)[M@:&@:L&nwmﬂ

Sind die Munktionen y,(t) als Zestrentenbarwerte ewndeutry bestvmmt.

*) Siehe Note auf folgender Seite.
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Bewevs: Wegen (23),
i ( ) Pk—l,x(t) = X1 (ﬂ-: 0,1, 2, ...,k——*l)’

stellb (19) ein lineares System von Differentialgloichungen erster

Ordnung mit konstanten Koeffizienten fiir die Punktionen (6
(t=1,2,...,k) dar

Y1 =—0y —u Y+ 1
7)2 = Yp—0Yy % Yg ’
Yy = Yo — 0 Yy — %9 Yr (27 )
?;’;c = Yy — (0 1 21) Yy
das in Matrizenform Y(t) _ PY() 40 (27u>
mit
— 0 — %, 1
I —4 () -1 0
1 —4 % 0
p I -2 .
"= () I —9 iy | ‘ 0
1 (8 ) 0

geschriecben werden kann. (27) bestimmt mit den Anfangsworten (26)
y,(0) = 0, =12 ...,k

die T'unktionen y,(f) eindeutig.

*) Dag Verschwinden der Anfangswerte
yi0) = A;(0) =0, (G =1,2,...,k  (26)

ist eine I'olge der Voraussetzung, dass (1) und (15) Barwertformeln minimaler
Gliederzahl sind. Andernfalls wiirde nimlich aus
I
- O
tz.5) = 2, 4i(0) Pi(x) = 0
=1

1

die lineare Abhiingigkeit der Funktionen @ () und hieraus, 4,(0) # 0 vorausgesetzt,

LAy

Dy(z) = — %1'?1# ©) D,(2)
und ) = 4;(0) : k-1 _
Uy, 7] = %1 A;0 —_Z;(O)” ()| Di(a) = lef-li(t) Di(2),

die Darstellbarkeit des Rentenbarwertes durch eine (k—1)-gliedrige Formel folgen-
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Da '

Y{t) = PY(), (28)
ist eg naheliegend, das in den Ableitungen

y,(0) = (1), =12 ...,k

homg ene Syst ;
g ystem ) = PAW (28")

mif, angs ;
en Anfangswerten 2(0) = 8, 0= 1% oa:; Ko}

2u 16sen, un( dann durch
t

o) :fz,,,(r) dr, (=12 ...,k

0

uf die Punktionen y,(t) zu schliessen.

Die den Systemen (27) oder (28) zugeordnete Sikulargleichung

4o »p,
—1 r+o O -1
D] = (—1)* —1 r+e Hia| _
O R + o0 xz
—1 r+o+x
(29)

(—=1*[(r 4 ) + 2y (r + ) + ... 2, (r+ ) + 2] = 0
0de
er ‘rk _I__ w, ,r,’c—l _{__ wz?‘k—Z __I__ . _{_ Wy T _’_ Wy = 0 1)

Stimmt nach der Substitution
red=g

Wit dem charakteristischen Polynom (25) der Uberlebensordnung iiber-
®in. Winey a,-fachen Nullstelle o, des charakteristischen Polynoms (25)
futspricht die a,-fache Wurzel r, — p, — ¢ der Sikulargleichung (29).

Tem—

') Die Koeffizienten des nach fallenden Potenzen von r geordneten Polynomes
sind gegeben durch

Ead

Wjemy == ) (i) (33-—1’ Ri-d s ('p — 0, ]_’ 2’ isey k-—-—]_), Wy == 3y = 1.
A

Il

v



— 442 —

Dio diesen Wurzeln entsprechenden Hauptsysteme, {/,(z)} von (24)

und {y,(H)} der Systeme (27) oder (28), sind durch

L) =AM, =12 ...,k

miteinander verkniipft, und zwischen den Matrizen

i m

z=0

=0
bestehen die Relationen

E=DP, P'=R'D, |R|= P|Y.

System (287, Z(t) — pa)

(30)

(31)

entspricht fiir jede Funktion z,(t) eine lineare homogene Differential-

gleichung fk-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten

A0 w0 4 o 7 o) = 0,
s dy D om0} 5

thre Loésungen sind durch die Anfangsbedingungen (18)
zg"‘l)(()) = ?/-S;j)(o) = Y = (1:1[) [~ (3)H = dji: (1 = 1,2,

eindeutig bestimmt.

1) Nach (30) ist

i d -1
Yih = l(dt.) Xh(t)

= 3‘ (”’_L) ()i

a\ ’
= [(dt) V() l
b1 le=0
At

( ! )/Jh(fﬂ)

k

3
> diz o

=0 A=1

mithin 2= DP (31).

N

(32)

k)
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@) Das charalteristische Polynom (25) hat reelle und voneinander
Verschiedene Nullstellen.
p Im Tallo reeller versehiedener Wurzeln o, des charakteristischen
olynoms (25) stellen die Funktionen

t ! X '
et et ek (r, = po,—9)
el ' :
n H&llptsystum dar, so dass

=z, —d] t g] 7] t 7] ¢ e
und 4"(5) =y e’ 7F Cia e _l_ Ed —|_ Cy glk » (b — ]'J 25 teey k)

o | L L | ekt 1
y‘t = ) s .
i bp——— +bg———F e Fly———, =1,9, .. .5 k),
s s Tk
die S ; :
‘f allgemeine Lésung von Y(t) = PY(t) + @, durch eine Summe von
Obrentenbarwerten dargestellt wird. Die Beziehungen

(7-1) s P = j—1
#0) =Yy il tey o ey = (?

T — 1) (=0 = dy,

=1, B ai., k)

blldﬂn firs=1,2, ...,k je ein lineares System zum Frmitteln der

k2 Tnteoes t: 1 e

* Intogrationskonstanten und erméglichen deren Elimination. Man
erhiilt go

at) et gt .. ¥

d; 1 1 TR |

—
~

i Py Ta oo W (33a)

fi—1 f—1

] Jo—1
ey TP w1y

kt

"d durch wiederholtes Anwenden des Entwicklungssatzes

ko k
4(t) = 10 = >, D) d, e
p=1 p=1

Da pt _ RD (31) ist 1), lassen sich hieraus die bemerkenswert ein-
fachen Ausdriicke "
y,(f) = >_‘J o”et, (=12, ...,k (34a)

p=1

1
) 7. B. auch aus

P=oit| = en+ &Y =

)

S (E 1) oa| = Jaitra] = D

A=1




HIld ()rvl . 1 k
o= Stayr), (=12...,k (359
r y=1

v

=
I
=

Yyi(t)

fir die zeitabhidngigen IMunktionen der Normalform herleiten.

I
ult

v

Die Ableitungen #,(t) sind mithin lineare Verbindungen der Fun-
damentalfunktionen e’ mit den Flementen der zu P = [ o}"| kon-
tragredienten Matrix als Koeffizienten. Die Funktionen ;(f) gind
entsprechend gebildete Linearkombinationen der zu den Zinsintensi-
titen —r, gerechneten Zeitrentenbarwerte a;(0—p,) ).

b) Das charakteristische Polynom (25) hat eine k-fache reelle
Nullstelle p.

Die durch Hauptsystem
gt et L. Pl (r=p—29)
und Anfangsbedingungen (18)
P0) = y; = dy, (Gf =1,2, ..., 5

bestimmten Loésungen von (32) ermittelt man aus

:l-/{(t) (3” tert . ik_l Grt
L e
dly; =0, (t=1,2...,Fk
§ r
uy
dhy; (33D)
b et e Fe - V()
1) Beispielsweise ist fir k= 2, a,,77= y,() + a(t) Uy
@
11 L1} :
P = . == i,IP:.R:O— = Tg—7T1>»
Pl — 0g, Pl2 — “Ql’ P2l — __1, P22 — 1,
o= 80 am et 012 = — L 0¥ = b
02— 1 Q201 Q20 02— 01
somit

- _ 1 _ _
() = oM ag(d—o0) + 0 a0 —09) = P QW (0261 1(0— 01) — 01 60— Q2ﬂ’
1

2
- - 1 _ _
Yo = 06y (0 —0) + 0¥ a0 —g) = e [—aq@—o) +ar(d—edl:
&2 1

in Ubereinstimmung mit einem bereits frither mitgeteilten Iirgebnis,
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Zu
i I LG .
o = 3 (le Q) ot ert = Serete, (34b)
p=1 ‘= y=
t
k N e
yi(t) = 2 Qvi [TVﬂl o' dy — Z (’V—l)!gyi(ly—i d)ﬂ(_?‘)
v=1 . y=1
0
— ’i‘ s vt ¢ -1 = 1 . e 1.0 k 3"b
2\ (o) (@), =" Y, G=1,2 ...,k (35b)
folgt,. R

Im TFalle einer einzigen k-fachen reellen Wurzel sind die Funk-
tionen w, (¢ =1,2,...,k) lineare Kombinationen der bis zur
Ordnunﬂ k—1 Ucbﬂd(,ten 7 eitrentenbarwerte

(Iv-ld)”(a__g), ('p = 1, 2, aw iy k),

(), (1 < h < k) enthilt nur Barwerte mit einer Ordnungszahl, die
Brosser oder gleich h— 1 ist 2).

Y Es ist

[ d -1
e o f.h—l ert
# ( dt)

’diﬂl
o= (£ )b

Woraus nach (17)

e d h-1
I 1\ v 1) O - ( ) 1-1 o .
l;’(‘) (h’ 1)' (h—]. r dr T (L 2 h)l
rin =10, (1 <<h),
S ) z h—
Sl () cn

do
on=20, i<<h),

ih 1 i Bk 1 i—1\ g
' “‘E‘;ﬁ'(h_i) (=" ¢ = (,b-ul)j'(hv_l)( Q7" (i=h) (36)
und

1= ot =0, (1>h).

. _
Ferney iy

d h-1 4\t ) toi 1 d\ g | ;
also P =D1R und P! = R'D. (81)

) Wi k=2:  y() = agj(d—0) — o@7(0—0),

) = (Ie)g)(0—0)-
31
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¢) Das charakteristische Polynom (25) hat die Nullstellen 01
(@y-fach), gq (ag-fach), ..., g; (a-fach), oy + oy ..o oy = k.

r, = 0,—0 sind Wurzeln der Sikulargleichung (29), | (D)) 18t
das entsprechende Hauptsystem. Aus einer analog zu (33) gebildetent
Determinante erhiilt man in Anwendung von (31) fiiv die allgemein®
Losung k

gil) = 2 e %), (G =1,2 ...,k (340)
y=1
und ;
k
uh = 3o [ ndn (=120 659
y=1 g
Sie kann, IQMI = P* gesetzt, als Matrixlosung
; - t .
V() = P*yl), Y() = P*[y@)dr |, (36)
0
(1) 2:(t)
Y() = yz.(t) , = Xz.(t) zusammengefasst werden.
Uil 2:(0)

Satz 6. Die Funktionen wy(t), (1 =1,2, ..., k) enlstehen durch
!

himeare Kombinationen der k-Integrale ] x1,(T) dr , welche bis auf Zahlen-
0

faktoren Zeitrentenbarwerte sind. Zur o, -fachen Wurzel o, gehoren die

o, ~Integrale

- T = TT A\ L

ar(6—o,), @) (0—p.), LIDp(d—p,), ..., ([ L&)”((ﬁ——gﬁ)-

S

. v % L ‘ i : 9
Die Koeffizienten der Lamearverbindung sind die lemente der zu 1
kontragredienten Matriz P* = | o" ‘

e
Um nun auf die I'unktionen A,(t) selbst zu schliessen, bemerken
wir, dass sie wegen (16")

Y(t) =T1"4@F), A@)=T*Y({)
und (27") Y(t) — PY() 10
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das lineare System
Aty = T'PT'A()) + TQ = PAQW) +Q (37)
A(0) =0

mif,

erfiillen, welches in den A,(t) homogen wird:
A() = T*PT" A() = P A(D). (38)
Die gy Anfangswertmatrix
[ 4PO) | = |aa]
gehérende L(')'sung‘ der letzten Gleichung wird wegen (36) durch
Al) = T*P* x() = (TP)* ()
8¢geben. Da nach (16")

T = A1D
wad 48] P—=D'R
ist, wird - N m- -1 177 -1 4\
TP = A" R, (TP)* = [(4*R)] = (R 4),
Mithin - -
¢
AWy = (RYAY 4y, A(l) = (R A j (1) dv (39)
0
odey - o o

¢

k k ™
-Mo:Z(“”%ijmm,uztz-wm-wm

ye=1 ‘=1
0

Demmagh fallen bei der speziellen Wahl der Anfangswertmatrix
A=R (40)
die Punktionen A{t) mit dem Hauptsystem {x;(f)} zusammen:
‘
A = %), 40 = [ x@de, falls 4= R, (41)
" G=1,2...,5.

Insbesondere ist fir

Vo= = [0 d = a0—e), )

3
b) @) = ¢, (0 = k): f n@dr = =1 (" a)(6—0). (9)
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Um namentlich das Iirgebnis (41) anschaulich deuten zu konnen,
fithren wir die nur auf die Zinsintensitit 0 wirksamen Operatoren

a a1
G e o —~ YN
i) m< 86) (€ =1, ganz)

und -y -
s = B7,  EP{{(0)} = [(6—5),
sowle deren Produkt

FF = T =8 &=

ein und bilden

Bolds(0)} = Z*(5-—9)

f e dr = (u—1)! (1" @) (9).

Il

Je nachdem A4,(f) einer einfachen oder mehrfachen Wurzel o zugeordnet
ist, gilt dann

A(18) — f%rﬁ)clr_ Tolan@h (=1 (42)
i gu{a”a}, Lml,ﬁ,...,a; a%l)
und
” g & o s J G P
a’x:_l — =l v:].(piv(w) ggi{aﬂ(ﬁ)} R %i %‘1 (Di,,(w) aa a”((j Q)

wodurch die Operatoren &, welche in (1) eine mégliche Operation
an d;(d) symbolisch zum Ausdruck bringen sollen, explizite erklart
werden.

Satz T. Unter der Voraussetzung A = R entstehen die Funkivonen

A(1,0) aus dem Zeitrentenbarwert G;,(0) entweder duwrch Verschicben der
Zinsintensitit oder durch Schiebung und Differentiation nach §.

e die Determinante (12),
A(ty = | 4@,

ldgst sich nach (39) die Beziehung
4]

A(t) .R| /C(H)(” 1 ’

EM

herleiten.
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V() ist Wronskische Determinante des Hauptsystems PAGIE
V(f,) — |R‘ e(?“l'l‘?'z'l'---fwk)t, 1)
A@) = | d|elrtrate 4t 2 (3

wird, A(t) fillt mithin fiir ¢ >0 von Null verschieden aus, falls
MJ 7= 0 ist. Der Sinn der fiir unsere Frwiigungen grundlegenden
Oraussetzung | 4| == 0 werde in Satz 8 festgehalten:

80 dagg

Satz 8. | A| = 0 dst motwendig wund hinveichend dafiir, dass die
i

Barwertformet @, g7 = > Ay(t) Dy(x) micht durch eine gleichwertige mit
. i=1
Kleinerey Glhederzahl ersetzt werden kann.

Der Beweis des Satzes ergibt sich aus der Bemerkung, dass {2,(0)}
dann und nur dann ein Hauptsystem bildet, wenn A(f) = 0 ist.

ke

S, Sterbegesetze, fiir welche Ay = Z{ B;(t,v) V,(x), (k= 2) ist 3)

Bildet man zu einem Sterbegesetz vom Typus (8) den vorschiis-
?‘ig@n Leibrentenbarwert a,.7)» so stellt man fest, dass auch a, 4 die
M Batz 1 fiir den kontinuierlichen Barwert nachgewiesene Darstel-
lungS&igenschuft hat. H.Jecklin und W. Lesmbacher sowie P. Leepin%),
deren  Avbeiten dem Fall a, = A(t) + B(t)q, gewidmet sind,
geben alg Losungsfunktionen Sterbegesetze I(z) = (@ | 7y2) ¢® und

707 -+ my 0y, die mit den durch d,5 = y,(f) + yu(h) i)
estimmten Uberlebensordnungen iibereinstimmen.
1) Die Wronskideterminante V) = ]xﬁf—l)(t) | ertiillt die Differentialgleichung
V() = (Spur P) V(t), Spur P == py; + pag -+ .- + pax = — 00—, =
T e
%) Auch aus A(t) = (Spur P) A@$), P = T PT",
Spur P = Spur P=», + 13-+ ... 4 7.
) %) Im Falle % = 1, ist die Dormoysche Uberlebensordnung I(z) = Ao® einzige
O8ung mit dieser Iligenschaft.

1) «Sterbegesetze, welche eine exakte Darstellung der Leibrenten durch Zeit-
tenten erlaubenn, Mitteilungen der Vereinigung schweizerischer Versicherungs-

Mathematiker, 54. Band, 1954, S.163-168.
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Die folgenden Frwiigungen werden zeigen, dass in der durch die
allgemeine Form

k k

(2) a7 = 2, Biltw) Piz) = D Fi(z) Bylayv)), &= 9)
i:l L—l

erzeugten Losungsmenge die durch
k k

(1) Gy = 2 A,(1,0) Dy(x) = :}; D,(x) {9(_,;){57((3)} , (k = 2)
=l i=1

bestimmten Sterbegesetze (x) enthalten sind und durch alleinig®
Beschriinkung der Argumente auf ganzzahlige Werte hervorgehen.
In den f{ibrigen Iirgebnissen zeigt sich weitgehend dieselbe formale
Analogie, die bei kontinuierlich und diskontinuierlich geschriebenelt
Relationen zwischen versicherungstechnischen Grossen besteht.

Die nachfolgenden Betrachtungen schliessen sich methodisch den
bisherigen Entwicklungen an; wir konnen uns daher 6fters mit eimnem
summarischen Aufzihlen der Iirgebnisse begniigen.

Wir fithren die Bezeichnungen

AB(i—1) = by, (@Gh=1,2 ..., k),

OV G B o AR
und die Grosse o) — (44)
AB, () ABy(1) ... AB,(h) AB,() ABy) ... 4Bk ()
AB (t +1) 4B (t +1) ... AB,c(t +1) | 4B A2By() - AZB,GU)
Byt 1 b1) AByt 1) . ABy 1) ]A"j}l(t)zl"‘Bz(t) B0
B(0) = |by| = | B ein.

1y Die zwischen den Funktionswerten A Bj(i— 1) = by, und den Differenzent
A? Bj(0) bestehende Beziehung

_ . i

bin = A Byli —1) = AELB(0) = (A + DL A By(0) = > (j{_.l) A*By(0)
=1

werde durch B = G' 3, B = BLG, B = |by| = |4 B — 1],

(1; — 1) (=D,

(vgl. Fussnote auf Seite 435).

B =||Bu| = || 4° By0)| festgehalten; G =||gi|| =

=)

ot =g =
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k
Wie bei der kontinuierlichen Rente kann 2,7 = 2, Byt) Pu(z)
auf eing Normalform reduziert werden. k=1

k
Satz 9. Der Barwertformel a,,.; = >\ By(t) Wy(x) entspricht
h=1

o1 lx+k—1
JURRYOR LSS )
A = () l(x)
o+ 1 Uz +r—1
n4(t) -+ n,(1) Uot+d) + .o, - (@ _fi—), (I =r<k;
() I(z)
falls | B| = 0.
7 Beweis beansprucht man das aus
L 1
Aa,q = D\ ABH) Py(@) = - v'l(z + 8 Y
=1 ()

fir = 1, 1=1,2,...,k) sich ergebende Gleichungssystem

k | w ,
NI ACES Z(")-UH e +i—1), 0 =1,2,...,k),

h=1 €

i die Funktionen ¥, (x) in (2) zu eliminieren. |B' =+ 0 vorausgesetzt,
“nn dag Fliminationsresultat

o)) Bald) Bald -+ Bild)
i) by b e by

vle+1) by b o bu |
Plo+2) by b e bu
'Dk—-l l((L‘ _}‘“ k_l) bkl bk2 .o bkk

n
L. Wz +A—1)
e N N e £ At N A
a, |—A=“‘=1b MoK (@
N, et & Dedi=l)
“121771(5) l(l/) 142_1,77). ) D( ) ’ ( )

D=0, =12 ...,K ()
entwickelt werden. all) '

1) A bezeichnet Differenzenbildung nach ¢.
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st |B — 0, so wird das Beweisverfahren von Satz 2 angewendeb
und beachtet, dags fiir eino Uberlebensordnung, welche Losung einer
linearen homogenen Differenzengleichung r-ter Ordnung mit konstan-
ten Koeffizienten ist, der Leibrentenbarwert in einer r-gliedrigen Ior-
mel (2) erscheint 1).

. . k
Die durch 51(5) Zj byﬁ. B#(«f), (/’{ o ]_, 2, — ]‘,) (4:7/)

=1

definierten Funktionen der Normalform entstehen aus den B(t)
(h=1,2, ..., k) durch die lineare Transformation B*:

H(f) = (BY B(f) = B*B(t), B({t) = B’ H(), (47")

Bi() o)
By =| "0 e = ™0
B D)

die Werte ihrer ersten Differenzen fiir ganzzahligo Argumente 5— 1,
(t=1,9,...,k) sind gegeben durch

k e
A i—1) = D P*ABG—1) = S\ b, b = §,,. (48)
y=| v=1

Satz 10. Durch dve nicht weater verkiirzbare Darstellung

B It o st B D@+ A—1 )
%ﬂzzmmﬁgmwlzgmm(ik)’,u>¢o

wird die Uberlebensordnung oder die diskontierte Zahl D(x) als Lésunyg
ewner linearen homogenen Differenzengleichung k-ter Ordnung mat kon-
stanten Koeffizventen bestimmd.

1) Eine Lésung von I(z-r) -+ Pl z4-r—1) 4 ... | P l(x) = 0 isb
z. B. (z) = @, 0 -+ my0f -+ ... + @, 0%; dann wird

LS (W \ Iy i 6%
o) = —— O [ S morte ot = S T an(ey).
T ) %‘o(ﬂ e ,)v 2 Ty ontew)
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Beweis: Die leicht zu veritizierende Relation
PN, —N,, ) — AN, —~N,) = —D,
8eht fitr den Ansatz (45),

N N t_'D x”—Z’rM .’Ll—ﬂ.wl),
unter der Annahme () 7 0 iiber in

In einem zum Beweisverfahren von Satz 4 analogen Vorgehen lisst
Sich zeigen, dass die Koeffizientenfunktionen

I — Eﬂl(t—l__l)__%(t) A=1,2 ..., k=1,

() ’ )

den Differenzengleichungen
AIT, () =0, (A=0,1,2 ..., k—1)

o . s . g rrahlioe e nie —
8eniigen, mithin — wir beschriinken uns auf ganzzahlige Argumente
Konstante sind :

ﬁa(t) = —wpy A=0,12 ..., k=1). (50)
Die Funktionen D(z) und I(z) erfiillen daher die Differenzengleichungen

Yo T8 f o, D@ 4 1) + 0, D( +-k—2) + . .. + 0y D+ 1)+ D) = 0

(51)

ung

t(cc+lc) Tt (@ h—1) F sl +k—2) + ... F o Uz +1) o l(z) =0 (52)
i,

wa:fu’l%;“ (/1:1,2,,]&)

') Die Differenzenbildung nach ¢ wird mit 4, diejenige nach @ mit ¥ be-
Zeichnet,
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Dasg Sterbegesetz [(z) lisst sich als allgemeine Liosung von (52)
i der Gestalt

) = (@) oF -+ my(a) 6%+ ... + m(x) oF (53)

oder

i(2) = [mn(x) +amp@) + ..+ 2wy (@)] o] + ..
+ [mp(@) + (@) + .+ 2 g (2)] 0F (54)

schreiben, je nachdem die charakteristische Gleichung
. . ¥ .
a* %10}‘ Lol %20"” L %, 0+, =0 (50)

k voneinander verschiedene Nullstellen o, o, ..., o, oder mit der
1 2 k

Vielfachheit o, oy, .. vy, 00 fag 4 ... Fo; =k, Ausammonfallende

Wurzeln oy, 0,, ..., 0, hat. Die Kocfh/lent@nfunktlonen m,(x sind

1 2 J

periodisch mit der Periode 1 und haben fiir unsere Betrachtungen die

Bedeutung von Konstanten.

Dass auch die Umkehrung des Satzes richtig ist, lisst sich dureh
Substitution der Ausdriicke (53) und (54) fiir I(z) in

8,7 = [(i@)' > Iz -+ 7) v° e

) = nachweisen.

Obwohl die durch die Normalformen (15) und (45) erzeugten Re-

lationen — Differentialgleichung (24) und Differenzengleichung (52) —

welche I(z) als Liosung bestimmen, von wesentlich anderer Natur sind,

enthalten beide Liosungsmengen bei alleiniger Beriicksichtigung gan%-

zahliger Argumente wegen der Gleichheit ihrer charalkteristischen
Polynome dieselben Sterbegesetze 1).

Satz 11. Die Funktionen n,(t) und nyt),

[7:00) = n(0) =0, =12, ...,k)]
sind an der miacht weater verkiirzbaren Normalform

: D(x +1i—1) k Wz +1—1)
fain = D0 p = Sl

als Zewtrentenbarwerte ewndeutrg bestymmit.

1) Sowohl die Wurzeln der charakteristischen Gleichung wie die Integra~
tionskonstanten haben im Sterbegesetz die Bedeutung von Parametern.
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Beweis: Unter Beriicksichtigung von (50) stellen die Beziehungen

(49)

fir die Tunktionen n,(f) ein lineares inhomogenes System von

lefel‘enzeng'leichungen 1. Ordnung mit konstanten Koeffizienten dar:

(t+1)
alt + 1)

on
M t
7s(t - 1)

o~

Efc([‘ ‘|_ l)

oder

mit

M =

Fir die Funktionen

— Wy ﬁk(") 1

Wy _ﬁk (t)

Wird das System homogen:

7a() — w70 (56)
Nt () —ay ()
1) — M 4+ 5
O — Wy, 1
— Wy 0
— W N=|0
1' ﬁc.ul 0
LD — AT, =12 R
Z(t+41) = MZ({Y). (57)

Seine Sikulargleichung

S
—1

0

‘M“‘SEj - (__l)k.

S

0

S

Stimmt nach der Substitution

Wy,

W1

Wy || (“1)k(-gk+w1skul+---‘H‘)k—13’|‘wk) =0
‘ I 1 wl "}" S (58)

M6 dem charakteristischen Polynom der Ditferenzengleichung der
Uberlebensordnung iiberein.
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Die k linearen Ditferenzengleichungen k-tor Ordnung mit kon
stanten Koeffizienten fiiv die Funktionen £ (f),

E(b+R) + o, b+ k—1) + .. 4 o, G+ 1) + w8 =0, (60)

_ _ _ (t=1,2, ..., k),
sind System (57) dquivalent ).

Die zu (60) gehdrende charakteristische Gleichung (58)
Sk _Eq ¢ Sk-»l 7|_ 7|ﬁ 5 _I__ e )
. 0y s = W ygS by =

ist durch (59) mit dem charakteristischen Polynom der Uberlebens-
ordnung verbunden; mithin miissen zwischen den Hauptsystemen
{A,(x)} von (52) und {2,(H} von (60) und (57) die Relationen

@ =udll; =12 ...8
und zwischen den Ilementen der Matrizen

5 = sal = 261

, &= ”%h“ = ”A-}a(i”“"l)|’

1) Um diese Aquivalenz einzusehen, schreibe man (57),

St 1) = — i G 5 (57.1)

Calt + 1) = Cu(t) — g1 Ci(t), (57.2)

Cilt+1) = Cpa() — w1 K0, (57.k)
in der Form

G+ 1) = — wy Ci(t)

it +AF D =G+ A —wpallt+ 4, A=12,...,k—1)

und addiere beidseitig; man erhilt

k
Elt 1) + Dlwalit+k—2A) =0, also (60.K).
A=1

Setzt man darin gemiiss (57. 1)

1
G) = ——Cit+ 1),  so folgt (60.1).
Wy
Die iibrigen Differenzengleichungen von (60) ergeben sich, wenn die durch (57.2),
(57.8) usw. festgelegten Ausdriicke fiir ¢,(f) der Reihe nach in (60.k) eingesetab
werden und man die bereits nachgewiesenen Relationen fiir Funktionen mit nied-
rigerem Index heranzieht.
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u : . .
nd ihren Tnversen die Bezichungen

i1 ih h-1 ih 1
S, = o, g =g 61
bestehen. # ih 2 ) (61)

Wenn {Q,,(t)} ein Fundamentalsystem bildet, lisst sich jede fiir
uns in Betracht fallende Losung von (60) durch

Gll) = my Q) + w200 + ...+ 200, @E=1,2 ...,k
daI‘Stellen. Die durch Vorgabe der ersten k2 Funktionswerte (48)
C—1) = oy, (4 = 1,2, ..., k)

beStimmben Lésungen sind nach Blimination der Konstanten s, in
der Giegtal

L) Q) Q0 .- Q)
Oy
O =0, (=12, ...,k
. S‘ul'
6/573
“Mgebbar, welche nach ¢,(t) auflosbar ist:
k
L) = D20, (=12 ...,k. (62
T y=1
1 Aug Sui gt — pr—1 O i b — (S,uh
le
folgt, O g st = iy sM = sih = Z Pl it § g, == 1L g,
— =
Mit Hilto dor Matrizen F;
(v O
I'= llyal = [oao" | = vt ’

A et e B I
0 R}
Kbnnen Relationen (61) in einer (31) analogen Form als Produkt geschrieben

Werden
en S=I% , §l= Jar- } (61)
2=r1s, ‘=8I
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a) Das charakteristische Polynom (55) hat k voneinander ver:

schiedene Nullstellen oy, oy, ..., 0.

s, = vo, sind einfache Wurzeln der Sikulargleichung (58); di®

Funktionen i t
8lv8ds wevnihs (s, =vao,)

bilden ein Hauptsystem, fiir welches

11 ... 1 )

§ =% S Sl S = J[(si—s) # 0
: ! : i1

| S]f—l Slzc—i o S‘Ir;-—l | (i>h)
1st. Man erhiilt aus (62)

t—1 k -1 k

nilt) = > 0(@) = 28" X 5y = > 8"a,(s,)
7=0 y=1 =0 =1

und unter Beriicksichtigung von (46) und (61)
2
n(t) = D\ d"an(o,0), @=12 ...,%k). (63a)
p=1

Im Talle lauter verschiedener Nullstellen der charakteristischen
Gleichung sind die Funktionen 7,(f) der Normalform mit den Flementen
der Matrix 2'* = a’“’“ als Koeffizienten gebildete lineare Verbindungen
der Zeitrentenbarwerte a;(o,v), (v = 1,2, ..., k) 1).

HTr kb = 2,

z+ 1) _
az. 1] = M) + nald) — e [z) = AL 0%+ A20%]
5= - —
gy 09
At — 2 L — o, B L S kN L o® i g
damit

1
b)) = Gz;b”[agﬂ'z;(alv)ﬁcl Ag(ogm)],

1

1
o) = - [—ag(oyv) + ar(0gv)]-

1
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b) Das charakteristische Polynom (55) hat eine einzige k-fache
Nullstolls,

s = vo ist k-fache Wurzel von (58),
sty tst, 2st, .., st

dag dazugehsrende Hauptsystem fir (60), so dass (62)

k
é—i(t) — Z‘J Svi tv—l St,
p=1
_ k . f:l
ni(t) _— 1 Svt A Ty_lf)t
y=1 =0
ung
k =
2, Mt (= 1,2, ..., k) (63h)

1
V y n i = ; 0
Vird, Dig Summen >' 775" sind — allerdings nicht im iiblichen Sinne

1:==0
(] ) " . 3 = 1
lefinjorte — Zeitrentenbarwerte hoherer Ordnung, die sich jedoch auf

die Barwerte

(Ina)”(s) —_ N (’nﬁlﬁ T) 37, (',Vb == (), 1, 2, ),

(1%a);1(s) = ay(s),

auriiclefis : .
Wickfithren lassen. Man bilde hierzu aus

T R M =S W ()
= . Aﬁl

die Fol(re
& ] t+4i—1 :
= Am 1"‘,“1 e >1 ”1< I’{___(,n )’ (’I}I, = _1, 2, ey %),

A=m

Welche fiir § — 0 das in den ¢, lineare System

—1 , m
[Am-l tnul_-]t=0 — mn Z C’M ( ) = Z‘ C-,;A Q‘l

A=1



oder A= CGY,
G =lgml s 4 =4 D € =]Crul D
bestimmt, dessen Liosung O — A
oder
A—1 y
mn Z; Aﬁ.m Y = Z ( b—-]) (—1)2 nAJ.m
A=n -
-1

betriigh. Nach (64) sind die Summen >'7"!s* Linearverbindunge?

==
von Barwerten bis zur Ordnung n—1, deren Koeffizienten lemente

der Matrix € = A" sind 4):

1) Vgl. Fussnoten auf S, 435 und 450.

tv—l

et =t =D Ay

=T ist erzougende Funktion der Zahlen Amni
v=1m *

ihre Ermittlung aus [A™-1 1], fithrt zu

m m .
L m—1 ; ¥
A = X (— D (’j{_ ) (m—Ayt =) (1*1) (— A A—1yt.
A=1 A=1 ‘
1 0 0 0 0
0 1 1 1 1
”Aan =0 0 2 6 14
0 0 0 6 36
0 0 0 0 24
3
) 1 0 0 0 0
- 1 0 0 0
|Con|=|] 1 —3 2 0 0],
-, | 7 —12 6 0
1 —15 50 —60 24

m

ingbesondere ist C,,,, = (m—1)! und Z €y = 0.
r=1

m
1) Unter Beriicksichtigung von 2 Cy==0

y=1
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urch Finsetzen dieser Beziehung in (63b) gewinnen wir

k k
it = 3 (v i Uﬂ> (' a);, Z OH(I ) (o),  (66)
A==1 y=] g
(6 =159 2: 5 )
mit \
hi Z O'W.Ovh, 0% — HOMH
p=1
odey
0% = XN*(C = J*A'G. . (67)

p Ist ¢ einzige k-fache Wurzel des charakteristischen Polynomes,
ann sind die Funktionen 7,(t) der Normalform Linearverbindungen
®tweder dor Summen

11 -1 -1

(2) Z 5%, Z T8 155 Z ST, (s = o)
T=0 =1 Ted]

oder (ep Zeitrentenbarwerte

) ag(ov), (La)gov), ..., (F'a)g(ov).

Dig Koeffizienten sind in der Darstellung nach (a) Hlemente der Matrix
5% || o' t| , in der Darstellung nach (b) Elemente des Produktes
W=Ieaa < oy

") Im Fall ; = 2 gehiren zur Doppelwurzel ¢ die Matrizen

1 —1
Yo 1 O, ¥ == 1 mit{o‘.u,lzo',
oo 0 -
%0 dass nach (67) |
2 —1
0% —= 1 1
o 2
und nggh (66)
M) = Qaﬂ(crv) —— (I;l)ﬂ(au) ,
Hll) = 1 [—agj(ov) + ) (ov)],
algo ¥
Ke+41)

. ] = 205 .(ou)~(1a>t|(au>+P[—<u|(av)+<1d>c|(cw)] @)

wird,

32
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¢) Das charakteristische Polynom (55) hat die Nullstellen o1
(ae-fach), o, (ay-fach), ..., o; (-fach), «; oy ... oy = k.

s, = vo, sind Wurzeln von (58) mit entsprechender Vielfachheit:
Nach (62) ergeben sich die durch das Hauptsystem {£2,(2)} begtimmben

Lidsungen zu v -t
ni(t) = D18" D\ 2,(x)
y=1 7=0
und & -
n) = N N0, (=12 ....k; (63
y=1 =0
2,(t)
sie konnen, 20 = 2(8) gesetzt, in

2,1
AH(®t) = S*Q(t)

'_111(:1 S e S S P
H(j) — Z* (2 Q(r)) — 3 (Z* Q) (63)

ausammengefasst werden.

Satz 12. Die Funktionen n,(t) der Normalform entstehen dwrch linear®
i~
Kombination der Summen >\ 2,(7) ; Koeffizienten dieser Linearverbinduny
=0
sind die lemente der zu X l;o'nt?'agreclde'rbten Matrix 2* || o™|. Die Girossen
i1
D1 80,(x) sind threrseits lineare Verbindungen von Zeitrentenbarwerten:

7=2()

Zur o,-fachen Waurzel o, gehdren die Swmmen
-1
D8 = ag(o,0),
7=0
-1
T% 78" = —ag(0,v) + ([a);(0,v),
1
) 1'528’ = aj(0,v) —3([a)g(o,v) + 2(11a)5(0,),
i—1 %y
Nyt = S0, (A, C= 40
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Um die TPunktionen B;(f) darzustellen, beachten wir, dass die
ABi(t) wegen

W) AH@) — B*ABW — (B ABEY, ABE) — B AHY

wd (57 e o
AH(L 1) = MAH({)

das lineare homogene System

AB(t+1) = B'M(BY* AB(t) = MAB(l) (68)
orfiillen, deggen Sikulargleichung
= (1)} "+ o w5+ w) = 0

:nig (58) identisch ist. {£2,(t)} ist mithin auch Hauptsystem zu (68)
d die (yret
e ABy(i—1) = by,

fM*sEy = | B' M(B')"'—sE

fesﬁgelegten Lésungen sind durch die Determinante

BA) @) Oal) - Q0

by

o -
by

oder dyyeh

k I
AB(t) = > (Zs”" bm) 2,0, =12 ...,k (69
y=1 ‘u=1
80geben, woraus "
I

By(t) = i‘,( s”‘b#,i) SQV(T), (=12 ...,k (70)

0
v=1 ‘u=1 =0

nd die (39) entsprechenden Ausdriicke

t—1

AB() = (SB)Y Q@), B@t) = (S'B)' > 2@ (70) 1)

=0

‘ 1) -AL'ICh aus (63), Aﬁ'(t) — S*Q(t) und (4’7”), Aﬁ(t) = (Bl)_lAB(t): durc-h
Blimination von f1(ty: A — B'S* () = (S B)' 2).
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Formel (70) lehrt, dass fiir die besonders naheliegende Wahl der

Antangswertmatrix B, B_g (71)
die Losungen /B;(t) mit dem Hauptsystem {£,(2)} zusammen fallen:
-1
ABl) = @), Bl) = 2,20, (72)
=0

il B=8, 6l = 1L, %" cuns i) -
Insbesondere 1st fiir o

-1 ‘
a) Q) = s, (@, = 1)t B,[t) = >\ 57 = ay(o,0),
7=0
) {1
b) Q1) =1 (e =k): B,t) = D s Zo (1#' 2)1(0v) -
7=0 pu=1

Auch bei der diskontinuierlich gerechneten Leibrente ist eine
Deutung der in (2) enthaltenen Symbole Gy moglich. Man betrachte
die beiden nur auf den Diskontfaltor v wirksamen Operatoren

a a1
(ﬁa—( 8@) , (ailé’ ganz)
und | 2 -
G, =p ", B=>0),

der eine Vervielfachung der Variablen » erzeugt,

o G {f(0)} = f(Bv) ),
und bilde das Produkt
(B“G% (BﬁGi __(5&) (5$== G%-

Aus
T G,{a0) = aglo),
SRS I <
(5’“{3-[(('0)[ = (’U 31)) f\_JOU TZ‘OT# - W= 1)

schliesst man auf

B  [OAa@ =
n Gilag®), (=12 .., a=1. (7
a a 100ﬁ)v y)(o) a 1'"‘
.. uloo"B)" (O) 5l = f X0) -

= i = —— (Bv)* = f(Pv).
.u;u;o v! ,L.',' ,Z’o w! (6 f(fo
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Satz 18. Die Funktionen Byt) sind @m Falle B =S Produkte
Gi,{arl )} und (ﬁf{aﬂ (v)}. Die Operatoren sind den Nullstellen o, des
CRarakteristischon Polynomes der Uberlebensordnung n dem Sinne zu-
Jeordnet, dass einer einfachen Nullstelle o der Operator ®,,, der «-fachen
Nullstelge o die o Operatoren &, (u = 1,2, ..., a) entsprechen.

In der Theorie dor linearen Differenzengleichungen: wird gezeigt,

dass die yym Hauptsystem (Q,()} der Gleichung &i‘) Wy L+ ) =0

geh‘ﬁl‘ende Ditferenzendeterminante () = |95l 4—1) der lingaean
Ielc.hung Wt + 1) = (—1)*w, W() _

SONlgt und dass ein Hauptsystem dadurch charakterisiert wird,
495 W) in keinem Punkte eines beliebig gewiihlten Intervalls
h<i< ty+ 1 verschwindet ).

D
" asw = @y

. 3 " 1 Al
Wird aug {.Qv(t)} ein weiteres F'undamentalsystem durch lineare Trans-
Ormation erzeugt, fiir dessen Differenzendeterminante

i) = |AByt +i—1)| -

Wegen B}
Nt 1) = (~1rodl), o = Dins... s

big

auf eine periodische Tunktion die Darstellung

. '195 = {518 -"Sc)tﬂ(o) (74)
tiohtiy iy (€) = (5182 - 5

Sabz 14. 9(t) £ 0, (t, <t <t, | 1) ist nohwendig und hinreichend
dafiir, dass g Barwertformel (2)

k
A7) = Zl =) B,

nicht verkiirzbar st &),

. Y Btwa N. E. Norlund, Differenzenrechnung, Julius Springer, Berlin 1924,
. 275,

®) Bei Beschriinkung auf ganzzahlige Argumente geniigt’, die Voraussetzung
H(0) + 0.
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Beweis: Dass durch 9(f) £ 0, ({, < t<t, 1-1) die lineare Un-
abhiingigkeit der Funktionen A B,(f) in Z I(x) W,(x) A B{(f) charakteri-

siert wird, geht aus den einleitenden ,Bomm kungen zu Satz 14 hervor.

Aus der Identitit

Z By >: WV (b —1)

=1 =1
schliesst man mittels (47) auf
L1 5 B
Wz) Wiz Z by (z fu—1) = Zli 1b”‘?)“"l/lj.(w + u—1)
= j=1 p=1
und hieraus in den Fillen
a) A(x) = oj aul
k k
o) V) = D)2y (D b7s,,) o, (75)
j=1 p=1
Lat
an) fir B = 8:  Wz) = 0%
()
b) A(z) = 27" ¢* aut
k k k . ?'77 1
U(x) W) — N2, Z( s, )( Bhlats (76)

1 1 S . 1 1 A 1 k‘ j——' 1 1
b fie B S W) = S, (%__ 1) i,
Mit {,(1)} ist auch {,(z)} Fundamentalsystem. Die I'unktionen
l(x) W,(z) sind nach (75) und (76) linear unabhingig und konnen daher
keinen Anlass zur Reduktion der Gliederzahl in (2) geben. — Auf den
naheliegenden Beweis der Umkehrung soll nicht niher eingetreten
werden.

6. Beispiel: Der Fall k — 3

Unter den zu den Barwertdarstellungen

() (x)
i( )’ + QjS( ) N

(1) Oy = Yal) + vat) - I(x)
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und a1 Wz + 2
(2) Az = M) + ma(f) ( F) + 75(t) s 2
I(x) i)
8ehorenden Sterbeformeln, die durch
(24 1y 1’ ’
. V(@) o (@) + 2l (2) + pl(e) = 0
5
(52) o + 8) + e, U 4 2) + 202 + 1) + #5l(x) = 0

Asoera . . .
ch sC%eichnet sind, wihlen wir Jene, welche zu reellen Wurzeln der
rakteristischen Gleichung

(25), (55) 8 a8l oy =0

gz&oﬁ}i‘?-'gus%r’dem werden die Ausfiihrungen auf die Darstellung
all de, LEL .unktlonenh y,(t) und m(t‘) cler Norfnalform iwls Sonder-
entSpric};f blemt-l)men. Lsungsformeln (36) unFl (6-3) beschmr.lkt. Dann
‘Tmitfel das .B.estumnen (_ler_ Bzyrwertfunktton m xvesel'ltll?}len dem
Nemer mversen Matrix. Durch Ausrechnen der Grossen

¢

1 1 &1
—— | fx+)v°dr und —— O Uz +7)v°
i(z) i) 24
0
fﬂr erS b P . . epe t T .
; 48 betretfende Sterbegesetz ist ein Verifizieren der Frgebnisse
\ .
Jederzeit moglich.

l) e — - - ST r il il i
Fundamentalsystem
e 0 ler Uberlel ’
er cha(.}'lakt}oristischen cor - dgfl:g;en& der Zeitrentenfunktionen
leichun
g (A, ()] {x.,(t)} oder |.Q,(£)}
S A
- 02 ‘/{‘ 93 } 1T, g2 g0u¥ e, e'rt, €', (ry = Qb_'“a)
o S S ’
1 /'" 62 —/— 0'3 E O"’f, O'Ei,:, U?; Sf! Sél S;.L;J (S’I: == ‘UU?;)
b)
01 0y = 03 = 0 | 0T, et 22 el GH, te”, 2 ert, (,r = g— 5)
0y = . , ¢ P
1 Opg =03 =0 o,  xg®, 22 g% 3!, tst, 2 St’ (s = v0)
Y s
) 01 7 g,, 02 = 03 et 02T gele® | gril er2l feral

/ t ¢ o
of, of ol | st of sl
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a) 0 :/: 02 F @3 Oy o 0'275&”‘7731
[l(x) = 4,€°" + 2,69 + 456" = ;07 + A0} + 2305

1 1 1
Die inversen Elemente der Matrix P = |01 02 03,
2 2 3
9y Q03 O3
H_Qih | = (03— 02) (03— 01) (02— 01)]
ermittelt man zu
oll = Q302 i 0¥l = 031 D p— CELE N
(05—01) (03—01) (05—05) (02—01) (03— 02) (03— 01)
o2 = — %+ o, o® = 03+ 01 82 . ,QZ.._—,F.?Q{//’
. (03— 01) (02— 01) ’ (03— 02) (02—01) , (03— 09) (93"91)
013 = N 1 e e 1 . JE— ! ey
(93_91) (02—01) (03—09) (02—01) (03—02) (o: "Ql)

Nach (35a) ist dann

0302 - 0301
) = 2 (8—gy) — (3~ 00
8 (03—01) (92“91)_ ) ! (03— 02) (02—01) i :
0901 .
R s
(03— 02) (03—01) 'l
03+ 09 . 031+ 04 -
Y t) PSS S — ) fO (6_0 ) _I_ s a0 — Q')
o (03—01) (02—01) i [ (03—02)(02—0y) e|( ’
02+ 0 .
— e S aA(a__QB),
(03—02) (93—91) ‘
0 L an(s-e) (60
Yalt) = — — Ap\0—0y) — ;75— Ay 0
: (93"01) (02—04) I ! (03—09) (02—01) : ’
! i (0 —03)
- —— - [ — a’"' — 3 .
(03— 02) (03—01) '
1 1 1
2 = |01 Oy 03| gibt zu gleichlautenden Ausdriicken fiir ihre inversen

o o5 oyl
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Blemento Anlass, so dass nach (63a)

0307y

"= tormad o) 21 a0y
E e N
(03—0y) (03— 07)
oyt _ %o '
Tl = (03—04) (03—0y) i (03—0y) (02—04) e
_, ay1(o3v)
(03—02) (03—07)
1 1
[ A o R N A el
1
T oo (oo 1%

z) = (4 + Aoz + Ag2¥) e = (A + Az + Aya?) o].

' 1 0 0
Die Matrizen P — o 1 0|, (’ le = 2)
e 2¢ 2
und 2
L &
2

e || 1 —p

fiihren bej Anwendung von (35b) unmittelbar zu
Yit) = dp(6—0) —o(Id);;(0—e) + o*(LLA);(d—0),
Yolt) = (Ia@);(6—0) —20(LLd)(6—0),
yolt) = (ITa), (5—e).
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Bei diskontinuierlicher Darstellung des Leibrentenbarwertes hat

man neben der zu
10 0

| |
Zle o o (on =20
a2 202 442

| 3 1
1 — -
2 2
: : 2 1
kontragredienten Matrix X* = || 0 s e
o o
1 1
0 Tog g
noch die durch (67) definierte Matrix
3 —3 1
3 5 2
G — o o o
1 1
o? o? o2

zu bilden. Formel (66) gibt dann
m(t) = 3ag(ov) —3(La), (o) -+ (L1a),(ov),

1 , :
o) = -~ [ 8ag(ov) 1 5(la)y(ov) —2(I1a)y(0v)],

1
ns(t) =, [ag(ov) —2(1a);(ov) + (L1a);(on)].

-
C) €1 F Q2 €2 = 035 0y F Oy, Oy = 0y

[U(z) = Aye®® - (A - Ay e — A, 07 + (A + @ dy) 03]

i
Setzt man die zu P == | ¢ ) []Qm\ = (02— 017
0
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gehorenden inversen Flemente

911 = — Qg B "’ 21 ——— — Ql(zfgzj_?%)_ ’ 931 g ’*Qg,gl y
(92"‘01)2 (03—01)" Qa—
ol — 202 L o= L i 0% = et ,
(02—0)* (ea—01)* 0201
1 1 1
913 — ____2__’ 923 - ___2_’ 3B
(92—91) (02—01) Qz &1

0 (35¢) ein, so erhiilt man

Wty — 1 ;
1(t) '—~[92a:|5 01)—01(202—0y) gy (0—02) + 0201 (02— 01) (L d)7;(8—05)],

(92 01)
yg(t) — 1
(9259 [ Qé’e.au( 01) FZQaa'u(a 02)—(05—0D) L)y (‘3 92)]
Yat) = i
92 Q [at| —0 ——a,,(é 02) + (02—01) (Ia)ﬂ(‘j“'é’z)]-
_ L1 1
Die durch ¥ — oy 0y oy .l %' == 0y (0y—07)?] bestimmten Flemente
o? o2 205
ol — 03 . G 0‘14(20’2_02.1_)_., o3l — L ’
(C‘z 01) (0p—01) Ga—07
i Hw - o e 032 — — Gt oy ,
(03—09) (02—04) ay (0y—0y)
013 T s _..,:,1 - 23 . ,1 0'33 _ 1
T L Ul yo—0)2 oy (0y—0y)
(03—0y) (03—0y) g \Tg— 0y
d - Koeffizienten in (63¢); unter Beriicksichtigung von (65) wird
1 | ,
) = - (or_anps LA (00) 01 (Bon—2)an(030) 01 (0—01) (L o30)].
o

1

" :7(0‘2 o [ 2023”(011)) (‘«}()'2#(;1)8_”(0'2) (03-01) (1) (sz)]’
1

Ma(t) = .,(,7__2 ~— = - [o3841(0y9) — (205 —0y) A7 (020) + (0a—0y) (I2)71(0y0)] -
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Abschliossend stellen wir in einer Tabelle die Tunktionen @,(@),
(x), sowie A,(t) und B(t) zusammen, die sich in den drei betrach-

Vi

teten Fillen fir die Annahmen 4 = B und B = S ergeben.

o B ) ) - - o o o o - o o )/,/
D;() Vi) A;(t) By(t)
b e B o o . o o R - - - —-’/
2, €01 A0
e i Gy (6—o; agi(o;v
() () tl( 0;) t|( )
(i =1,2,9) (i=1,9,8) o
1 ar(0—o) agi(ov)
Ay + 22 _
= (L@)y(8—0) —ay(ov) -+ (La)7 (o)

A+ Ay Aga?

T 2(LLd); (0—o) a,—l(av)—:-i(la)ﬂ(av)—i—(I-[a)Tl(ﬂ)

. - e snvelle o cugs _,///
A, e A0} |
o | T | e a (o10)
(Ag+A3z)e® | (Ag+ A5 ) 0
Ay e%8® Ay03 i
W | ae | @n0-ed —ay(o0) + (L) (o0) |
I e
* *

In unseren theoretischen Frorterungen wurden wir durch die
Absicht geleitet
— zu zeigen, welche Kriterien eine Sterbeformel zu erfiillen hat, damit
eine Darstellung des Leibrentenbarwertes durch Zeitrenten mog-
lich ist,
— darzulegen, wie diese Zeitrentenfunktionen zu bilden sind und
- welche inneren Zusammenhiinge sie mit der Uberlebensordnung ver-
kniipfen.
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Aufgftf If.rzlnlgt;sch.e Anwend.bm'lieit der FKrgebnisse wurde in .unsrerem
vt do ‘Bi,c 1 ?életlcllttzt. Wir mochten aber festhalten, dass die Kigen-
aut nahe](irwfn tformel, Alter und _l?ente‘ndauer getrgnnb 7l onﬁhalt.en,
R Makehege{ldg Anwendungen hl-HW(')lSt'. Aufzh.dle Approximation
von Uho &;nbﬂStgrbeformel c-lul'::h eine glelch.mass.lg k(_)nvergente Fglge
tUng e ; e;bord_nm.lgen mit ]‘mgens_chaft (1) zeigt, in .Welcher Rich-
Fassor hofft]el' raxis smnvolle Hrgebnisse au er‘_.varten" sind. ].)er.Ver-
Nach o T Fheoretlseben B.etmcl‘l-tungen n oll'ner spiitern Mitteilung
praktischen Seite hin ergiinzen zu konnen.
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