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Evolution récente de la théorie mathématique
sur la distribution des revenus

Par Ernest Katser, Berne et Gendve

Une science en pleine évolution, telle apparait aujourd’hui la
théorig mathématique sur la distribution des revenus. (Cest sous ce
Vocable que nous entendons placer les lignes suivantes qui serviront
de base & la conférence que nous aurons '’honneur de présenter lors
do la céléhration du cinquantenaire de notre Association. Or, ¢’est
Précisément pendant les derniers deux lustres de son histoire qu’a pris
Naissance 1'idée d’une théorie de la distribution des revenus d plusieurs
Yariables. (Yu’il nous soit permis de rappeler & ce sujet nos deux con-
frences donnéoes aux assemblées des actuaires suisses do 1946 [11]1)
et de 1949 [12]. Par la suite, en 1950, notre vénéré président, M. le
Professeur Marchand, eut I'oceasion d’entretenir nos collégues des Pays-
léas do ce mdmo probléme [19]. Une premisre théorie cohérente fit
Pobjet on 1950 d’une those présentée sous 'égide de MM. les profes-
Seurs éraud et Linder & I'Université de Genéve [18]. Toutes cos re-
cherches ont 6t6 suscitées par des problémes rencontrés dans les assu-
Tcinnees sociales suisses, en particulier dang I'assurance-vieillesse et sur-
Vivants [21, 22] ot dans lassurance-maladie [24]. Signalons encore
doux travaux théoriques qui abordent des questions en partie nou-
velles, 1'un ayant paru & loccasion du XIIIe Congrés international
Cactuaires [15] et Pautre résumant une conférence tenue & Berne en
1951 [14]. Apros ces travaux, nous avons été particulirement heureux
de constater qu'une suite favorable avait ét6 donnée & deux de nos
Suggestions qui visaient & généraliser los méthodes proposées. Ainsi
ous avons eu la satisfaction de voir paraitre deux théses remarquables,
celle de Leuenberger, en 1953 [16, 17] ot celle de Balk, au début de

) Voir bibliographie & 'annexe.
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'année 1955 [2]; le premier se rattache & U'Eeole des actuaires suisses
et le second & celle des Pays-Bas.

Cette breve esquisse historique permet, semble-t-il, de dégager
un certain parallélisme entre U'évolution de la théorie de la distribution
des revenus & une seule variable et celle a plusieurs variables. Lies circons-
tances ont voulu que dans les deux cas l'idée initiale ait vu le jour
en Suisse et qu’elle ait trouvé un écho favorable dans d’autres pays
européens. Car, ne 'oublions pas, la théorie monovariable est partie
de Lausanne ol Vilfredo Pareto [25] publiait en 1896 son cours d’éco-
nomie politique dans lequel on trouve la formule analytique bien con-
nue. Depuis, cette théorie n’a cessé de préoccuper les esprits et d’émi-
nents mathématiciens, par exemple Cantelli [4] et Fréchet [7, 8] pour
ne nommer que les plus illustres parmi eux, ont attaché leur nom &
cette discipline. Les recherches entreprises dans cette direction ont
d’ailleurs été poursuivies depuis lors, comme on pourra s’en convainere
A la lecture de notre annexe bibliographique [1, 20, 26, 28] qui contient
de plus quelques indications sur des observations statistiques récenbes
[3, 9, 23, 27]. Toutefois dans le présent exposé, nous n’analyserons
que quelques résultats théoriques obtenus quant au probléme multi-
variable des revenus, quitte & les compléter & 'aide d'un document
spéeial — avec illustrations graphiques — qui sera distribué lors de la
conférence.

I. Notions et problémes

1. Nous rattachons les problémes & résoudre aux variables de,
Vespace orthogonal bio-économétrique (u,t,z), w représentant le revenu
d’une personne vivant & I'époque ¢ et ayant 'dge z. Lie champ de varia-
tion de ces variables est supposé donné par un régime obligatoire d’as-
surances soclales qui prévoit un age d’entrée x, et un age de retraite -
Pour chaque assuré on peut déterminer I'époque ¢, & laquelle il a atteint
I'dge @y, méme si cette époque se situe avant U'entrée en vigueur du
régime envisagé. Doés lors les intervalles de variation de nos vari-
ables sont définis de la maniére suivante: 0 << u << co, 0 <t < oo et
2o <z <z, Dans lespace (u,f,z) considérons d’abord le plan biomé-
trique (¢,2) olt t est porté en abscisse, 2 en ordonnée. Ainsi 'on peut
définir une famille de droites paralléles & la bissectrice des coordonnées
positives, droites qui sont appelées lignes de vie et dont les équations
se présentent ainsi:
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T-—Tyg=1t—ty =1, (1)

\
ou T_Signifie le temps écoulé depuis I'dge x, ou depuis I'époque ty;
¥ Varie comme suit: 0 < 7 < @,z = 7,. 1l apparait que seul f, pout
Prendre des valeurs négatives et varie ainsi de —7z, & ¢; xy étant un
Nombre fixe, ]g, ligne de vie est donnée en connaissant uniquement &,
haque ligne de vie est la trace d’un plan bio-dconométrique (7,),,
Paralldle 3 I'axe des w dans lequel viendront se placer les courbes don-
ant la variation des revenus des assurés. — D’autres droites et d’autres
p la'ns significatifs peuvent étre extraits de l'espace (u,t,x), en parti-
Culier g famille des droites économétriques paralléles & Uaze des u,
Gl}aclme de ces droites ¢tant déterminée par le t et le = considérés.
L ohsemblo des droites économétriques correspondant au méme ¢
OMné o3t situé & Uintérieur d’un plan vertical que nous appellerons
® plan économétrique (u,x) , également membre d’une famille de plans
Parallsles variant avec t.
) Nous nous plagons d’abord préeisément & lintérieur d’un plan
t30(“101'11&3151'&.1ue vertical (u,x), et y considérons une fonction de fréquence
@ devy, varables stochastiques h(w,xit) ¥) représentant la densité des per-
Somnes ayant le revenu w et I'dge x, cect & 'instant £. Cette fonction est
SUpposée non négative, continue et dérivable; de plus, elle est normée
Su}' le domaine (0 <u<< oo, my<z<x,). Nous en déduisons deux dis-
bributiong marginales et une conditionnelle, toutes & une seule variable
Stochastique :

Azt) = j h(u,x/t) du (2)
0 ‘
h(w,xit)
£ t," wm M P ] 21
fluita) = = @)
fult) = J h(w,xt) de = j Alz/t) furt,x) da. (2

Pi}ns (2) A(xit) roprésente la structure d'dge normée de la population
% linstant ¢, alors que (2') définit la fonction la plus importante qui
Peuple Pespace (u,t,z). Tin effet la fonetion de fréquence f(w/t, z) donne

') Dans cette notation les variables stochastiques sont placées avant la barre,

les paramatres aprds.
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la distribution selon le revenu u des personnes vivant & I"époque ¢ ob

ayant U'age x. Cette fonction caractérise les distributions des revenus
le long des droites économétriques paralléles et nous parlerons uin%ﬂ
de distributions paralléles tout court. La relation (2) définit la distrl-
bution selon le revenu de la population vivant au moment £, cocl 1N~
dépendamment de 'ige, co qui nous méne & la notion de distribution
globale, qui est une distribution marginale prise le long de la droite
x = xy du plan (u,z), considéré.

En dehors des fonctions de fréquence on aura recours, le cas
échéant, & dautres fonctrons statistiques, telles que fonction de réparti-
tion (cumulative), moments, fonction sommatoire et, en poussant plus
loin, les fonctions caractéristiques. Quant aux fonetions spécifiques de
notre théorie, nous les introduirons au fur et & mesure des besoins.

2. Trois catégories de problémes peuvent étre abordées d 1'aide
de la théorie mathématique sur la distribution des revenus. D’abord
les problémes générauz parmi lesquels deux s'imposent avant toub &
notre atbention, celui du lien stochastique entro les distributions paral-
leles, d’une part, et celui de la relation entre les distributions paralléles
du méme plan économétrique et la distribution globale correspondante,
d’autre part. Au premier de ces asgpects généraux, nous consacrerons
les chapitres IT et III ci-apres, alors que lo chapitre IV sera réservé
au deuxiome aspect. Relevons ensuite les problémes particuliers qui se
présentent lorsqu’on spécifie la forme analytique des fonctions de
fréquence. On étudiera ainsi les problemes du lien stochastique par
exemple & I'aide de la distribution hyperbolique de Pareto, de la distri-
bution semi-normale, de la distribution logarithmique normale ou
encore & l'aide de la distribution parabolique. Dans le présent mémoire,
nous laisserons ces questions particulieres de c6té, quitte & nous en
servir & tibre d’illustration lors de la conférence. Iinfin, signalons les
applications, soit aux assurances sociales, soit aux questions fiscales.
La aussi, tout en nous abstenant d’entrer dans les détails, nous nous
réservons la faculté d’effleurer I'une ou lautre de ces applications
au cours du chapitre V. Lorsqu’on attaque un cas pratique de distri-
bution des revenus, il convient d’abord d’examiner la nature de ces
derniers; s’agit-il de revenus du travail, done uniquement de salaires,
est-on en présence de revenus de capitaux ou encore du revenu général
de la population, englobant aussi bien 'un que l'autre?
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L L8lément de probabilité des distributions paralléles

. 8. Introduisons d’abord des hypothéses simples concernant I'¢vo-
lum'(m (la'mo_(]?'aph'iqwz plausibles pour un régime obligatoire d’agsurances
“oclales. Toutes les entrdes - A part la génération initiale entrant i
;': 0~ geffectueront & I'age T,; quant aux sorties, nous supposons
gur taux instantané indépendant du revenu de la personne considérée.
Si 10us nous plagons & I'intérieur du plan biométrique (4,z) et suivons
lfne ligne do vie caractérisée par (1), nous pouvons dire que 'évolutron
econﬂmique d’un assuré, ¢'est-a-dire la variation de son revenu avec t
9§t Soumise & deux forces, I'une agissant dans le sens vertical (varia-
hOH. du revenu avec I'ige) eb autre dans lo sens horizontal (variation
“Onjoncturelle du revenu avec le temps, soit & la suite de changements
dans 1 productivité, soit comme conséquence de I'évolution de la va-
leur monétaire). Pour traduire 'action de ces forces, on peut d’abord
aSSPCier les variables de revenu u, w',%"’, » et w de la maniére suivante
: “Ing points du plan (¢,z), dont quatre sont les sommets d’un rectangle:

% & i,z
u' A ta, w’ a0
& "
v A b, w a0,z

Intl‘Oduisons trois parameotres p(f), ¢(x) et m(t,z) choigis de telle sorte
, Y ’
] . , . . .
qQue ’on puisse établir une correspondance bi-unwoque entre le revenu w
de 1y droite économétrique attachée & 0,x, et le revenu u sur la droite
e 0
Oncernant ¢z, ceci & l'aide de la relation suivante:

u—m(t,x) = p(t) e(x) [w—m(0,z,)] . (3)
Imposons encore aux paramétres les condibions:
mt,z) >0, p(0)=1, ¢(x,) =1. (3%)

Ainsi g'¢tablit une correspondance bi-univoque horizontale indépen-
dante do z:
%-—m(t,x) uw' —m(t,x,)

T ml0m) w0 )
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1’une maniére analogue, il vient une correspondance bi-univoque vertl-
o]
cale indépendante de ¢:
w—m(t,x) '’ —m(0,x)

,, T eta). (3")
w —m(txy)  w—m(0,xy) ()

11 est naturel de dire que le vecteur p() mesure les forces économiques
conjoncturelles et le vecteur c¢(x) los forces modifiant les revenus avec
I'age. Si l'on attribue en outre & m(t,z) la signification d'un minwmant
d’earstence variant avec le temps et Pige, on peut interpréter la rela-
tion (3) d’une manitre plausible. Iin effet, on fait subir & la portion
du revenu w dépassant le minimum d’existence m(0,z,) une «dilata-
tiony p(f) ¢(x) et, en ajoutant au résultat obtenu un nouveau minimut?
d’exigtence défini par la lot arbitraire m(t,x), on établit la correspon”
dance avec le revenu u. Cette correspondance aura un sens plus col-
cret encore en considérant les deux points t,x et t,z, sibués sur une
méme ligne de vie; on aura une correspondance bi-univoque diagonale:

w—m(t,x) p(t) 3 artt
v mllgzy) y(to)”c(x) = () ¢(x). (3)

Dans ce cas, 1l n’est pas exclu d’avoir recours & une interprétation
individuelle; on dira que la portion du revenu individuel dé_passzmt'
le minimum d’existence m(f,z,) est dilatée au cours de la carridre de
la personne considérée par y, (f) ¢(x) et a cette portion dilatée viendra
s'ajouter le nouvean minimum d’existence valable au moment ¢ pour
I'dge z. Revenons & la relation (3) et remarquons que cette transtorma-
tion est entierement déterminée si 'on se donne librement, en respec-
tant toutefois les conditions imposées, trois fonctions fondamentales y(f)s
e(x) et m(t,z), les doux premieéres étant de nature vectorielle ot la troi-
sitme de nature scalaire.

Mais supposons donnée une quatriéme fonction fondamentale g(w)
qui représente la fonction de fréquence donnant la répartition selon
les revenus sur la droite économétrique perpendiculaire au plan (¢,2)
en son point 0,z,. [’élément de probabilité ¢(w) dw détermine le pour-
centage de Ueffectif L(0,x,) des personnes, vivant 3 U'instant 0 et
d’age x,, dont le revenu varie de w & w | dw. En se rappelant (27) 'on
peut done écrire:
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g(10) = F(10/0,y) . (4)

Suivons maintenant Ueffectif initial — correspondant & I'élément de
Probabilitg g(w) dw — le long de la ligne de vie passant par 0,z,. S1 nous
"“'IOPEOHS, pour un moment du moins, un point de vue strictement
detf.)rministe, nous pouvons imposer & chaque revenu individuel 2 une
Variation telle qu’au moment ¢ et 3 I'dge x la personne considérée ait
W revenu 4 défini par la relation (3). Mais dans ces conditions et grice
au?c hypothéses d’évolution démographique admises au début de ce
chiffyo 3, la valeur de I'élément de probabilité ne saurait varier de sorte
Qi vient -

fluit,x) du = g(w) dw . (5)

91', on vertu de notre hypothese de correspondance bi-univoque mise
% 1a base de la relation (3), nous pouvons effectuer dans (5) le change-
Ment de variables (3), de sorte qu'il vient:

1 w—m(l,x) -
o) =~ g [

{&insi présentée, la relation (5) est un théoréme démontré & partir de
thPOthése résidant dans le changement de variables (3). Mais nous
Pouvons faire un pas de plus. Le point de vue déterminaste adopté ne
Correspond que de loin & la réalité et est, tout au plus, réalisé en
“moyenney. Mais rien n’empéche d’abandonner le point de vue dé-
berministe ot de lo remplacer par un pownt de vue stochastique. 11 suffira
ﬂ;h)rs d'admettre que les revenus individuels varient de telle sorte que
Pélément do probabilité correspondant au point ¢,2 obéisse & la trans-
formation (5"). Peu tmporte le comportement des revenus individuels,
Pourvu que la résultante de leur «mouvement brownien» soit telle que
1‘_33 revenus « de la droite économétrique £,x correspondant par la rela-
tion (3) aux revenus w de la droite 0,2z, aient une fréquence relative
définie par (5'). Mais alors nous pouvons aller plus loin encore. La
velation (3) ne se bornant pas aux effectifs liés biométriquement, le
changement de variable qui méne du point 0,z, & un point ¢,z quel-
“onque implique également la relation (5°). Mais méme dans ce cas,
1_1 est possible de pagser par la liaison biométrique en faisant d’abord
JUSqu’a, £, un simple mouvement conjoncturel horizontal défini par (3')
ot en suivant ensuite la carricre diagonale définie par (8”""). Ainsi on a



passé d’un théoréme basé sur le point de vue déterministe & une hypo-
thése stochastique, hypothése d’abord restreinte aux liaisons bio-
métriques et généraliséo ensuite aux droites économétriques ne présen
tant pas de telles liaisons. Dans ces conditions, il est donc toujours
possible de déduire la fonction de fréquence relative & un point quel-
conque du plan (t,z) & 'aide de quatre fonctions fondamentales g(w)y
p(1), o(x) et m(t,x). Ainsi, le cas de la liaison biométrique devient un
cag parbiculier d’'une hypothése plug générale.

4, Dans nos mémoires antérieurs [ 13, 15], nous avons envisagé des
cas particuliers de la transformation (3) dans lesquels intervenaient
directement les lois de variation des revenus moyens. Qu'en est-il de
ces revenus moyens en partant de 'hypotheése stochastique contenu®
dans la formule (5')? Définissons d’abord le revenu moyen afférent
a un point f,x du plan biométrique:

oo
M(t,x) = ffu, f(uft,x) du. (6)

m(f,x)

Si l'on effectue les caleuls en tenant compte de (3) et de (57) il vient:
M (t,2)—m(t,z) = y(t) e(x) [M(0,z0) —m(0,20)] . (6%)

Lies revenus moyens subissent donc les mémes transformations que
les revenus u associés bi-univoquement aux vevenus w, ce qui n’est
d’ailleurs pas pour nous étonner. Lies moyennes M(t,x) sont entiére-
ment déterminées par la connaissance des fonctions fondamentales
y, ¢ ot m. Iin partant soit des relations (8") et (3"), soit directement
de (6%) que 'on éerira d’abord pour z; el ensuite pour ¢ = 0, nous
aurons:

o M(O,ﬂ:) """" WL(O,.GC) it
)= 210300 i "

Ces deux relations mettent de nouveau en évidence les propriétés
dilatatoires partielles des deux vecteurs p(t) et ¢(z). Introduisons main-
tenant deux fonctions dont 'effet de dilatation sur les moyennes esb
entier:
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- M(t’wO) '7
()'(t) == M(U,aj‘o) ’ ( )
M) .
= 0,3 2

) = . L5 R ’ ’ 3 . i
Ce sont bien les fonetions utilisées précédemment [ 13, 15] et que nous

?Viong appelées: o(f) Dindice des revenus et s(x) Uéchelle des revenus.
bn e reportant & (6”) et & (6”'), on voit que p s’exprime par o et ¢ par s,
6t vice-versa; ainsi, Uon peut remplacer dans (6*) y et ¢ respectivement
Par g ot s of 'on aura:
M) — s o |o(t) M(0,2,) »-r-7n(t,m0)'] [s(x) M(0,20) —m(0,2)] ke
)= mitz) M(0,2q) — m(0,z)
0 10
La loi o variation deg revenus moyens s’exprime maintenant & aide
de la fonetion m(t,x) et de deux nouvelles fonetions fondamentales
a(t) et s(ix)

lixposons encore une méthode permettant de retrouver d’une
Maniére naturelle nos anciennes hypothéses particuliéres A (dilatation
“Omplete), B (translation) [13] et une hypotheése de dilatation plus
Bénérale [15], de méme que I'hypothese 4, avancée par Leuenberger
L16, 17], cetto derniére comportant une dilatation partielle avec I'age.
En plus de (7*) qui comporte encore 3 degrés de liberté, nous pouvons
1ous impoger une condition supplémentaire:

M(tw) = M(0,o) o(t) s(z) (8)

16 Pon pourra aussi éerive  Uaide d’une échelle de revenus généralisée
;\r(t,ﬂf) . IV[ )
; A(t,x Y
S(ta) = = o(t) s(x). ()
(t.2) M(0,a,) KA
:'Rempla(;ons maintenant dans (7*) M(t,x) par (8); tous caleuls effectués
1 vient
m(tx) [M(0,a0)— m(0,xq) | -— m(t,xg) [s(x) M(0,20) —m(0,z)| l )
== M(0,,) oft) |m(0,2) — s(x) m(0,2,)| l |

0] . ; , " . IO . " ‘
St nous nous imposons d’emblée les lois de variation o(t) et s(x), nous
fmarquons que le minimum dexistence m(t,x) est délerminé & partiv

21
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des données initiales M(0,x,) et m(0,2,), & condition Cavoir une lot
de variation horizontale m(t,a,) et une loi de variation verticale m(0,2)-

La premiere idée qui vient & esprit est d’adopber un manemunt
d’evstence endépendant de Udge, done de postuler

m(t,x) = m(t,zy) = m(l) . (10)

lin éerivant (9) avee cebte condition (10) on trouvera:

m(t) = m(0) o(t). (107)
Si l'on se reporte & (6) on trouvera dans ce cas p(t) = o(t), de sorte

que le changement de variables (3) s'éerira
w = o(l) {e(x) [w—m(0)] + m(0)} . (10")

Avee la correspondance bi-univoque (10”) ot o(t) = 1, flujt,x) dé-
duit de glw) selon (5') sera Uexpression de Uhypothése A, de Leuen-
berger; pour la trouver, il postule simplement — en utbilisant une notion
introcuite par Paul Lévy [18] ~ que les fonctions de fréquence des
digtributions paralleles sont du méme type général. — Admettons
maintenant powr le mingmum d’existence une loi de double dilatation:

m(t,x) = o(t) s(x) m(0,xy) = S(t,z) m(0,z,) . (11)

. . . . . , . v/
On voit que (9) est identiquement satisfaite par (11), et, & aide de (6)
et (6", on aura de plus: y(t) = o(t) et ¢(x) = s(z). La correspondance
bi-univoque (3) s’exprimera dans ce cas particulier par

1= o(t) s(x) w; (11)

cette relation est, avee o(t) = 1, & la base de nos deux hypothéses
(dilatatron ) et B (translation ) mentionnées ci-dessus. Selon Paul Lévy
[18], on parlera dans ce cas de distributions du méme type.

5. Revenons & notre relation (3) par laquelle nous supposons établi
un lien bi-univoque entre un revenu wu attaché & t,x et un revenu w
correspondant & 0,x,. Iin premier lieu, elle donne u en fonetion linéaire
de w; nous reviendrons ci-apres sur cet aspect principal. Auparavant,
plagons-nous @ intérieur dun plan bio-économétrique (v,u), et con-
sidérons la liaison diagonale définie par (3'). En vertu de (1), on a
=1, + 7 et x =z + 7; ainsi w est entierement déterminé par les




315

conditions it , :
onditions initiales o, ty, &y eb par la variable de durée 7, ce que nous

Pouvons noter comme suib:
W =0 (1,0, 1) » (12)

De cotteo manicre, (12) veprésente 'équation d’une courbe dans le
plan (1), ; nous appellerons cette courbe bio-6econométrique ligne de
"evenu, par analogie aux droites biométriques appelées lignes do vie
tout court, T, lignes de revenu indiquent la variation du revenu u
Wee la durée 7. Ainsi, il est tout naturel de définir & partir de (12)
W b instantand de variation du revenu x(7):

1 dd, (o
. . 2

= dr

T
ri)Ormons deux exemples simples. Pour le premier, nous partons de (117
eery . : . :

it «en diagonales avee o(t) — 1 (notre hypothése 4), de sorte que

U= s(x) v = s(xy+7) v, ce qui donne
1 ds(x) .
() (127)

s(x)  dx

3 of N 1 ’ . [ * £ s [
Cest-d-dive que 2% ne dépend pas du v initial considéré. Le deuxicme
UXemple s’obtient & partiv de (10", pris avee oft) = 1 et depuis le
bomnt £,z (hypothise 4, de Leuenberger); il vient alors:

L d ()

m(ty) da

sl == (127"

o(x) + v—m(ly)

Dans o cas, dépend du v mitial comme fonetion croissante de o,
Les relations (12) et (127) montrent que 'on peut aborder I'étude de
la variation du revenu & Pintérienr d'un plan bio-économétrique en
¢ basant sur la fonetion %(7), mdthode qui se trouve détre d'atlleurs
4 Porigine des travaux de Balk |2].

~ Reprenons maintenant I'aspect principal du probléme en con-
Sldérant la liaison linéaive ctablie par (3) entre les revenus u et w;
celle-ci permet de caleuler  assoeié & & partiv de w associé & 0,2,
Mais vien ne nous oblige de nous borner & une liatson linéaire; ¢’est
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poir cela (ue nous supposons donnée ici une correspondance br-uni-
voque non linéavre entre w et w notée comme suib:

w = (10,0,2) . (13)

Lia correspondance entre w et w Gtant ainsi Gtablic point par point
dans les deux sens, lexistence d’une fonction inverse peut étre admise
sous réserve des conditions analytiques usuelles. Pour des raisons de
symétrie, nous la désignerons par:

W = Py z (1,4,T) . (13%)

Remarquons en passant qua Uaide de (13) il vient w =, , (w,0,2) eb
ue ce (13) se confond avee (12) pour un méme plan bio-économétrique.
Considérons, comme dans le cas particulier linéaire, ['élément de pro-
babilité g(w) dw associé & la droite économétrique passant par le poin
0,7, et admettons selon (5) I'équivalence d'un élément de probabilité
fluft,x) du associé & la droite économétrique parallele par le point &2
Ainsi la double hypothése de la correspondance bi-univoque entre %
et w et de Uéquivalence des éléments de probabilité y relatifs nous
conduit & éerive:
Howftsm) = gy [?/)O,Io(*f.ﬂ,t,;l))l ()qpo'lg’(u’tﬂt) (14)
"

[hypothése lindaire conduisant & (5”) apparait ainsi comme un simple
cas particulier de la transformation (14). On peut évidemment se de-
mander pourquot nous avons posbulé une correspondance bi-univoque
méme dans le cas olt  s’exprime par une fonetion lindaire de w. Mais
n’oublions pas que dans ces conditions la nature des fonctions yp(t) eb
ofz) pourrait dtre telle qu’elles associeraient & une seule valeur de w
plusieurs valeurs de u; dans le plan cartésien (w,u) on aurait alors
plusieurs droites définissant des correspondances lincaires différentes,
ce qui, de toute évidence, doit étro évité. Ces possibilités plurivoques
apparaissent particulicrement bien en considérant la multitude de
formes que peuvent prendre les lignes de revenus (12) dans le plan
(7,u),. Signalons encore, qu'a partic de (14) on peut également cal-
culer les moyennes M(t,z) et introduire les fonctions o(t) et s(z) de-
fintes par (7) et (7).

Nous verrons plus loin que le second membre de (14) peut étre
trouvé comme solution d'une équation aux dérivées partielles, pour
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ﬂ'l,ltiult que l'on reste dans un méme plan bio-économétrique (T,0)y,.
Cest 3 cette 1dée que se rattachent les travaux de Balk [2]. Moyennant,
Certaines hypothéses démographiques simples et une interprétation
“Presque individuelles des lignes de revenus, la relation (14) sera alors
l}n théorome, 1in adoptant une méthode différente, nous envisageons
le%jsembi” des formules (13) et (14) comme wne hypothése générale de
g (f"_"’f thion des revenus en dépendance stochastique. Ce point de vue était
dt}l‘:‘ le notre lorsque nous avons exposé, sous chiffre 3, le cas de la
df"l?b‘ndanae linéaire des deux variables stochastiques 1w et w carac-
terisant deux distributions paralleles. Nous répétons que nous n’exi-
5000 pag autre chose qu’au revenu w sur la droite par 0,z, corresponde
S“"-' la droite paralléle par ¢,z un revenu w tel que sa fréquence relative
C,lepfmde de la fréquence relative attachée & w selon la formule (14).
L’& dépendance stochastique est done bien évidente. Cette hypotheése
8nérale englobe toutes les hypothéses particulicres émises précédems
ment, hypothese linéaire du chiffre 3 ainsi que les cas qui en découlent
(18, 15 et 16]. Signalons & ce propos également Uhypothése A, de Leuen-
f)m‘_{/efr |16, 17] exigeant que deux distributions paralléles appartiennent
4 une méme clagse comme le dit Paul Lévy | 18] ou & une méme classe
pammétriquu comme s'exprime Lieuenberger [l e.]. Cette hypothese
8¢ présentera alors sous la forme suivante, t étant fixe:

flujz) = gluc(@)| ; (15)

o() est un paramebre variant avee ['age tel que ¢(z;) == ¢, un minimum
dexistence indépendant de I'age faisant partie de 'hypothese 4, On
Voib sans difficulté (ue (15) est également un cas particulier de (14).
Remarq uons encore que la fonction fondamentale g peut étre donnée sous
forme empurique; par P'équivalence de I'élément de probabilité, on pas-
Sera & I'aide de (13) sans peine & une autre distribution paralldle.
Pour terminer 'exposé de notre méthode, nous aimerions relever
e certaine parentd entre les lois du monde physique et celles dw monde
éaonomiqu,e. Dans le macrocosme planétaire, les lois peuvent étre ad-
Mises sous une forme déterministe comme c’est lo cas pour la méea-
Nique célesto de Newton et d’liinstein: dans les deux cas, les con-
ditions initiales déterminent entiérement les orbites. Cela tient d ce
Wil y a peu d’éléments & considérer. Mais dés que le nombre d’élé-
ments dépasse certaines limites, comme pour le macrocosme des amas
Stellaives ou los microcosmes moléeulaires et atomiques, les lois dé-
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lerministes ne sont plus vérifices et ausst bien I'astronome que le
physicien auront recours aux lois de variation stochastiques. Il en va
de méme dang le monde économique ot le nombre des revenus esh
trop grand et les phénomenes trop complexes pour que l'on puisse
déceler des lois déterministes. C'est pour cette raison que nous avons
basé notre théorie sur des lois de variation & simple dépendance sto-
chastique.

ITI. FEquations aux dérivées partielles des distributions

paralléles

6. C'est a Balk | 2] que revient le mérite d’avoir abordé le probleme
de la variation des distributions paralléles par une méthode nouvelle,
ainst que nous l'avons déja signalé & plusieurs reprises. Balk envisage
la question en liaison biométrique, ceci & aide d'un schéma démo-
graphique assez général pour convenir i une caisse de pensions. Iin
fait, il suit le nombre de cotisants le long d'une ligne de revenu sur
un segment infinitésimal qui correspond & un déplacement ot & parbir
du point ¢,z du plan biométrique. [l tient également compte des en-
trées et des sorties ef compare les revenus des cotisants existant & &,
b ceux vivant d ¢ | d,x | 6t Une analyse mathématique tres sub-
tile de cette idée mene & Udquation fondamentale de Balk exprimée
comme suit et dont la notation a toutefois ét¢ adaptée & celle des cha-
pitres précédents:

of(uit,x)  of(uftx) dux(ut,x) fluft,r)

i a === [ tr,.',' T t \’,“ e (0. T 0 | I_(i)
ot - o - o fluft)| () — () -

Dans cette équation aux dérivées partielles, non homogéne et du pre-
mier ordre, la plupart des symboles nous sont déjd connus, en parti-
culier les fonctions de fréquence des distributions paralleles f(u/t,@)-
La fonction se(w,t,z) n'est autre que le taux instantané de variation
des revenus défini par (127); dans la théorie de Balk ce taux représente
d"ailleurs la moyenne pondérée de tous les taux instantanés individuels
abtachés au point w,tz. Du coté droit de Péquation, nous remarquons
deux taux instantands de sortie, le taux de sortie «sélectif par rapport
Aoy p(ut,z) et le taux de sortie «non sélectif» p(f,2), ee dernier ¢tant
la moyenne des taux «sélectifsy pondérés & Laide de fuft,z). [équa-
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bon de Balk est d’aillours plus générale que (16), puisque du edté droit
"My trouve encore la différence e(u,t,x)—e&(t,x) des taux d’entrée; nous
{LY/OHS‘ négligé ce terme, du moment que Uauteur lui-méme se contente
Cébudier la solution d'wne dquation fondamentale restreinte, dans la-
(1“91_16 le terme de droite s'annule du fait de Uhypothese simplificatbrice
#=p ot e=¢. On se rend compte que cotte équation restreinte n’est pas
homogéne pour autant, en dérivant le troisiéme terme du edté gauche.

7. Afin de résoudre I'équation tondamentale (16) sous sa forme
festreinte, Balk introduit d’abord une cquation awx dérvées partielles
Wiliaire, homogene cello-ci:

M, (b, o, (1,0, oy, (u,t,x
/)J(( ) 1 2 ek ) -+ 1 w(u,t,x) Pl ) =0, (I7)
ot ox o

\
U sty y) = . Blle est évidemment équivalente au systéme linéaire
que voiej

| It = d - 17"
il = 0 v - u
: ! wae(u,t,x) L

f,\msi la fonction inconnue Wy, se trouve entiérement déterminée, ce que
l Ol poub montrer & partir des caractéristiquos. ille possede toute une
orie de propriétés mathématiques remarquables, en particulier des
Pl'opl‘iérttis d’inversion. De plus, cette fonction admet une interpréta-
bion stabistique en ce sens que

W= T/‘)m’}_r('u,t,w) » (l 8)

&,fl'tlsfaisa‘nt d’ailleurs, comme le montre (177), & Uéquation différen-
tielle sutvante:

1 dy v

i . H(%,tﬁ*_r’m—l—f) s (18 )

(7 dr

% tronve fire Véquation des lignes de revenu. L'inversion de (18) s’écrit

selon Balk:
v ==y (u,t+7,2+7). "

_()l‘, nous retrouvons ici les notions rencontrées auparavant sous chiffre 5.
Les formules (18) et (18") sont évidemment la reproduction de (13)
ei:, (13%) pour autant qu’on rameéne ces derniéres dans un méme plan
bm-économétrique avec une variable » attachée au point t,x, la va-
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riable u étant alors associée d t+7,2--7. Balk démontre que la solution
de Iéquation fondamentale restreinte s'obtient, & Uinbérieur d'un plan
bio-économétrique, & partir de la fonction auxiliaire 4 — désormals
connue — et d’une fonetion de fréquence pour une droite économétrique
cinitialey:

O, (1,l,x)

fluft:z) = i

[ (sts@) g2 5 (19)

ici on admet pour ¢, des valeurs négatives dans les limites mention-
nées sous chiffre 1. Nous voyons immédiatement que le résultat est
identique 3 celui qui a 6té obtenu par la méthode de transformation
des éléments de probabilité; il suffit, en effet, de transcrire (14) & I'in-
térieur d'un méme plan (1), et de se vappeler la définition de ¢
sclon (4) en remplagant w associé & 0,z, par v associé & b,z

Balk traite encore plusieurs cas particuliers intéressants. Pour ce
faire, 1l particularise la fonction s figurant dans (18°), et choisit, par
exemple, un taux instantané x(x) «non-sélectif» par rapport & w et
indépendant de ¢ (cas stationnaire); de cetbte manitre s'introdutt
I'échelle des revenus s(x) et Pon retrouve ainsi notre hypothese A.
Il convient de signaler aussi un autre cas particulicr pour loquel Balk
pose

%(’U;,Cb',lf) :j: %l(u’w) -+ %2<’1L,t) ’ (2())

mettant en évidence un vecteur qui agit selon I'dge et un autre selon
I'évolution conjoncturelle. Si l'on rend les deux composantes indépen-
dantes de w, on fera correspondre & 3,(x) 'échelle s(x) ot & xy(t) U'in-
dice des revenus oft). Balk retrouve ainsi Ueffet multiplicatif des vec-
teurs s(x) et o(t), tel que nous l'avons signalé par la formule (117);
ceci nest d’ailleurs pas étonnant si 'on se rappelle les propriétés de
la dérivée logarithmique figurant dans (18°).

8. Dang cette présentation de résultats obtenus par la méthode
de Balk, nous avons dit nous limiter aux grandes lignes. Cependant,
nous aimerions encore attiver Uattention sur laspect mathématique de
la méthode. Ties démonstrations sont effectudes avee rigueur; en parbi-
culier on y utilise les propriétés de limite de Uintégrale de Lebesgue.
A Taide de l'opérateur dittérentiel portant dans (17) sur la fonction 3,
Balk trouve pour celle-ci un développement remarquable en gérie de
puissances. Signalons encore un probléme wnverse posé par Uéquation
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fondamelramle restrevnte, c’est-d-dive I'équation (16) dont le second
me“}bl‘e s'annule. Fn effet, on peut se donner la fonction f(u/t,x) et
e('Jl’lSIde')rer le taux instantané s(wu,t,xz) comme fonction inconnue. 1/in-
tegrzttiorl s'effectue directement lorsque f(u/t,z) roprésente la fonction
de fréquence de la distribution de Pareto. Pour tourner les difficults
(1119 pPeuvent présenter d’autres cas d’intégration, Balk propose 'em-
Ploi de formules d’approximation établies & I'aide d'un développement
*I polyndmes orthogonaux. Ainsi, il est & méme de fournir des solu-
t"_or_ls approchées pour un sx(w,x) stationnaire par rapport & ¢, & con-
dltl_on de s'imposer les fonctions de fréquence des distributions hyper-
olique, parabolique, semi-normale et logarithmique-normale.

Le recours & la méthode de Balk n'est pas uniquement fructueux
d“’ point de vue mathématique mais aussi du point de vue éeono-
Metrique. Tin effet, elle permet d’aequérir une connaissance plus appro-
f(?ndie des fonctions économétriques qui entrent dans la théorie de la
d}-‘itribution des revenus. On sait bien que 'existence d'une équation
d‘lfféreutielle peut faire déceler des propriétés nouvelles de ces fone-
tons, De 1 comparaison des dewx méthodes exposées respectivement
S0us chiffres II et ITI, nous déduisons qu’elles ménent, en principe,
WX mémes résultats. La méthode directe de transformation de I'élé-
ent de probabilité comporte, peut-étre, une plus grande généralité
que Vautre méthode, en ce sens qu’elle ne se borne pas aux phéno-
Ménes découlant de la liaison biométrique. in revanche, la méthode
des équations aux dérivées partielles laisso entrovoir la possibilité de
Sfﬂutions en liaison biométrique plus générales, grace & Uexistence de
Péquation fondamentale non' restrointe. Une interpénétration sur le
plan théorique des phénoménes démographiques et économiques on
Sera, peut-otre, la conséquence la plus heureuse.

IV. Equations fonctionnelles des distributions globales

9. Lia notion de distribution globale se trouve 8tre définie par la
formule (2”) dans laquelle on voit apparaitre trois fonetions f(u/t),
’1'(3?/?5) et f(u/t,x). Cette méme formule peut étre envisagée comme équa-
bion fonctionnello liant ces fonctions entre elles. Tout se passe @ ['in-
Erieur @un plan économétrique donné (u,z), de sorte que ¢ reste fixe
dussi longtemps que 'on ne passe pas & un autre de ces plans. La pre-
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miere question qui se pose est de savoir si la projection des distribu-
tions paralléles f(u/t,z) sur 'axe des w du plan (u,z),, projection effec-
tuée & I'aide de la structure d’age A(x/t) prise comme fonction pondéra-
trice, donne une distribution globale f(u/t) appartenant & la méme
famille de fonctions en u que f(u/t,z). Nous désignons la question qui
vient d’étre posée comme le probléme de conservation de premiere
catégorie. Il s’agit done d’un probléme direct dans lequel sont données
les deux fonctions sous le signe de somme. Ici nous n’envisageons que
le cas des distributions paralléles & minvmum d’existence m(t) fixe, ¢’ est-
a-dire indépendant de I’age ainsi que le veut la transformation linéaire
(10”), par exemple. Nous reviendrons sous chiffre 10 sur le cas du
minimum d’existence variable avec z.

C’est Leuenberger [16] qui a examiné de prés le probléme de con-
servation de premiére catégorie avec minimum d’existence fize. 11 com-
mence par étudier le cas de son hypothése 4, mentionnée & la fin du
chiffre 5. Ainsi, toutes les distributions paralléles appartiennent & la
méme classe paramétrique & fonction de fréquence gu,c(x)] comme il
ressort de la formule (15). Le probléme de conservation de premiere
catégorie se met en équation de la maniére suivante, ceci en partant
de (2") et de (15) et en négligeant le ¢ fixe:

z,
flw) = [ A(2) g[uo(2)] do = glun(a)] - 21)

Du fait de I’hypothése d’un minimum d’existence fixe, le champ de
variation sera m(f) <<u << co aussi bien pour toutes les distributions
paralleéles que pour la distribution globale; la fonction de fréquence
a deux variables h(u,z) & la base des formules (2) se trouve ainsi dé-
finie dans une bande rectangulaire ouverte vers la droite. Leuenberger
part encore des hypothéses que ¢(x) est continu et A(z) non négatif,
continu et normé sur Zo,z;. Il distingue ensuite deux cas, & savoir
n(A)=n, = constant et n(1) non constant. Pour les deux, il démontre
que I'équation (21) n’est satisfaite que dans le cas banal ou s(z)=s(z,)
= 1, c¢’est-a-dire lorsquil y a indépendance stochastique par rapport
a I'dge, s(z) étant évidemment calculé selon (7). A relever que dans
le deuxiéme cas signalé, intervient une équation fonctionnelle exigeant
que la fonction ¢ prenne la forme suivante:

g(u,¢) = g1(¢) ga(u) 4 ga(u) - (21)



— 323 —

Or, sous cette forme, g(u,c) ne saurait étre normée selon Leuenberger
que dans le cas banal mentionné. Si I'on considére I'’hypothése 4, dé-
coulant de la transformation (10”) comme un cas particulier de A,,
on retrouve la également la méme réponse négative aw probléme de con-
servation de premaére catégorie. Il en va de méme pour '’hypothése 4
pour autant que m(t) = 0; autrement m varie pour 4 nécessairement
avec x, ce que nous envisagerons sous chiffre 10. On peut, bien entendu,
tout en maintenant la condition d'un minimum d’existence fixe, se
poser la méme question pour le cas linéaire général (cf. chiffre 3) et
le cas de correspondance bi-univoque non linéaire (cf. chiffre 5), c’est-
a-dire de I'hypothése générale de variation des revenus en dépendance
stochastique. Nous pensons qu’ici le résultat sera aussi négatif; toute-
fois nous n’oserions 'affirmer, parce qu’il n’est pas exclu que I'exis-
tence d’autres paramdtres ou l'introduction de parameétres nouveaux
dans les distributions paralléles en vertu des transformations du genre
(13) et (14) donnent au probléme un aspect nouveau.

Leuenberger aborde encore le probléme de conservation de seconde
catégorie, dans lequel il compare deux distributions globales valables
pour deux instants ¢ différents. Il se demande si une distribution glo-
bale obtenue par une pondération A(x/t) conserve sa forme analytique
en u, par exemple f(u/t) et non plus g(u), si 'on vient & pondérer & un
autre instant ¢’, avec A(z/t’) les mémes distributions paralleles. Ici la
réponse est également négative.

10. Envisageons maintenant les problémes de la relation des dis-
tributions paralléles avee la distribution globale dans le cas d'un mini-
mum d’existence variable avec U'dge x, dont le prototype découle de la
transformation (11). A ce propos nous signalerons en plus des pro-
blémes de conservation encore deux autres aspects de la question.
Il §’agit, d’une part, de la compatibilité statistique entre les fonctions
de fréquence des distributions paralléles et celle de la distribution
globale et, d’autre part, des problémes de contact entre différentes
branches de la courbe de fréquence relative & la distribution globale.
Le premier de ces deux aspects se rencontre d’ailleurs aussi lorsque
le minimum d’existence est fixe.

Voyons d’abord rapidement le probléme de la projection. Si nous
admettons des minima d’existence variables avec 1'dge, il est clair
que le domaine de définition de la fonction de fréquence & deux va-
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riables h(u,z) dans le plan (u,z), ne prend plus la forme d’une bande
rectangulaire ouverte vers la droite. La frontiére de gauche sera une
courbe plus ou moins compliquée, car, ne Uoublions pas, m(t,z) peub
méme dtre choisi arbitrairement comme le montrent los formules (3)
ob (5). Parmi ces minima il s’en trouvera, généralement, un plus grand
que les autres; appelons-le m'(t,x). Si Uon effectue la projection (2)
en un point w << m/(t,x), définissant ainsi un intervalle (1), les limites
d’intégration seront elles-mémes fonctions de u, ce qui change, en
général, automatiquement la nature de la fonetion f(u) par rapporb
3 celle des fonctions de fréquence f(u/z). Lie probléme de comservation
pour Uintervalle (1) se résoud done par la négative. Mais pour les points
w = m'(4,z) qui définissent un intervalle (2), le probléme de projection
se présente, formellement du moins, de la méme maniére que lorsque
les minima d’existence sont fixes. Par conséquent, la courbe de fré-
quence de la distribution globale se compose de deux branches prin-
cipales, 'une correspondant & I'intervalle (1) et autre & I'intervalle (2);
la branche principale (1) peut d’ailleurs ge scinder en plusieurs sous-
branches. (Vest précisément entre les deux branches principales ainsi
qu’entre les sous-branches que se posent les problémes de contact signa-
16s plus haut. Dans un autre travail [13], nous avons en particulier
braité les conditions de raccord tangentiel entre les différentes branches,
cecl dang U'hypothése 4 d’une transformation w == s(x) v. Resto lo pro-
bléme de la conservation pour Uintervalle (2). Nous Uavons également
étudid voici quelques années [1. ¢.] et avons pu dégager des conditions
sulfisantes pour que, dans 'hypothése 4, co probleme regoive cette
foig-ci une réponse positive. Or, Leuenberger [16] a poursuivi cebte
6tude et a réussi & montrer que nos conditions suffisantes sont égale-
ment nécessaires. A cet effet, il recourt & une équation fonetionnelle
analogue & (21) et pose pour cette seconde branche pour laquelle on
n'exige évidemment plus qu’elle soit normée:

2
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Bn s’appuyant sur (217) qui dégénére maintenant en

glu-r) = i) - go(r) , (22°)
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Ur = on trouve selon un théordme de Pexider que les deux fone-

tons doivent, prendre la forme
= Au? et gy(r) = A" 227
Ji(w) = Au” eb gy(r) = Ayr”, (227)

( ) " < :- + ’ 2 ol 5 . 1
le sorte que la condition nécessaire et suffisante pour que g sabis-
fasse 3 (22) s'6erit:

glu) = A u®. (22")

Ce_S()nt done les distributions hyperbolique (Pareto) et parabolique
W seules conviennent pour assurer la conservation analytique de la
d‘euxiéme branche de la courbe de fréquence de la distribution globale.
C'Jr?we & cog propriétés il nous a été possible de proposer deux distribu-
blong, Ig semi-hyperbolique et la semi-parabolique. La premicre d’entre
elles, qui sera ainsi une distribution de Pareto pour u > m/'(t), permet
0 particulier de représenter approximativement la distribution d'une
Population entiére selon son revenu complet [12]. Jusqu'ici nous
Wayong envisagé que le cas de deux branches prinecipales ol
f".l(tsiv) < U << co; cependant on peut imaginer un intervalle de défini-
tion m(t,x) < w < n(t,z) borné supérieurement. Ainsi, la distribution
Présentera trois branches principales [13].

Les problémes de conservation recevant dans la plupart des cas

e réponse négative, une question connexe prendra de ce fait une

Mportance plus grande. Iin effet, si 'on se donne dans (2') non plus
le couple des fonctions A(a/t) ot f(u/t,z) mais le couple f(u/t) et f(u/t,x),
la troisiome fonction, A(x), sera Uinconnue d'une équation mtégrale. On
Posera ainsi le probléme déjd signalé de la compatibilité statistique entre
Une dustribution globale donnée et les distributions paralléles, ces derniéres
Stant également connues & l'avance. [équation (27), éerite pour la
Premidre branche de la distribution globale dans I'hypothése d'un
m(t,&‘) croissant de maniére monotone avec z, se rameénera & une équa-
blon de Volterra; éerite pour la seconde branche, elle donnera une
Squation du type de Fredholm, cette dernicre étant alors un cas limite
de équation de Volterra [13]. Ce lien entre les équations de Volterra
¢t de Tredholm pourra peut-8tre présenter un intérét en maticre de
méthodologie mathématique; Péquation de Fredholm, plus difficile &
ésoudre, peut semble-t-il se ramener & une équation de Volterra, plus
Simple a4 manier.
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V. Autres problémes — Autres méthodes

11. Lorsque nous parlons «d’autres problemes», nous avons
d’abord en vue les nombreuses applications do la théorie mathématique
de la distribution des revenus. Hlles découlent souvent des problomes
de la séeurité sociale ot I'on a recours, avant tout, & la théorie des
distributions paralldles. Mais il est un domaine ol 'emploi des disbri-
butions globales s'impose; nous pensons ici aux questions fiscales.
Chaque actuaire pourra rendre des services appréciables 'l sait vé-
soudre ces probldmes & l'aide de distributions de revenus. Pour cette
raison, nous traiterons briévement, ci-aprés, un problome fondamental
de la fiscalité. Toutefois, il est utile d’introduire auparavant une nou-
velle fonction qui simplifiera 'étude de ces applications. Nous voulons
parler de la densité des revenus. Seules les distributions globales,
variables avec le temps ¢, étant envisagées ici, nous noterons leurs
fonctions de fréquence simplement par f(w/t), au lieu de f(u/t), et nous
définirons la densité des revenus comme suit:

1
Wit) = ————u Hult) ; 23)
plut) = 37 Htd (
la moyenne M(f) des revenus & I'instant ¢ est calculée selon (6). On voib
immédiatement que cette densité est normée, c'est-d-dire que:

[ plutty du=1. (28")
0

Le sens de cette nouvelle fonction apparait plus clairement si I'on se
reporte & la fonction sommatowre @ des revemus qui donne la somme
des revenus inférieurs & u, en multipliant @ avec les effectifs L(f)
vivant & linstant ¢:

Bwit) = [ nfnit)dn = M) [ p(nit) dn ; (24)
0 0
on obtient done:
1 dd(ujt) ,
' P i 24
Pluri) M(t) du (24)

Nous sommes bien en présence d'une densité de revenus qui fournit
la répartition des unités monétaires selon les revenus, alors que f(u/t)
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Caractérise la répartition des porsonnes selon ces mdmes revenus. La
fonetion de répartition I'(u/f), dite cumulative, joue par rapport
Kuit) 1o momeo role sommatoire que D(ujt) par rapport & g(u/t). Pour
& suite, il est augsi utile de connaltre les propriéiés transformatives
de g ot g D par rapport au changement de variables w — o(t) v, u étant
4850616 & ¢ of » A £, On démontre sans peine que:

1
p(uft) = a(t)ﬁ p(vity) , (25)

Dult) = o(t) D(vlty) . (25")

R’appelons que o(t) représente le vecteur de dilatation conjoncturelle

éfini gy par le rapport M(t): M(t,). ¢ a done les mémes propriétés
tra’_nﬂformutives que f; en revanche, F' en a de plus simples que @,
PUWsquon sait que F(uft) = F(v/ty).

, Venons-en maintenant & application anmoncée et traitons ce que
Fon beut appeler le probléme conjoncturel de la fiscalité. Notre intention
%t de montrer comment évoluent les recettes fiscales lorsque les re-
Venus d’une population croissent, que ce soit & la suite d’une déprécia-
blon mongtaire (augmentation nominale), ou d'une variation dans la
IA)I‘Oduetivité (augmentation réelle). Cette fluctuation des revenus peut
etfe interprétée par notre vectour conjoncturel o(f). Supposons que la
loi figeale envisagée soit caractérisée par un tawx d'vmposition zt(u) qui
1 variera pas avee lo temps. A Uinstant t,, les contribuables se distri-
buent selon leurs rovenus d’apres la fonetion de fréquence f(v/t,) et &

’ 1 v'u; ‘ . . i A i 3
Pinstant ¢ selon f(urt) — — f{ — ft, ). Les notions dignes d’intérst sont ici
1 0 g
08 suivantes: S

= la somme des revenus dont dispose la population se composant
0 moyenne annuelle de L(t) personnes:

@memfww@mszMm. (26)
0

= la somme des recettes fiscalos encaissées moyennant le taux d'im-
Position gz(u):

(1) = L(t) Jo‘on(u) w f(urt) du, (26")
0



e G

— eb le taux fiseal moyen calculé en divisant (26") par (26):

B . 3
m(t) = —— j () w f(urt) du -—-:j 7e(a) p(uit) du
W ; (26")
= fn |o(8) 0] gwity) do.

Constatons d’abord que la densité des revenus sintroduit toub
naturellement dans (26”); ensuite que le taux fiseal moyen s'obtient
a partir des taux z(u) & aide de la pondératrice g(u/t), alors que I'im-
pot moyen par téte de population, exprimé en unités monétaires, seraib
déterminé & laide de la pondératrice f(uft). — Nous pouvons éerire,
maintenant les équations (26), (26"} et (26”) pour 'instant ¢, et effec-
tuer la comparaison avec les quantités correspondantes calculées &
I'instant £, en tenant compte des propriétés transformatives signalées
plus haut. Confrontons d’abord les sommes de revenus et ensuite celles
des recettes fiscales; il vient:

_ 0 _ 0
"0~ oy~ ) “
oy — 2O _ o IO w0 w0 -

£(t) Lty) 7(to) 7(to)
La discussion est immédiate, car tout dépend des taux moyens & cal-
culés selon (26”"). Pour tirer des conclusions pratiques de ces relations,
il faudrait préeiser la nature de z(w). Si m(u) = = = constant alors
w(t) = 0(f), ce qui est en principe le cas pour les cotisations AVS. Mais
g1, par exemple, m(u) = fu, ¢’est-a-dire lorsqu’il y a proportionnalité
entre @ et u, on trouvera w(f) = 0(¢) o(t); alors I'litat encaisse plus
ue ne le justifierait le seul accroissement des revenus. w(t) comprendra
o*(l), ce qui revient & dire que st les revenus doublent, les recettes fis-
cales, elles, sont quadruplées. On pourra étudier & loisiv d’autres formes
de z(u) telles que le cas linéaire non proportionnel ou encore le cas
w(u) = + o VEZ qui semble convenir, en premiere approximation, & la
loi fiscale du canton de Berne. Ces considérations montrent abon-
damment que lorsque les revenus augmentent, U'ltat devrait se faire
un devoir d’adapter le taux d'impot & la situation économique nouvelle.
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Or, le probléme conjoncturel de la fiscalité présente une snversion
"emarquable. Tin offet, considérons (26", éerit pour instant ¢, ot fai-
ons mtervenir le revenu le plus grand constaté & ce moment-li. Soit,
"(t) ce revenu maximum, de sorte que 0 << % < n(t). Ainsi, nous pou-
vons éerire -
a@:fmm¢mmmL (26%)

0

Posong encore n(t) = z avec une fonction inverse univoque ¢ = k(2),
de sorte qu’il vient: )

w|k(2)] = f:zz(u) pluik(z)] du . (26%%)

0

Nous sommes done en présence d’'une équation intégrale de premicre
pece de Volterra avee fonction inconnue z(uw) et noyau @u/f);
appelons-la dquation intégrale de la fiscalitéd. Son interprétation est
facile ot permet de résoudre le probléeme de la planification fiscale.
Iin effet, d’une part, on peut faire des hypothéses plausibles, du moins
Pour quelques années, sur 'évolution schématique de la distribution
des rovenus; la fonetion @ est donc connue ainsi que le revenu moyen
M(t). D’autre part, on peut supposer que I'évolution globale des dé-
Penses budgétaires est donnée, de sorte que le taux moyen d'imposi-
tion 7(t) est aussi déterminé. Notre équation (26*%*) permet de cal-
culer la fonction fiscale z(u) de telle sorte que la variation de & avee u
8¢ trouve en harmonie avec le plan budgétaire établi. On évitera ainsi
leg surprises du genre de celles que nous avons signalées dans le pro-
bléme direct o 7(u) est donné. La solution de (26%*) se trouvera
aisément si 'on admet pour f(ut) une distribution parabolique qui
Ménera & un noyau dégénéré. Rien n’empéche dailleurs de considérer
lo cag m(t) < u << oo olt le minimum d’existence jouera le role du plus
grand revenu n(t).

12. Les applications de la théorie de la distribution des revenus
aux assurances sociales sont fort nombreuses. Cette théorie permet,
on effet, d’aborder avee suceés le caleul de la prestation moyenne lorsque
leg prestations individuelles sont des fonctions plus ou moins com-
Pliquées des revenus antérieurs. ['AVS suisse offre de tels exemples
aussi bien en ce qui concerne les rentes transitoires que les rentes ordi-
Naires; chaque fois on est ici en présence d’une fonction polygonale
des vevenus [18]. Dans d’autres systomes également les formules
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arithmétiques de pensions sont la régle, comme nous le constatons en
lisant les travaux de Féraud [5, 6]; mais il en ressort aussi que souvent
on essaie de se baser sur des formules qui permettent de calculer 1
pension moyenne ne dépendant que du salaire moyen & chaque g
Outre le probléme que nous venons de signaler, ce sont avant tout los
rariations monétaires qui préoccupent les actuaires de la séeurité so-
ciale; Zelenka [29] a consacré & cet aspect un travail récent. Dans le
méme ordre d’idées nous pensons aussi & la question de la revalorisation
des pensions. Nous montrerons ci-aprés comment on peut construire
un schéma de calcul pour les prestations moyennes, si 'on doit tenir
compte & la fois d'une variation monétaire et d'un systéme de pen-
sions ne se ramenant pas aux formules linéaires simples; nous avons
d'ailleurs déjd eu Voccasion d’esquisser une telle solution [15]. Cepen-
dant, le champ d’application des distributions de revenus aux assu-
rances soclales est plus vaste encore. D’abord nous pensons & la ques-
tion des systémes financiers que 'on peut également considérer sous
cet angle [13]; & ce propos, il sied de signaler aussi les études que
Balk [2] a entreprises en s’inspirant de sa méthode des équations aux
dérivées partielles. Ensuite, ¢’est un aspeet nouveau qui va prendre
une importance sans cesse croissante, les questions économiques et
celles de sécurité sociale étant toujours plus étroitement lides les unes
aux aubres. N'est-il pas exact que cette derniére constitue un méca-
nisme qui impliqae une part plus ou moins grande de redistribution du
reveny national ? Cet aspect est d’ailleurs souvent mis en évidence par
le Bureau International du Travail & Giendve. A ce propos on pourraib
se poser un probléme théorique non dépourvu d’'intérét: Soit donnée
une distribution de revenus initiale d’'une population. On se propose
de modifier cette distribution de telle sorte qu’elle prenne une forme
finale jugée désirable; quel aspect présenterait alors une formule de
pensions ou d’allocations devant étre servies & une partie prescrite
de la population pour que la distribution finale soit réalisée. Pour
simplifier le probléme on pourrait supposer que ce régime ¢correctif»
esh financé au moyen d’un taux fixe de cotisations ce qui provoquerait,
comme stade intermédiaire, une distribution initiale contractée. Quelles
seraient les conditions supplémentaires & imposer afin que le probleme
re¢oive une solution unique?

Abordons encore, comme nous I'avons annoncé, une méthode per-
mebtant de calculer les rentes moyennes de I' AVS suisse en fonction des
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Variation conjoncturelles qui pourraient se présenter au cours de la
UBITicre des assurés. Au centre de ce caleul so trouve la cotisation
nuelle moyenne ou, ce qui revient au méme, le salaire annuel moyen
l‘_éalisé pendant cette carridre. Considérons un assuré au début de sa
8¢ de vie, done au point ty%y avee un revenu initial v et suivons
% ligne de revenu définie dans le plan bio-économétrique (z,u), par
(12), co qui permet de calculer u(z,v) en chaque point de la carriére.
® revenu annuel moyen réalisé entre 'dge d’entrée z, et I'dge d’ad-
Mission & pension r, ne sera autre que:

U(v) = B ]-u(t,v) av s (28)

1171 T ‘EO

Afin dq pouvoir calculer la rente moyenne attribuée & I'dge @, et basée
Sl_lr B(v), il est nécossaire de faire une hypothése sur la forme de la
Stribution des nouveaux pensionnés selon leur revenu annuel moyen.
aly puisque wu(r,w) assure selon les hypothdses admises au chapitre 1T
U6 correspondance bi-univoque entre u et v, il en sera de méme pour
» Caleuld selon (28), ot v, de sorte que % = B(v) et v = y(d). Mais
Mnsi il vient, pour autant que ¢(v) soit connu:

f(ad) = glp()] y'(@) - (28')

Si lon veut digposer d'un schéma pratique facile, on pourra s'ingpirer
do 'ung des transformations (10”") ou (11"), cette derniére 8’éerivant ici:
u(T,w) = s(xy+7) G(tﬁ_t—l v, (28")
o(t)
bransformation qu’il suffit de subsgtituer en (28). L’actuaire pourra
décelor aingi le comportement d'un régime de pensions par rapport
4 ung variation conjoncturelle. Il s’agit bien entendu d’un schéma
théorique sans grande chance de réalisation, mais plein d’enseigne-
Menty dont 1’actuaire devra tenir compte lorsqu’il proposera des for-
Mules arithmétiques de pensions.

13. Nous venons de traiter un probléme diagonal puisque nous
&Vons suivi une personne le long de sa ligne de vie dans le plan (t,x).
I nous ramene tout droit dans le domaine du caleud des probabilités;
Da-t-on pas envisagé, en effet, la question de distribution d’une
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moyenne arithmétique de variables aléatoires calculée selon (28)? or,
la théorie de Paddition des variables aléatoires est désormais classique
[18]. On peut dégager Paspect le plus simple de cette théorie si I'on 5°
fonde sur la distribution normale. (Cest pour cette raison que nous avons
supposé, pour une fois, que les distributions paralléles afférentes & une
ligne de vie z—, = 7 appartiennent & cette distribution particuliere-
Nous aurtons done, pour un dge x donné:

i 2 2

f(u/;zz) _ ;_'E_ e—hm('lt—a;n) , (99)

T
a_ étant la moyenne et h_la précision de cette fonction de fréquence
de la distribution normale que nous noterons par le symbole ,N(ulax,hw)'
Lies propriétés transformatives par rapport & la substitution simple de
notre hypothese 4, soit u = s(x) v, permettent de calculer N(u/a,, h,)
& partir de N(v/a,, h,), les paramétres se transformant ainsi:

a, = , S(x) (29')

} 1

ol (29")
£ s(x)

Dans I'hypothése d’une liaison biométrique ott nous considérons la
ligne de revenu (12) & titre individuel, nous sommes en mesure de cal-
culer une distribution afférente & la moyenne arithmétique selon les
formules (28). Rien n’empéche de se placer au point de vue digcontint,
de sorte que nous n’avons plus que n variables aléatoives dépendantes
u, correspondant aux dges ap, p-+1, ... @;—1. Nous trouvons ainsi
une distribution de la moyenne arithmétiquf) de ces u,, ¢’ ost-d-dire
de 4, distribution que nous noterons N(#d/d,h) et on:

b=a, 2% (30)
n

A nh

h S (30°)

2.8
Zz
Mais essayons d’abandonner notre point de vue fondamental de la
liaison stochastique forte obtenue par le truchement de l'interpréta-

tion individuelle de (12). Admettons ainsi que les » variables aléa-
toires u, soient distribuées normalement sans liaison stochastique entre
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ellles b qu’il se trouve, «par hasard» cette fois-ci, que chacune de ces
istribyy g alt également les paramétres a_ et h définis par (29°) et
(29”)- Dans ces conditions artificielles, nous pouvons appliquer for-
Mellement, le théorsme sur la distribution de I moyenne arithmétique
48 n variableg stochastiquement indépendantes. Cette autre distribu-

ti()n N P N . -
N(/a, by aura les paramétres suivants:

\
* S
i — a, 2% (81)
n
* nt o
b o E (81)

' 2
y 2
&z

La Comparaison des formules (30) et des formules (31) montre immé-

*

Qiatoment que d = a et que h < h, co qui revient & dire pour les dis-
Persiong que ¢ > ¢. Ces deux inégalités découlent du fait que s, > 1
bour 4 ~ g car alors D1s? << (D]s )% La dispersion des moyennes
thmétiques en dépendance stochastique est done plus grande qu’en
n_]dép@ndance stochastique. Mais précisons bien que nous avons con-
Mdérs 1o cag do I'indépendance stochastique comme simple systéme de
tééronco afin de pouvoir procéder & une comparaison intéressante
o0 goi,

«Autres méthodes» avons-nous également éerit dans le titre de ce
Chapitre finl. Iin effet, & c¢Oté des nombreux problémes non résolus
Qi jalonnent notre exposé, nous voudrions signaler que la théorie
m&thémzntique sur la distribution des revenus peut étro abordée par
Caretpeg méthodes, dn moins espérons-le. Cot espoir se fonde non seule-
Ment sur la multitude des procédés modernes développés par la statis-
bique mathématique et 'économétrie, mais aussi sur la richesse de
’&n‘dlyse mathématique. Nous pensons, par exemple, que grice & la
Statistique mathématique on pourra pousser les recherches dans la direc-
t_iOTl des fonctions caractéristiques [10] et du calcul de corrélation.
Dans 1o domaine de V'analyse mathématique, il n’est pas exclu que le
fecours au caleul vectoriel, voire tensoriel, puisse donner & la théorie
e impulsion nouvelle. Ainsi avons-nous pu tenir notre promesse ini-
tale, qui était de présenter une science en pleine évolution, et co fait
%t de bon augure au seuil d'un nouveau demi-siccle d’histoire de notre
A8s0ciation.



— 334 —

Bibliographie

(voir également I'index bibliographique des publications [2], [13] et [16] ci-dessous)

(1] Amato, V.: «Sur la représentation analytique des courbes de fréquence (con-
centration) des revenus avec la méthode des transformées INulériennes de
premiére espdce» (Rivista italiana di demografia e statistica, Vol. III, Roma
1949).

[2] Balk, W.: «Cousidérations actuarielles sur lo systéme de retraites et de pré-
voyance bagé sur les revenus dernier-touchésy (Dissertation, Amsterdam 1955)-

[3] Briischweiler, C.: «Salire kaufminnischer Angestellter 1928-1950» (Ziirich
1953).

[4] Cantelly, . P.: «Sulla legge di distribuzione dei redditi» (Roma 1929).

[5] Féraud, L.: «Les formules linéaires de pension» (XI1LI¢ Congrés international
d’actuaires Scheveningue 1951, Amsterdam 1951).

[6] Féraud, 1..: «Sur Uactuariat des assurances collectives» (Bulletin de 1’Associa-
tion des actuaires suisses, 1°T fascicule, Berne 1952).

[7] F'réchet, M.: «Sur les formules de répartition des revenus» (Revue de I'Institub
international de statistique, La Haye 1939).

[8] Fréchet, M.: «Nouveaux egsais d’explication de la répartition des revenusy
(Revue de I'Institut international de statistique, La Haye 1945).

[9] Gerber, E.: «Verinderungen der Finkommensverteilung in ngland, 1938 bis
1948» (Beitriige zur praktischen Nationalékonomie, hg. von Prof. I!.Marbachi.
Band 9, Bern 1952).

[10] Haller, B.: «Verteilungsfunktionen und ihre Auszeichnung durch Funktional-
gleichungen» (Bulletin de 1’Association des actuaires suisses, 1¢r fascicule,
Berne 1945).

[11] Kaiser, E.: «Demographische und wirtschaftliche Rechnungsgrundlagen zur
eidgenossischen Alters- und Hinterlassenenversicherung» (Bulletin de 1’As-
sociation des actuaires suisses, 17 fascicule, Berne 1947).

[12] Karser, Ii.: «line neue Verteilungsfunktion fiir das Volkseinkommeny (Con-
férence d 'assermblée générale de 1949, ¢f. Bulletin de I’ Association des actu-
aires suisses, 1er fagcicule, Berne 1950).

[18] Kaiser, F.: «La distribution des revenus dans la technique mathématique de
la séeurité sociale» (Bulletin de I'Association des actuaires suisses, 2¢ faseicule,
Berne 1950).

(14] Kaiser, E.: «Uber die mathematische Theorie der Einkommensverteilungen»
(Mitteilungen der Naturforschenden Ciesellschaft Bern, Neue I'olge, 9.Band,
Bern 1951).

[15] Kaiser, E.: «Systéme de répartition et distribution de revenus variant avec
le temps» (XIIIe Congres international d’actuaires Scheveningue 1951, Am-
sterdam 1951).



— 33 —

[16] Leuenbergm', F.: «Zur mathematischen Theorie der Ilinkommengverteilung in
-Abhiingigkeit von Alter und Zeit» (Dissertation, Berne 1953).

[17] Le-ue-nberger, F.: «Zur Theorie der Finkommensverteilung» (50 Jahre mathe-
rr}&tisuh-versicherungswissensclmftliches Seminar der Universitit Bern 1902

 bis 1952, Festschrift, Bern 1953).

[:18] Lévy, p.. «Théorie de l'addition des variables aléatoires» (Paris 1954).

[19] Marcha-rul, I.: «Quelques problémes mathématiques de 'assurance sociale»
(Zurich 1950).

[20] Mowyre: «Définition et évolution de l'inégalité des revenus» (Journal de la

‘ socidté de statistique de Paris, no8 10-12, Paris 1950).

(21 ()_ffice fécdéral des assurances sociales: «L’'équilibre financier de l'assurance-

‘ Vieillesse ot survivantsy (Berne 1947).

[22) Office f6déral des assurances sociales: «La situation financidre de 'assurance-

_ tédérale vieillesse et survivants au 81 décembre 1950» (Berne 1951).

(23] Office fédéral des assurances sociales: «Rapport sur 'assurance-vieillesse et

_ Survivants fédérale durant Pannée 1952» (Berne 1953).

[-24] Ottice fédéral des agssurances sociales et Commission fédérale d’experts chargée

e la revision de I'assurance-maladie et de linstitution de 'assurance-ma-
bernité: « Rapport et avant-projet relatifs & une loi fédérale sur I'assurance-
Mmaladie et I’agsurance-maternités (Berne 1954),

£25] Pareto, V.: «Cours d’économie politique» (Lausanne 1896).

[26] Sagoroff, S.: «Die Paretosche und Lorenzsche kumulative Verteilungskurve
der individuellen Finkommen» (Mitteilungsblatt fiir mathematische Statistik,
Miinchen 1952),

(27) Schmucker, Helga: «Repriisentativerhebungen zur kurzfristigen Beobachtung
von EKinkommensverteilung und Einkommensverwendung im Ausland» (All-
gemeines statistisches Archiv, Miinchen 1952).

[28] Seal, H.I..: «The maximum likelihood fitting of the discrete Pareto lawy
(Journal of the Institute of Actuaries, London 1952).

[29] Zelenka, A.: «Séourité sociale et les variations du niveau général des salairesy»
(XITI1e Congrés international d’actuaires Scheveningue 1951, Amsterdam 1951).






	Evolution récente de la théorie mathématique sur la distribution des revenus

