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Bemerkungen zum Zinsfussproblem
Oskulierende Umkehrang
Von Waldemar Schibe, Stuttgart

Bei einem Darlehensvertrag wird die Beziehung zwischen dem
Kurs K und dem Iitfektivzing 4 durch die Relation

n 1 1
K-S, ot o |
A5 T T T (D

geliefert, in der A, die Annuititen sind. Bei der Bestimmung des
Bffelktivzinses handelt es sich um die Auflosung dieser (Hleichung nach ».
Vorziigliche Niherungstormeln fiir 4 sind von den Herren Meidell *) und
Ziwinggi ?) angegeben worden. Beide geben, von einem Stiitzwert 1, aus-
gehend, als Niherungsausdruck fiir 4 eine gebrochen-lineare Funltion
von K; bei Zwingai ist noch eine Hilfsgrosse e dazwischengeschaltet.
Wir wollen zeigen, dass die beiden genannten Zinsenformeln im wesent-
lichen miteinander identisch sind, und werden den einfachen mathe-
matischen Kern darlegen, die Untersuchung auf beliebige Ifunktionen
des Zinses iibertragen und die Grossenordnung des Fehlers allgemein
angeben. Die Kenntnis der zitierten Arbeiten ist dabei nicht unbedingt
Vorausgesetzt.

Am durchsichtigsten ist bet Zwinggi die Behandlung des Typus C.
Hier ist deutlich, dass dio hohe Allgemeinheit der Voraussetzungen —
wechselnder Nominalzing beztiglich des Restkapitals, Einfithrung eines
variablen Kurses, mit dem die nominellen Tilgungsraten innerhalb der

1) B. Meidell: Der Iffektivzing, Blitter fiir Versicherungsmathematik und
Verwandte Ciebiete, 6. Band, 1. Heft, 5. 34-43 (1944).

8) Il Zawvimggi: 1iin Verfahren zur Bestimmung der Rendite von festverzing-
lichen Anleihen, Mitteilungen der Vereinigung schweizerischer Versicherungsmathe-
matiker, 54. Band, Heft 1, S. 5770 (1954).



Annuititen bewertet werden — sich lediglich auf die Zusammensetzung
der Annuititen auswirkt, mit denen dann allein weitergearbeitet wird,
withrend bet den spezielleren Typen A und B auf eine geschlogsene
Darstellung der Hilfsgrossen Wert gelegt ist. In der Meidellschen
Zinsenformel sind dagegen die zu verwendenden Hilfsgrossen auf den
Tilgungsbetriigen rechnerisch aufgebaut, wobei ein unverinderlicher
Nominalzingfugs und eine einheitliche Bewertung der Tilgungsraten
fiir Annuitit und Schulddeckung angenommen ist. Trotzdem ist die
Meidellsche Tormel nicht spezieller, wie aus folgender Uberlegung zu
ersehen 1st. Sind bei einem allgemeinen, der Zwinggischen Iformel zu
unterwerfenden Darlehengvertrag die Annuititen festgestellt und ist
der Stiitzzing 7, irgendwie passend gewiihlt, so liegt es nahe, einen
Darlehensvertrag zu fingieren, bei dem 14, als einheitlicher Nominal-
zinsfuss auftritt. Anfangskapital und Restkapitalien des fiktiven Ver-
trages ergeben sich als Barwerte der jeweils ausstehenden Annuititen,
diskontiert mit 1, oder auch rekursiv, und als Tilgungen F, sind die
Difterenzen aufeinanderfolgender Restkapitalien aufzufassen.

iir den fiktiven Darlehensvertrag liefert dann - dag ist unsere
Behauptung — die Meidellsche Formel denselben Niherungswert des
Effektivzinses, der sich nach der Zwinggischen IFormel fiir den ur-
gpriinglichen Vertrag ergibt.

Der hier beschriebene Umweg, der im allgemeinsten Falle zur An-
wendung der Meidellschen I"ormel eingeschlagen wurde, indert nichts
an der Tatsache, dass sich aut Probleme der Bankpraxis die Meidellsche
Formel zumeist unmittelbar und sogar besonders einfach anwenden
lisst. Iiin sachlicher Unterschied gegeniiber der I'ormel vor Zwinggl
macht sich jedoch bemerkbar, wenn nicht, wie in (1) stillschweigend
vorausgesetzt ist, alle Filligkeitszeitpunkte von Annuititen von dem
Bewertungszeitpunkt 0 um ganzzahlige Vielfache der Zeiteinheit ent-
fernt sind, sondern inkommensurable Zeitintervalle auftreten. IMir die
Ziwinggische I'ormel darf ¢ eine beliebige (steigende) [olge positiver
recller Zahlen durchlaufen, ohne dass sich etwas Grundsitzliches
andert — siehe den Zwinggischen Typus B —, wihrend bet Meidell die
Tilgungen gémtlich auf Zinstermine fallen miissen und auch der Be-
wertungszeitpunkt in diese dquidistante I'olge hineinpassen muss.

Uberdies kann die Zwinggische Formel unmittelbar auch zur Be-
rechnung des Zinsfusses aus versicherungsmathematischen Barwerten
dienen und fillt beispielsweise dann, wenn die Annuititen 4, mit den
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Erlebenswahrscheinlichkeiten identifiziort we rden, mit der Poukkaschen
Formel zusammen. Die Meidellsche Formel ist auf solche Anwendungen
nicht zugeschnitten. Schliesslich kommt auch noch in Betracht, dass
sich die Zwinggische Formel notfalls leicht mit einem besseren Stiitz-
wert 5, iterieren lisst, withrend man sich bei der Meidellschen Formel
nur auf dem eingangs beschriebenen Umweg von dem Nominalzing
losen kann.

Nun zu dem angekiindigten Beweis, fiir den es nach dem Gesagten
anzunchmen geniigh, dass der Nominalzing konstant gleich 7, ist und
die Tilgungsraten zum Kurse 1 auf die Annuititen angerechnet werden.
Wir bezeichnen die Tilgungen mit I7,, das Anfangskapital mit U, die
Restkapitalien nach Vornahme der Tilgung mit U, und die Annuititen
mit 4, wobei ¢ von 1 bis n liuft und U, = 0 ist. s gelten dann die
Relationen .

FE=U,—U, abko U,= D F,
i=1

A, =+ U_ v = U_r,— U, hieraus
Ay —dy o= Brg—1I .
Nach Zwinggi werden die Bezeichnungen eingefiihrt
n
— !
My= v 4,5, 1—.-»2_]15/[ vs, Mz—}_‘!t—l A, 0h.
i=1 i=1
Nach Meidell ist zu setzen
n
Y N ot \ 391
Sy = > F, v} Sl_\ LB wlt.
{=1 =i

Wir gehen von der Zwinggischen Formel aus; simtliche Um-
formungen stellen lediglich Umordnungen nach Potenzen von v, dar.

Es wird
M, = \‘ (U 1”0 _Ut vg) = Ups
i
n v » n-1
M, = > (Uo7 — U, ep) = > Uy,
e =0
n‘ t n-1
L 5 -l NN 4 TT it
M= ) (5) Wi of = Uy = 210},
= =



Hieraus
n-1 n
M,(1—vy) = > U,(vg— 0" = Up— DV U —U) vy = Uy— Sy,
(=0 [=1
n—-1L n—1
I M,(1—vy) = D1t U (wi—ovth) = DI (¢ +1) U, —tU) vft.
£=0 oy

Aus der letzten Gleichung und der Definition von M, folgt

n-1 n
M, vy— y My(1—vg) = D\ (t+ 1) (U, — U, ) ogt! = D tFvf = 1,5,
(=0 i=1

also nach Division durch M,

i‘qz . TO PS’ 1 '10 ‘Sl'l
— S gy = e T
2 M, M,  M,(1—w)

Vo

Nun 1st nach Zwinggi (11) big (13) angenéhert

14y _ 24 M, .
1= ———1 mit &€ = - o, wo A = I(—IV[O = K ——UO
1+ ¢ A M, + 2M?
gesetzt ist.
Man findet
1 7 S |
AL B rof 1— N—1 = ig—— 0 =gy 1—- )
1+ ¢ 1 1 N’
1+ 1
& €
A 1 ) "1 . 1 | 1 M, M, . 1
wo N' = (1—; 1~ = = o e 18
( (1 —m, ( 8/) e . A - oM, 15

s wird

, 1 3 M (1—w ' M,
N::Lw%+eum%):(lrdﬂ &)—(%mgﬁﬁL—m)

_ (.] + Uy— 1S, )_u 7.0, Sy _
S K—U, ) M(1l—v)

also
I{ S Lgro !D .S,l

N=—N=__ 204 10°t
O—K ' U8,

] 1
- und dann ¢ = 1,( 14+ — ],
L 0(, i N)
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womit die Meidellsche ormel (24') erreicht ist. Man erkennt {ibrigens,
dass man auch eine nullte Annuitiit 4, = I, vorschalten kann; alle
Summen sind dann von ¢ = 0 an zu erstrecken, wodurch sich aber I,
Sps Uy und M, nur simtlich um 4, erhéhen.

Bei der obigen Umformung hiitte man sich auch der Meidellschen
“Relation (8) "
1K —i,Uy = (i—1y) D) Fof

i=1

mit Vorteil bedienen kénnen, in der nach ein- oder zweimaliger Diffe-

rentiation 7 — 1, einzusctzen ist.

Der Grund fiir die sehr gute Annitherung, die diese Iformeln geben,
liegt darin, dass die Niherungsfunktion fir ¢+ die wahre Funktion
oskuliert, so dags bei geometrischer Darstellung die Kurven an der be-
treffenden Stelle eine Beriihrung mindestens zweiter Ordnung haben.
Durch (1) ist der Kurs K als eine sehr iibersichtliche elementare Funk-
tion von », also auch von ¢ dargestellt, von der nur die zweimalige
Differonzierbarkeit benétigt wird. Ist nun 4, der Stiitzzins, also ein belie-
biger, nicht abwegig gewihlter Zinsfuss, der zumeist mit dem Nominal-
zing {ibereinstimmen wird, und ist dK/d? an der Stelle 4, von 0
verschieden, so gibt es genau eine nicht konstante gebrochen-lineare
Funktion 1) von 1, welche die wahre Funktion K = K(i) an der Stelle 7,
oskuliert. Irsetzt man dann die wahre unktion K(z) durch diese ge-
brochen-lineare Tunktion, so ist die inverse I'unktion wiederum ge-
brochen-linear, und sie oskuliert ihrerseits die wahre Funktion v(KD),
wie aus den Beziehungen zwischen den ersten und zweiten Ableitungen
inverser Ifunktionen unmittelbar folgt.

Um eine oskulierende gebrochen-lineare Funktion handelt es sich
lmmer dann, wenn eine Potenzreihenentwicklung

2,
in die Gesbal ot ol baltt

‘ ) |
Co | ¢, (1 ¥E Z‘*- J) + O (J?) = ¢, + “6_ L T
! 1— 2
S - Gy

1) Der Fall der ganz-linearen Funktion soll dabei eingeschlogsen sein. Die Ab-
loitung einer nicht konstanten gebrochen-linearen Funktion verschwindet nirgends.
Wenn also die erste Ableitung von K an der Stelle i, verschwindet, die zweite aber
nicht, so ist keine oskulierende gebrochen-lineare IMunktion vorhanden. Anderseits
existiert dann auch keine beiderseits U, definierte stetige Umkehrfunktion ()
von (1).
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gebracht wird — wobei J entweder gleich 1—1, ist oder eine andere
gebrochen-lineare, bei 7 — 1, verschwindende funktion des Zinses be-
deutet — und die kubischen und héheren Glieder vernachlissigh werden.
Dieser Sachverhalt ist nicht nur bet der Herleitung der Zwinggischen
Zinsenformel gegeben; auch die Poukkasche Formel lisst sich so ge-
winnen. Sie hat also ebenfalls oskulierenden Charakter. Fine solehe
Betrachtungsweise erscheint einfacher als die von Lindelof stammende
konvergenzverbessernde Umgestaltung der unendlichen Taylorreihe.

Iibenso wie zu Kurs- oder Barwerten kann zu jeder zweimal dif-
ferenzierbaren Funktion (des Zinsfusses), deren Ableitung an der Stiitz-
stelle von 0 verschieden ist, die oskulierende gebrochen-lineare Funlktion
gefunden werden, ohne dass es dabet der Aufstellung der Taylorreihe
nach Potenzen einer bei 7 = 1, verschwindenden Hilfsgrisse J bedarf.
Sind nimlich @,, @,, @, die Werte ciner Funktion ®(i) und ihrer
beiden ersten Ableitungen an der Stelle 4,, @y =~ 0, und wird die
oskulierende gebrochen-lineare Funktion ¢(7) durch die Beziehung

‘ « : —it4 , 2af
B — By = ) G = o, @) =
L Bla—ig—1p" " T (pi—ip =iy
L—1g
' " y (p;;
so dass @y = —a, Dy = —2a«ff oder umgekehrt « = — @, f = o
die Bedingungen des Oskulierens angibt. Hs folgt daher exalkt &
o 1
1 — 420 —_— ,
o
= (P;@o‘

und wenn hier ¢ durch @ ersetzt und der so gewonnene Niiherungs-
ausdruck mit j statt + bezeichnet wird,

@B,

J—lg=—— e mit § =
T po—ay L@, P
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IMir die Abschiitzung des Tehlers j—1 setzen wir @(1) als dreimal
stetig differenzierbar voraus und gehen sofort zu den inversen Funk-
tionen § und ¢ mit @ als unabhingiger Veriinderlicher iiber. Die dritte
Ableitung nach @ an der Stelle @, lautot

6p2 3O
a1 . . L 2 0
fiir die Naherungsfunktion fo = ———— = ——py
ol 2D p
0
:} (D”Z,__ -(bf (D,,’
o v - \ . . N 0 0*0
fiir die genaue Umkehrfunktion bekanntlich 4" — N
9
0

Wir wenden den Taylorschen Satz 3. Ordnung auf 7—2 an und
- y " 1 . . o ‘-I /-f . ’-H g o
lassen dann @ -~ @, streben. Wegen j,— iy = jo— 1y — jo— 1ty — 0
strebt,

j__'i 1 (-m -m)
. s o e s —1 )
(@ —@gp 6T
und wegen b
— %

= B(P—Dy) + Py~ By

7—"%

j—i~~ B(j—1)® mit B=--1.—p2 (3)
¢ 6D,

wird schliesslich

in dem Sinne, dass der Quotient beider Seiten von (8) fiir @ -~ @, dem
Werte 1 zustrebt. Damit ist die Gréssenordnung des Fehlers festgestellt.
Ubrigens ist 6 B der sogenannte Schwarzsche Ditferentialparameter,
dessen identisches Verschwinden fiir gebrochen-lineare Funktionen
charakteristisch ist.

In dem freilich uninteressanten Falle, dass @(2) der Kurs der
ewigen Rente ist, liefert die Meidell-Zwinggische Zinsenformel immer
den richtigen Iiffeltivzins, wie auch der Stiitzzins 4, gewiihlt sei.

Ist beispielsweise @(v) mit der durch (1) dargestellten I'unktion
K(7) identisch, so stimmt in der Bezeichnungsweise von Zwinggi

@, mit M,, D, mit —o,M,, @D, mit v3(M, | 2M,)

itberein; mit der Abkiirzung @ — @, — K — M, = A ergibt sich also
der oskulierende Niherungsausdruck
—24AM,r,

V—1p = T —1y~ -

A(My+ 2M,) 4 203
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was leicht in die Zwinggische Formel

% 1 24 M,
ro A M, + 2 M?
ibergefithrt werden kann.
Als weiteres Anwendungsbeispiel der oskulierenden Umkehrung
behandeln wir die Firmittlung des Rechnuneszinsfusses aus der Netbto-

jahrespriimie P einer gemischten Kapitalversicherung, wobei Frwerbs-

kosten beriicksichtigt sein mogen. Aus P(2) = (1 f &) ——(1-—v) folgt
) a
]

2
2 2
a

P'(i) = — (1 4 «)

r

2a’2—aa
PH (7/) - (] _|_ a) a.']- I _l_ 2?)3

n-1

| 1
mit a = D Z])x.gk:

@ k=0

R
a = —«Dx %‘0 ks Dm—l—lc’
292 1l k(4 1) .
D kzz_jo 2 .E'}-JC

xr

was sich durch die N, S,, S® geschlossen ausdriicken lisst.

Diese Ausdriicke werden nur fiir einen Stiitzwert ¢, des Rechnungs-
. Sy, % ; o . o~/ il iy .
zinsfusses benotigt und licfern die Werte B, Py, P,, die dann in
Formel (2) einzusetzen sind. Ubrigens ist die notwendige Bedingung

I . n 3 .

Py <=0 bet sehr grossem 7, oder « ausserhalb des praktisch vor-
kommenden Bereichs nicht mehr unbedingt gesichert.

Die zahlenmissice Auswertung wurde fite Bintrittsalter @ = 35,

o] o]

Versicherungsdauer n = 30 auf Grund der Allgemeinen deutschen
Sterbetafel 1924/26 Minner und eines Irwerbskostensatzes von 35 %y,
durchgefithrt, wobei der Zinsfuss von 31/,°%/ als Stiitzwert diente.
Die indformel fiir den Niherungswert lautet dann

368,148 — 9,33562 P

i ’ "
11,3268 - P (2)

100§ —

wenn P auf die Versicherungssumme 1000 bezogen ist.
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Die nachstehende Tabelle gibt ein Bild von der erreichten Genauigkeit.

Rechnungszinsfuss
Jahrespriimie i 100 B (j ~ i0)°
o Wahrer Wert Nitherungswert S nach (3)
100 ¢ 100 § nach (2')

88,7166 0 0,1340 0,1340 0,1812
30,4374 2 2,0112 0,0112 0,0013
28,7011 2,5 92,5084 0,0034 0,0034
27,0887 3 3,0003 0,0003 0,0004
25,5933 3,5 3,5000 0 0
24,9118 4 3,9990 — 00,0010 — 0,0004
22,9854 4,5 4,4957 — 0,0043 — 0,0034
21,7574 5 4,9882 — 0,0118 — 0,0113
17,9483 7 6,8520 — 00,1480 — 0,1295

In der letzten Spalte ist fiic B der aus (3) ermittelte Wert
B = 384,894 verwendet; man erhilt so, wie der Vergleich mit der
vorletzten Spalte lehrt, ein recht genaues Bild von der Grosse des Fehlers
von (27). (In manchen Zeilen macht es sich als Unregelméssigkeit be-
merkbar, dass in den betreffenden Tafeln die Kommutationswerte mit
2u wenig Stellen angegeben sind; der wahre Wert 100+ weicht dann
von dem runden Rechnungszins etwas ab.)

Bei dieser Aufgabe wiirde die Umkehrung der Poukkaschen Formel
40 einem irrationalen, also praktisch unbrauchbaren Ausdruck fithren,
weil der Zinsfuss in die I'ormel fiiv P ausserhalb des Leibrentenbar-
werts auch noch unmittelbar als Diskont d eingeht. Wohl aber lagsen
sich versicherungsmathematische Zinsfussprobleme noch in der Weise
behandeln, dass man das Versicherungsverhiltnis als Darlehensver-
trag zwischen Versicherer und Versichertengemeinschaft ansieht. Bei
der Leibrente gegen Ilinmalprimie fithrt das unmittelbar zur Pouk-
kaschen Iformel. Bei obiger I'ragestellung beziiglich der Jahrespriimio
kann man die I'ormel 0 = 4 — Pa im Sinne von (1) deuten und nach
der Zwinggischen Zinsenformel behandeln. Iis liegh dann ein zum
Kurse 0 gegebenes Darlehen vor, bei dem die Priimie P in den verein-
barten Annuititen (saldiert aus Leistungen und Gegenleistungen) als
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Parameter vorkommt. Da die Hilfsgrossen M von P linear abhiingen,
erscheint nach Wahl eines Stiitzzinses 4, schliesslich der Néherungs-
ausdruck 7 fiir 2 als Quotient zweter quadratischer Polynome in P.
Diese Niitherung ist bei den oben dargelegten speziellen Daten iiber die
Versicherung und fiir denselben Stiitzzing nicht so gut wie nach der
linearen ormel (27).
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