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Reserveappmximation durch Hyperbeln
nach der p-Methode

Von P. Strickler, Ziirich

In verschiedenen Artikeln [1] haben H. Jecklin und H. Zimmer-
mann gezeigt, dass sich manche versicherungstechnische Funktionen
iiberragchend gut durch gleichseitige Hyperbeln approximieren lassen.
Spezicll wiesen sie darauf hin, dass sich die Reserven von gemischten
Versicherungen und Versicherungen mit dhnlichem Reserveverlauf in
dieser Form darstellen lagsen, und ausgehend von dieser FKntdeckung
twickelten sie die sogenannte ['-Methode der Reserverechnung,
Welche gegeniiber den «klassischen» Methoden der Reserverechnung
Manche wesentliche Vorteile hauptsichlich zur gruppenweisen Berech-
Nung der Bilanzreserven aufweist. Zur Bestimmung der Bilanzreserve
aller Versicherungen desselben Zugangsjahres konnen némlich — un-
9“]‘)hi"ingig von Versicherungsart, Zinsfuss und zugrunde gelegter Sterbe-
tafel — einfach die « Hiltszahlen» der einzelnen Policen addiert werden,
Und angchliessend bestimmt sich die globale Bilanzreserve durch eine
infache Rechenoperation anhand dieser Hilfszahlentotale. s sind
a}SO ~ da ja die Policen desselben Zugangsjahres in der Regel auf-
“handerfolgende Nummern tragen — zur gruppenweisen Reserverech-
lung nach Giruppen gleicher vertlossener Dauer keinerlei Umsortie-
Tungen von Reservekarten vorzunehmen, und die Anzahl der Gruppen
bleibt auf ein Minimum beschrinkt.
~ Diesen bedeutenden Vorteilen, welche die I-Methode bictet, steht
Jedoch ein Nachteil gogeniiber. Zwar liisst sich in jedem Finzelfall nach-
Priifen, um wie viel die durch eine Hyperbel dargestellte inzelreserve
von der exakten Reserve abweicht, und diese Abweichungen konnen —
“ventuell durch geeignete Unterteilung der ganzen Versicherungsdauer
W verschiedene Interpolationszonen — ohne weiteres innerhalb gewisser
_{E'Ehranken gehalten werden. Da das Verfahren ja zudem zur globalen

—

[1] siehe Literaturangaben am Schluss.
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Reserverechnung ganzer Portefeuilles dient, werden sich die positiven
und negativen Abweichungen im grossen ganzen ziemlich gegenecinander
aufheben. Bet der Summation der einzelnen Hilfszahlen zum Hilfszahlen-
total entsteht jedoch notwendigerweise ein zweiter Approximations-
fehler, indem die globale Reserve, berechnet aus dem Hilfszahlentotal,
in der Regel nicht genau iibereinstimmt mit der Summe der [inzel-
reserven, sondern in manchen Fillen nicht unbedeutend vom exalkten
Wert abweicht, und zwar ist der global bestimmte Reservewert fiir
Portefeuilles, welehe vorwiegend gemischte Versicherungen und solche
mit ihnlichem Reserveverlauf aufwelsen, stets zu klein. Dieser zweite
I'ehler, der « Summationsfehler», kann nun aber nicht ohne weiteres
abgeschitzt werden, und es ist bis heute noch kein Verfahren bekannt,
welches ithn auf einfache Weise auch nur eingermassen zuverlissig zu
bestimmen gestatten wiirde.

Iis stellt sich deshalb die I'rage, ob es nicht moglich ist, die I
Methode dermassen abzuiindern, dass dieser « Summationsfehlers nicht
mehr auftritt, ohne dass die wesentlichen Vorteile der Methode dabet
verlorengehen. Wie das in geeigneter Weise geschehen kann, wurde
bereits frither gezeigt [5], und es soll hier noch etwas niher auf dieses
abgeinderte Approximationsverfahren, die sogenannte «p-Methode»,
eingegangen werden,

W. Friedli zeigte in einem Artikel [2], dass bei Annahme des
Moivreschen Gesetzes in der Form

boys = L(1—A%) (1)
fiir die Absterbeordnung und unter Vernachlissicung des Zinses die
Reserve einer gemischten Versicherung fiir das Bintrittsalter z und die
Dauer n dargestellt werden kann durch

v t (1—An)? t o
Y n(2—An) ¥ n(@—Ain) 1—At° ®)

dass sie also die allgemeine Iform

, t
Vo=gt+h 1t (3)

besitzt, und ebenso weisen die Reserven der Erlebensfall- und der
temporiren Todesfallversicherung dieselbe Gestalt auf. Fntsprechend

der Darstellung (1) des Moivreschen Gesetzes ist 4 — —— und des-
) Ww—=T
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halb fiir alle Versicherungen mit demselben Fintrittsalter konstant.
Bs st 4 um so grogser, je grosser das [intrittsalter @ ist.

Die Formel (3) legt es uns nahe, allgemein zur niherungsweisen
Darstell’lgmg der Reserven von gemischten und lirlebensfallversiche-
rungen einen Ansatz von dieser Form zu versuchen. Soll die Dar-
stellung (3) znr globalen Reserverechnung fiir alle Versicherungen
desselben Zugangsjahres dienen, so miissen wir statt des vom Ilintritts-
alter abhiingigen Parameters 4 einen einheitlichen, fiir alle Versiche-
tungen konstanten Wert ¢ festlegen. Fiigen wir, wm auch ganz oder
beilweise primienfreie Versicherungen erfagsen zu konnen, noch ein
konstantes (lied hinzu, so haben wir deshalb vom Ansatz

JV =k+gt+h b (4)
L —gt

uszugehen, und ungere Aufgabe ist nun die, die Konstanten k, ¢, h
Sowie den Parameter ¢ geeignet festzulegen. Wenn wir das in einer
Waise gotan haben, dass die inzelreserven der in Frage kommenden
Versichorungsarten in befriedigender Genauigkeit durch (4) dargestellt
Werden, so kénnen wir von (4) ausgehend unmittelbar eine globale Re-
Serveformel zur gruppenweisen Berechnung der Reserve nach gleicher
verflogsener Dauer zu cinem beliebigen Zeitpunkt ¢ geben: Kenn-
zeichnet der Index 4 die cinzelne Versicherung und ist S; die Versiche-
tungssumme, so wird

o , ¢ o
Z V.S, = E Sk, + t}; S; 9, + i E Sih;. (5)
(#) (v) (#) S D)

7y Bildung des Reservetotals sind also einfach die mit den Versiche-
fingssummen multiplizierten «Hilfszahlen» &, ¢ und h zu addieren,
dann berechnet sich aus diesen Hilfszahlontotalen die Reserve in itber-
aus einfacher Weise als exakte Summe der approximierten Iinzel-
Teserven,

Fs scheint nun verniinftig zu sein, die drei Konstanten k, ¢ und &
(4 g0 festzulogen, dass zu 8 Zeibpunkten { =1{,, t =« und t =1,
Wobei chwa 1, <<« << t, sein moge, die approximierte Reserve mit der
¢xalten iibereinstimmen soll. Fiihren wir die Hilfsgrosse

1l —gpa

C=
p(ly—a) (a—1y)

[,V (0= t) =V (ly—t) 4 V (ly—o)]  (6)
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50 bestimmen sich diese Konstanten zu

Wbl b Ol

]i; == E )
(t,—1y)
g = 'avr;_“i;‘.(j, (7)
274
; C(l—gt) (1 —pty) |
to— 1ty

l—qpa
@ (lg—a) (1)
liert, so bestimmt sich ¢' aus 3 Reservepunkten , V, ¥ und , V' durch
eine fdusserst einfache Rechenoperation, und mit kleiner Miihe folgen
anschliessend die drei Hilfszahlen k, g und A. I'iir die weitaus iiber-

: ‘ ; ; n
wiegende Mehrzahl aller Versicherungen wird man ¢, =0, « = 5 baw.

Werden fiir praktische Zwecke die Iaktoren - tabel-

n-t1 . , , .
——— je nachdem die Versicherungsdauer n gerade oder ungerade 1st,
und ¢, = n annehmen kénnen. Ferner werden wir weiter unten sehen,
dass die Bestimmung der Hilfszahlen einer ganz oder teilweise pri-
mienfreien Versicherung (,V = 0) in den wichtigsten Féllen auf die
Hilfszahlen der voll primienzahlenden Kombination zuriickgefiihrt
werden kann (,V = 0), und wir kénnen uns deshalb bei den folgenden
Betrachtungen big auf weiteres auf den Normalfall beschriinken, dass
t, =0 und , V == 0 ist. Fs sind dann die Hilfszahlen gegeben durch

A, 1
fimsill], § coo B Jm (-arp, (8)
n n
: 1—ga .
wobei € = —— 0% (@ V—n,V),
@ o (n—o)

Wesentlich fiir eine befriedigende Approximation der Reserve durch (4)
ist natiirlich die geeignete Wahl des Parameters ¢. lis ist nicht zu er-
warten, dass fiir jede Versicherungsart, jeden technischen Zingfuss und
jede Sterbetafel derselbe Wert von ¢ ein optimales Resultat ergeben
wird. iine Abschétzung tir die Grossenordnung von ¢ erhalten wir auf
die folgende Weise:
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Aus der Reserveformel (4) folgt durch zwei- baw. dreimaliges Ableiten
nach ¢

2 h 6 hp?
tV” . 7(p o ! " ?‘I) — (9)
(1—pt)3 (1—et)t

und durch Iilimination von h: N

o t}lf
= ‘ 7"V’Il . (10)

¢ [

B i
WV

Fiir eine reine Sparoperation wird nun aber bei kontinwerlicher Pri-
mienzahlung und bei einem Aufzinsungsfaktor von (1 }-4) = ¢’ die

I valls
Reserve dargestellt durch ,V = 5. Daraus folgt s
n e
e —1 WV
80 dass also ¢ = ———— wird. Bei der Reserveberechnung einer ge-

3+ dt
mischten Versicherung kommt ferner bekanntlich eine Frhohung des
Zinstusses einer Iirhihung der Sterblichkeit um einen gleich grossen,
tiber alle Alter konstanten Betrag gleich. Bei konstanter Sterblichkeit p

Wirde demnach ¢ — — i l_a — anzusetzen sein. Rechnet man mit

3 4 t(u -+ 9)
eimer durchschnittlichen Sterblichkeit (wobei durchschnittlich in bezug
auf die withrend des Ablaufes der Versicherung erreichten Alter zu
Verstehen ist) von etwa 15%,,, was bei einer modernen Tafel einem
Alter von rund 50 Jahren entspricht, und vernachléssigt man im Nenner
die Grosse t(u + 0), so ergibt sich fiir ¢ die Niherungstormel:

¢ — ; 40,005 (11)

Diese liefert, wie die Nachprifung an Beispielen zeigt, fiir gemischte
Versicherlmgen wirklich sehr brauchbare Reserveapproximationen auf
Grund der Formel (4).

Um auf ihnliche Weise eine exaktere Abschiitzung fiir ¢ zu finden,
Wire man versucht, auf die Differentialgleichung von Thiele fiir die
Priimienreserve zuriickzugreifen, doch zeigt es sich, dass dadurch keine
Verbesserung der Bestimmung von ¢ erreicht werden kann. Line
wesentliche Verbesserung konnen wir wohl nur dadurch erzielen, dass
Wir @ mit der Minimummethode festlegen. Um dies zu tun, schreiben wir
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die Tormel (4), nachdem wir die Werte (8) fiir k, g, b eingesetzt haben,
in der Gestalt

|4 V—mn, W 1—
N g - t(n—1) il (12)
n no(n-—a) 1—gt
Mit den Abkiirzungen
V V—en,V
},/jt - th LA L: Gy — Wy tn—1), (1»3)
N 1o (n—a)

wobei , V' die exakte Reserve zur Zeit ¢ bezeichnet, bestimmen wir ¢ so,
dass die Summe

DM, (1 —egt)+ L,(1—-ga)]* = Min. (14)

(0
moglichst klein wird. Setzen wir die Ableitung dieses Ausdruckes nach
¢ gleich null, so findet man, dass

o > [Mt+ Lyl = > (M, +L,) (M, ¢ + L, ) (15)
() (&)

sein muss. ['ir die Tafel SM 1939/44 & 21/,°/; bestimmt man daraus z. B.
bei Verwendung von je 10 dquidistanten Reservepunkten die folgenden
Werte fir ¢:

Kintritts- i Gemischte Erlebensfall- Temporiire
alter Versicherung versicherung Versicherung
20 40 | @ = 8,2%, @ = 15,3 %, @ = 22,35,
%5 20 | o= 8,5, p = 18,7, @ = 42,8 %,
35 30 | @ =—16,00/, p=20,9% | @=245°,
40 20 | @ ==19,1°, @ = 20,7 %40 @ = 28,7 %50

Durchschnitt | ¢ = 13,0 9/, o = 17,6, = 29,6%,

Die auf Grund des Moivreschen Gesetzes hergeleitete Beziehung
(s. Bette 85, lotate Zeile), dass p (welches dem dortigen Wert 4 — ! =

w—1=T
entspricht) um so grosser ist, je grosser das Kintrittsalter @ ist, kommt
sumindest fiir gemischte Versicherungen in der Tabelle gut zum Aus-
druck. I'tr lirlebenstall- und fir temporive Todesfallversicherungen
liegen die optimalen Werte tiir ¢ durchwegs und zum Teil wesentlich
hoher als tiir gemischte Versicherungen. Da jedoch die Reserveformel (4)
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zur globalen Reserveberechnung eines ganzen Portefeuilles dienen soll
und nicht zur moglichst exakten Darstellung von Finzelreserven, so ist
die Wahl eines mittleren Wertes fiir @ unumgiinglich, so dass also nicht
Jede einzelne Reserve mit bestmoglicher Giite angendhert werden kann.
Wie soll aber der mittlere Wort fiir @ angesetzt werden? Um das beur-
beilen zu konnen, miissen wir untersuchen, wie sich die approximierte
Reserve indert, wenn wir der I'ormel (4) einen andern Wert ¢ zugrunde
legen., Ausgehend von der Darstellung (12) der Reserve findet man

o,V a,V—n,V tn—1)(n—o)

I B . 16
d nao(n— o) (1 —g@t)? (16

Wenn also die beiden Reservepunkte 77 und V' auf derselben

a,V
1 g ; . . 3 ) . ] ! )
Geraden durch den Nullpunkt liegen, so verschwindet y stets,
, a2,V . ‘ o 4
und es nimmt - 7 proportional zur Abweichung V' —_,V von ¥V
n

von dieger Geraden zu oder ab. Um eine Abschitzung fiir die Grosse

|74
von b

- zu erhalten, geniigh es deshalb, c)tk fiir eine bestimmte
?

. “ o - :
Abweichung — ¥V — ¥ und einige Dauern zu tabellicren. Fiir ¢ — 0,

n
_ .0,V _ _ N o,V

b=o und t =n ist —' =0, und fiir die maximalen Werte von —
dp dep

o

’

. o .
finden wir = B. fiix —  V—,V = 1009/, und o = 5 angenihert:

(L

o

% @ = 10% @ = 14, @ = 18y

; ¢ t b ! t
10125 0,197 |7,5| — 0,219 | 2,5] 0,201 |7,5| — 0,284 | 2,5 0,206 |7,5| — 0,251
201 4 | 0417 [16 | —0,544 | 4 | 0,431 |16 l — 0,638 4 | 0,446 | 16| — 0,757
8016 | 0,652 |24 | — 0,997 | 6 | 0,686 |24 | — 1,306 | 6 | 0,724 | 24| - 1,785
408 | 0,907 |82 | —1,661 | 8 | 0,974|82 | —2,520| 8 | 1,048 |32 | ——4,272

A |

Wir ersehen daraus, dass fiir lange Versicherungsdauern d‘ l bet
I
gleicher mittlorer Abweichung von der Geraden wesentlich grosser ist
als fiir kurze. Da zudem fiir langdauernde Versicherungen in der Regol
diese Abweichung bedeutend grosser ist als fiiv kurzdauernde, weicht
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das approximierte ,V bei einer Verinderung von ¢ fiir Versicherungen
mit langer Dauer sehr viel mehr vom optimalen Wert ab als fiir solche
mit kurzen Dauern. Ils ist deshalb bet der Festsetzung des Mittelwertes
tiir ¢ dieser Tatsache Rechnung zu tragen, und da lingeren Dauern
durchschnittlich eher kleinere Werte von ¢ entsprechen, ist der Mittel-
wert fiir @ nicht zu hoch anzusetzen. Fiir die Tafel SM 1939/44 & 21/, %/,
diirfte der durch die Abschitzung (11) gegebene Wert ¢ = 13,59/, als
Mittelwert hoech genug sein, vorausgesetzt, dass nicht ein grosserer
Prozentsatz von reinen lirlebensfall- oder temporiren Todestallver-
sicherungen im betrachteten Portefeuille enthalten ist.

Als niichstes wollen wir auf die Frage eintreten, wie die praktische
Reserverechnung fiir einen umfangreichen Bestand gestaltet werden
soll, um ein rationelles Arbeiten zu ermdoglichen.

Zuniichst 18t einmal darauf hinzuweisen, dass auch bei guter Wahl
des der Reserverechnung zugrunde gelegten Mittelwertes fiir ¢ in
manchen Fillen die Genauigkeit der Approximation nicht hinreicht,
um die Reserve withrend der ganzen Versicherungsdauer durch eine
einzige Hyperbel approximieren zu konnen. Besonders bei Versiche-
rungen mit hohen Fndaltern wird sich eine Aufteilung der ganzen
Dauer in zwei oder mehrere Interpolationszonen nicht umgehen lagsen.
Bei einer solchen Unterteilung soll aber stets fiir jede Interpolations-
zone das Zugangsjahr der Police als rechnungsmiissiger Versicherungs-
beginn beibehalten werden, um nicht bel gruppenweiser Berechnung
von Reservetotalen Reservekarten einer andern Zugangsgruppe zu-
ordnen zu miissen und so eines der Hauptvorteile der ¢-Methode
verlustig zu gehen. Die in [1] von H. Jecklin und H. Zimmermann
vorgeschlagene Zoneneinteilung diirfte sich auch fiir die @-Methode
bewihren. Die Hilfszahlen einer jeden Zone berechnen sich nach der
allgemeinen Formel (7) mit Hilfe von (6). Fine grosse Krleichterung
erzlelt man dabel dadurch, dass man die in (6) auftretenden Ifaktoren

1 —qa ) ]

o tabelliert, was besonders dann leicht geschehen kann,
@ (ty—a) (@ —ty)

wenn man sich — wie dag z. B. von Jecklin und Zimmermann aus andern
Griinden vorgeschlagen wurde — auf die Verwendung von gewissen
Standard-Zonenlingen beschrinkt, indem man vom Versicherungs-
ablauf an gerechnet bestimmte Intervalle abspaltet. Jecklin und
Zimmermann befiirworten 20 bzw. 6 Jahre als Zonenlingen, so dags

man bet dieser Einteilung mit drei Kolonnen von Faktoren — ganze
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Versicherungsdauer baw. 20 Jahre bzw. 6 Jahre vor Ablauf des Inter-
Polationsintervalles — auskommen kann, denen man mit Vorteil noch

. 1—et) (1 —epty)
-- : 1)\ — @y . —
die Grogsen ( it 28 gur einfachen Berechnung von b hinzu-

fiigt, vgl. (7). fhh

Die Verwendung von Standard-Zonenlingen ist im Prinzip auch
Flann noch moglich, wenn durch die Versicherung selbst ein Unterbruch
I der Interpolation durch Hyperbeln bedingt wird, z. B. dadurch, dass
Nach einer gewissen Anzahl von Jahren eine Anderung in der Priimie
oder in den Leistungen eintritt. Man wiihlt in diesem alle als orstes
Interpolationsintervall einfach die Dauer bis zum Fintritt dieser Ande-
rung. Nach deren Iintritt stellt man eine neue Reservekarte so aus,
Wie wenn die Versicherung schon seit Beginn mit den neuen Priimien
bzw. den neuen Leistungen lauten wiirde, was unter Zuhilfenahme
einer kiingtlichen Anfangsreserve ohne weiteres gemacht werden kann.

Soll die Reserve eines umfangreichen Bestandes auf Grund der
¢-Methode berechnet werden, so wird man die Hilfszahlen g und
der wichtigsten Versicherungsarten tabellieren. Um nicht zu umfang-
reiche Tabellenwerke anlegen zu miissen, kann man sich etwa darauf
beschriinken, vollstiindige Tabellen der gemischten Versicherung und
der Frlebensfallversicherung fitr die in Frage kommenden Bintritts-
alter und Versicherungsdauern zu erstellen. IMigt man diesen Tabellen
noch die Hilfszahlen ¢ und h einer reinen Sparoperation bei, d. h. fiir

1 il , welche entsprechend den Dauern n nur eine einzige
R |
Kolonne von Werten umfasst, so kann man durch geelgnete Zusammen-
Setzung dieser Hilfszahlen sofort die Hilfszahlen der iiberwiegenden
Mehrzahl dor gebriiuchlichen Versicherungsarten erhalten, ohne jedes-
mal auf die Berechnung von Reservepunkten zuriickgreifen zu miissen,
und zwar unabhiingig davon, ob eine Versicherung ganz oder teilweise
Primienfrei ist. Bezeichnet nimlich »n die Versicherungsdauer, P (== 0)
die withrend m Jahren zahlbare konstante Primie, A:_H';_-,] den Bar-
Wwert einer im iibrigen beliebigen Versicherung nach ¢t Jahren, I} die
bei Versicherungsbeginn gemachte Finmaleinlage 1), so gilt
p— Aen—FE

——— axl m

(17)

') Mit EFE <0 koénnen hier auch die Abschlusskosten beriicksichtigt werden.
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und
__ A%* P _—
JV Tt -t 1 a:l:'i-t,m—ti
gk
4% ) 5
ok “La,n) n |- “a-t, m-i] 3
A‘:L‘«I-t ey - d, b, met] |- BE—FEH |1-—- . (lb)
X, m ax, m

Der Augdruck in der ersten Klammer 1st nichts andereg als die Reserve
der voll primienzahlenden Versicherung (d. h. fiw 7l = 0), derjenige
in der zweiten Klammer die Reserve der gewohnlichen gemischten Ver-
sicherung von der Dauer m. Die Hilfszahlen der ganz oder teilweise
primienfreien Versicherungen erhalten wir also, indem wir von den
Hilfszahlen der voll priamienzahlenden Kombination die Hilfszahlen
einer gemischten Versicherung der Dauer m, multipliziert mit der Iin-
maleinlage, abziehen

Bezeichnen wir nun mit (7 die Reserve der gemischten Ver-
sicherung vom EFintrittsalter @ und der Dauer n, mit ,S* diejenige der
reinen Sparoperation, so ist bek: nntll(,h die Reserve 1% der Versiche-
rung auf festen Termin darstellbar als |3

mn rz n 1
An =" G% (1 =" I (19)
Die Reserve der vorschiissic zahlbaren lirbrente 1 (Uberlebens-

Zeitrente) mit Primienzahlungs-Dauer m Jahre kann dargestellt wer-
den als

o dyi—3d, fi—‘r']:'
!V = an—t‘ — &gy Lot l a. ax+t, m—{ |
x, m|
" A,y / Ay ,
= ~a,;-,(1* ) +a, M(l e ‘%- LE
\ aNi 4 a.{;,n‘ / (2())
3_._ .
+ (arﬂ 'cnl ],1{)(1 L i)
a:c,"iri]
- an Lt e Az, n| t( e T (an| Ay Sl ==l F) fm = Il

Thre Hilfszahlen lassen sich also zusammensgetzen aus denen der reinen
Sparversicherung und von gemischten Versicherungen. Dabei ist aller-
dings zu sagen, dass die Reserve der Lirbrentenversicherung allein
durch eine Hyperbel in der Regel schlecht approximiert wird. Da-
gegen ist die Approximation fir lrbrentenversicherungen in Verbin-
dung mit Termin- und gemischten Versicherungen sehr befriedigend.
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Schliegslich lassen sich die Reserven der gemischten Versicherung
mit abgekiirater Primienzahlung, der irlebensfallversicherung mit ab-
gekiirztor Privmienzahlung, der temporiiren Todesfallversicherung usw.
mit oder ohne Frbrenten durch Kombination der Reserven der obigen
beiden Versicherungsarten mit der Reserve der Erlebenstallversiche-
rung, die wir mit B ablkiirzen, entsprechend dem Riickkaufswert beim
Ablauf der Primienzahlungsdauer in einfacher und fir die Praxis
leicht zu handhabender Weise erhalten. Auch die Reserve der ge-
mischten Versicherung auf 2 Lieben lisst sich nach einer von H. Jeck-
lin [4] gegebenen Formel durch

V= Gz + cGZ** pS" (21)

N guter Naherung darstellen. Man vergleiche dazu die am Schlusse bei-
gefligten Rechnungsbeispielo.

Die wichtigsten Kombinationsmdéglichkeiten fiie die Hilfszahlen
sind etwa, die in Tabelle 1 im Anhang angegebenen, jedoch lassen sich
auch weitere Versicherungsarten in fihnlich einfacher Weise behandeln,
50 z. B. die gemischte Versicherung mit niedriger Anfangsprimie, wobei
die Priimienermiissigung withrend A Jahren gewiihrt wird. Bezeichnet
PE.H, die nach Ablauf der & Jahre zu besahlende hohere Priamie, so be-
technen wir zuniichst

S ) D . e - 5 Fa- P o
hV 'ﬁ Ax»l—h, n—k, _l a-h a:c»Hi , =h| llIl(l OV I A'.u, ‘n] 1 z-h a;b‘, n|*

Wiihrend der ersten h Jahre sind die Hilfszahlen der Reserve gegeben
durch

n
Mz

— B itber (1—,1),

itber 1

Wihrenddem sie nach Ablauf der h Jahre dargestellt werden durch

i iber 1— V* (> 1, weil (V* <0).

Al

Versicherungen mit um ¢, Jahve riick- oder vordatiertem Beginn
lagsen sich ohne weiteres in unser Schema einordnen, indem man zu-
- , 1 SSNPR N T3 ) 1:74_1* o P )
Nichst die (kiinstliche) Finmaleinlage 117 = A7, i — LAy, g
berechnet und daraut die Hiltszahlen gemiiss Tabelle 1, aber fiir das
Alber o £, und die restliche Dauer n—t, beniitzt. Bei Versicherungen
mit abgekiirzter Priimienzahlung rechnet man nach Ablauf der Primien-
zahlung am einfachsten so, wie wenn die Versicherung ab Beginn
Primienfrei gewesen wiire.



Natiirlich bietet die Zusammensetzung der Hilfszahlen in dieser
Weise nur dann besondere Vorteile, wenn die Grundkombinationen,
von denen wir ausgehen — also in ungerem Falle gemischte Versiche-
rung, Irlebenstall- und Sparversicherung —, vollstindig tabelliert sind;
andernfalls fithrt eine direkte Berechnung der Hilfszahlen anhand von
dret Reservepunkten schneller zum Ziel.

Zum Schlusse wollen wir uns noch die Frage stellen, was fiir eine
Gestalt ein Sterbegesetz haben miisste, damit sich die Reserve der ge-
mischten Versicherung exakt durch (4) darstellen liesse. Kinfachheits-
halber bedienen wir uns der kontinuierlichen Methode und setzen

t
YV =gt+h T (22)

Aus der Differentialgleichung der Primienreserve

_ 1
V= (t“mzﬁl“(s) [ —=l] o (23)
2, n]
ergibt sich 1
(B e
Moy .4 B e — O
i JV—1

Da der Nenner fiir ¢ = n verschwindet und g, , fitv = n beschrinkt
bleiben muss, folgt daraus sofort, dass fiir gemischte Versicherungen
L gt 25)
e — g e = S
87 (I —pn)®

gilt, und wenn wir (22) in (24) einsetzen, folgt unter Beniitzung von (25)

die einfache Iormel
1 1
/)
(I—gn)? (1—pb?

Hos 1t [

IMiir ¢ = n gilt speziell

Pt =

n

e B (26)

2
By == e kA (27)
g(1—@n)®+ h(l—epn)

Damit besitzen wir ein Mittel, mit dem wir abschitzen kénnen, durch
welche Abweichungen in der Sterblichkeit bzw. im Zins ein durch die



Reserveapproximation (22) verursachter IMehler gerade kompensiert
wird. Durch geeignete Unterteilung der Reserveapproximation in
verschiedene Interpolationszonen haben wir es in der Hand, diese Ab-
Welchungen innert gewisser Schranken zu halten.

In den nachfolgenden Tabellen sind einige Beispiele von Reserve-
approximationen zusammengestellt, wobel als Interpolationszonen
durchwegs die ganze Versicherungsdauer bzw. Primienzahlungsdauer
gowihlt wurde. Die Approximation ist bei den gemischten Versiche-
rungen, bei den lebenslinglichen Versicherungen wmit abgekiirater
P rimienzahlung, bei den Versicherungen auf festen Termin und auch
bei der gemischten Versicherung auf zwei Leben 1) durchaus be-
friedigend, withrend die iibrigen drei dargestellten Versicherungsarten —
Erlebenstall-, Terminversicherung mit 200/, IKrbrente, temporire
m § § . 5 o
Todestallversicherung — zur guten Approximation cines héheren Wertes
fiir ¢ oder aber einer Unterteilung in 2 Interpolationszonen fiir lingere
Versicherungsdauern bediirfen. Immerhin heben sich auch in diesen
letzteren drei Iillen die positiven und die negativen Abweichungen im
Durchschnitt bis auf einen geringfiigigen (und im itbrigen positiven)
Rest — er iiberschreitet in den angefiihrten Beispiclen nirgends den
Betrag einer Jahresprimie — auf.

e
1) Die Reserveapproximation der 2-lebigen Versicherung ist fiir die meisten

in Frage kommenden Alter und Dauern wesentlich besser als im angefiihrten Bei-
Spiel & = y = 85, n = 30.
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Tabelle 1 n — Versicherungsdauer
m = Primienzahlungsdauer
[ils — linmal-LKinlage am Versicherungsbeginn

Versicherungsurt Zusamamensetzung der Hilfszahlen
(remiseht: L iiber 1— N
Erlebensfallversicherung: 3y iiber 1

— (% tber K1

Gemischt mit abgekiirzter L tiber 1— 10N
Primienzahlung: —=, B Uber 1— A0 wm
lirlebensfallversicherung mit By UBer B =

aboekiirzter Primienzahlune: — G iiber KH
o (] -

Temporire Todestall- (i iiber 1—IH
versicherung: — B iiber 1

Temporire Todesfall-
versicherung mit abgekiirzter (3 itber 1—HI

Primienzahlung: = BT UbeF L—=d..w rovt Boan 50
Terme-fixe-Versicherung: S* tiber 1—0"

+ Gy iiber o*— I
Terme-fixe-Versicherung mit ~ ,S™ iber "™ —o"

abgekiirzter Primienzahlung: -+ (7 iiber »" I

r(L'
Erbrente R:  itber Ra.— MW
e i

— " liber Rag
Erbrente B mit abgekiivater (i diber Ba,
Prismienzahlung: + Gy tber R(a,—a, ) — LB

— 5" liber Ra,,
Gremiseht mit Frbrente R: Gy liber 1+ Rag—1Iuly

— " liber Ba,
Terme-fixe - Versicherung Gy iiber o" |- Ba,— b
mit Frbrente: + 8% diber 1—o"—Rag
Gremischt auf zwel Leben, (ry tber 1—IE
Kapital zahlbar beim 1. Tod: (7} iiber 1— [l

— S diber 1—IU
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Tabelle 2,V fiir gemaschte Versicherung
Grundlagen: SM 1939/44 & 2149

8 = 10000.—

@: genaue Werte b: optimale Approximation ¢: Approximation mit ¢ = 13,5 %/,,
~_~_—~—
T =20 n =40 =25 n=20 x =35 n =230 =40 n =20
il : o
W @ b ¢ a b ¢ rL b ¢ a b ¢
=84 » =90 |"l’ = 180/00! p= 190/00‘
I=11 606 622 664 | 770 773 T83 | 732 749 | 739 | 793 T95 | T84
211277 1305 | 1866 [1585 1589 | 1602 [1512) 1531 | 1515 [1618) 1621 | 1605
3 12031] 2056 | 2115 2447 2451 | 2463 |2338) 2349 | 2335 (2479 2482 | 2466
4 12868 2881 | 2918 (3359 3360 | 3367 3206, 3214 | 3204 (3379 3381 | 3371
5 3790 8790 | 8790 4320, 4320 | 4320 [4127] 4127 | 4127 4325 4325 | 4325
6 4795 4792 | 4746 (5335 5334 | 5327 |5107 5106 | 5117 5320 5320 | 5331
715889 5900 | 5807 [6405 6406 | 6391 |6157 6161 | 6184 (6373 6374 @ 6395
8 |T094| 7126 | 7005 7586/ 7538 | 7520 |7294| 7811 | 7341 7493 7497 | 7523
9 8443 8486 | 8381 (8732 8734 | 8720 [8554| 8580 | 8606 [8695 8701 | 8722
¥ = -67.63| 86.43 —-187,15| 64,56 149,12} 104,23 212,15| 315,82
h = 215.99) 75.24 563,46| 317,87 95,79/ 136,32 178,47 67,37
I\——;

Tabelle 3 |V ftir @ = 85, n = 30, fir verschiedenc Versicherungsarten

Grundlagen: SM 1939/44 a 21,9,

«: genaue Werte

5 = 10000.—

¢: Approximation mit ¢ = 13,5 %/,

llﬁﬁebcys;‘liill‘g:- Terme-fixe Gemischte
_lb 1, Primien- Terme-fixe mit 20 9% Erlebenstall Temporiire auf zwei
zZahlungsdauer Krbrente Leben b
30 Jahre
a | ¢ |a]| ¢ | o] ¢ | a| ¢ |a] ¢ | a] ¢
9= 136.60 98.35 146.71 -130.62 234 .85 115.49
h — 67.89 139.82 111.04 276.05 ~139.73 12962
t=3 600 622 [ 715 732 | 848| 787 | 529| 471 (203 268 763 TH2
6 [1239] 1263 [1483] 1508 |1729] 1605 |1106] 1019 |407 497 {1571 1539
7 9 11906| 1925 |2301] 2318 [2601| 2458 [1740| 1653 |598 682 [2410| 2367
12 2001 2611 |3173] 3182 |3447| 3351 |2444| 2386 | 762 817 3276 3242
15 (8326 33926 |4105| 4105 4289 49289 [3233| 8233 |895 895  [4180( 4170
18 {4083 4073 |5103| 5095 |5138] 5281 (4132, 4213 [975 905  [5129] 5161
21 |4873| 4858 [6175] 6163 [6024| 6335 |5179| 5348 | 978 837 6137 6224
24 |5699| 5689 [7333] 7324 [7012! 7463 |6434| 6666 | 860 T62 |T232] 7374
27T 165731 6573 [8596] 8596 8245 8679 7992 8202 | 562 404  |8477| 8625
-\—s

') Berechnung nach Formel (21)
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