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Les assurances d'annuités sur une et plusieurs têtes

et leurs applications aux assurances mixtes

Par C/t. Jégwier, Lausanne

-Lifrodwch'on. A plusieurs reprises déjà nous nous sommes occupés
des assurances d'annuités *), voir [I] [II] connues aussi sous le nom
Populaire de «rentes familiales ®)». Récemment, dans un excellent article
M. A. Wenk [IV] ayant imaginé de nouvelles applications des assurances
d annuités, a parlé incidemment des rentes familiales sur deux têtes;
mais, à notre connaissance, il n'y a jamais eu d'études systématiques
®ur les assurances d'annuités sur plusieurs têtes. C'est pourquoi nous
avons entrepris des recherches à ce sujet.

Quand nous parlons d'assurances d'annuités sur plusieurs têtes,
Expression «au premier décès» est sous-entendue. Pour bien préciser
nous admettrons les hypothèses suivantes:

1- La table de mortalité envisagée suppose les décès payés à ht /m
de Z année; ainsi nos formules ne seraient pas toutes exactes avec une
table comme /I A', qui envisage les décès payés au milieu de l'année.

2- Les rentes considérées sont «praenumerando», le premier arrô-
étant payé au début do l'année qui suit celle où le décès s'est pro-

duit, le dernier une année avant l'échéance, voir [ I] p. 32.

3. Dès le premier décès la rente future se transforme en une rente
certaine, rente en cours due jusqu'au début de la dernière année d'assu-
rance, quelque soit le sort du bénéficiaire; si celui-ci meurt avant

échéance l'assureur paiera les termes qui restent à un autre béné-
ficiaire désigné.

Q Les chiffres romains entre crochets renvoient à la bibliographie, p. 82.
Q En allemand: «Erbrente.»
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Dans co travail nous rappelons d'abord symboles et particularités
de la rente familiale ordinaire, c'est-à-dire sur une tête. Puis nous
étudions en détail los assurances d'annuités sur deux têtes et leurs

applications à l'assurance mixte sur doux têtes; enfin nous passons aux
assurances d'annuités et aux assurances mixtes sur trois têtes. Pour
terminer nous mentionnons quelques formules générales concernant les

rentes familiales sur m têtes.

Kcmari/Mcs: Comme, à plusieurs reprises, nous approfondirons deux

cas-types d'assurances nous donnons ici - afin d'éviter des répétitions
les caractéristiques de ces deux exemples numériques. On aura ton-

jours: âge d'entrée 130 ans, rente familiale Zi — 1.000 et capital assuré
C — 1.0 000 dans le cas d'une assurance mixte.

fiêremp/e n° /; Durée: » — 20 ans. Table MVVI à 8 Va"/o- Ou a alors:

C'Pjjöi 1341,67 et B' CP^, + 67/ 1341,07 + 3138,10

67,9,53.

Eïempfe n" 2: Durée: » 30 ans. Table SM 1921/30 à 2%%. On a

alors: C'P^ 212,99 et P' CP^ + C7Ü

R' := 212,99 + 267,64 PW,63.

Rappelons les formules suivantes, voir [I] et [II], relatives à une
rente de un franc:

I. Les assurances d'annuités sur une tête

Prime unique (1)

Prime annuelle (2)

'I (3)
2-3! • ni*®:n|

(3)

(4)

Réserve mathématique (5)

où F a;-|- à et »' - »—fc

4^(^s:lT|) - 3»T|~ (1 + (•>)
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Pour obtenir des primes élevées la compagnie choisira une table à

mortalité élevée et un taux d'intérêt faible. De deux tables différentes
celle qui indique la mortalité la plus forte conduit à la rente a,..-j la
plus faible - donc aux primes les plus élevées (voir ci-dessous). En
general, pour éviter l'antisélection, l'assureur fera passer un examen
médical au candidat.

Quant au taux d'intérêt la question est plus délicate; si i' >1 on a

et a„,,:„|(f) < a„.:,q('i) ; mais la rente certaine variant plus
rapidement que la rente temporaire viagère, les primes seront tout de
uiemo plus faibles avec ï' qu'avec h L'assureur a donc avantage a
choisir un taux technique bas, bien que l'influence de l'intérêt sur la
Prime annuelle ne soit pas considérable comme on le voit dans l'exemple
ci-après.

Tls.swcmce (ï'cmmwfes: /{ — 100, :r 30, » 25. SM 1921/30.

On a: Taux technique: 2%% 3% 3//,%
Prime unique 117,70 108,70 100,40
Prime annuelle 6,65 6,45 6,25

-dit/re eœempZe: Variation des primes en fonction de la mortalité
// 100.

Envisageons lus trois tables suivantes. Taux 3/2%:
I. SM 1901/10, II. SM 1921/30, III. SM 1939/44.

On obtient les primes ci-après:
Primes uniques Primes annuelles

® " Table t Ii III I II III
°0 15 164,90 131,70 103,40 16,05 12,42 9,50
40 20 160,40 118,30 86,80 12,24 8,75 6,27
'40 25 145,70 100,40 71,30 9,34 6,25 4,36

Les variations des primes seront analogues dans les assurances sur
Plusieurs têtes; page 75 nous donnons quelques exemples de l'influence

le montant des primes de l'âge d'entrée, de la durée, ainsi que du
nombre de têtes.

Quant à la réserve mathématique rappelons qu'elle est souvent
Negative. Cela a lieu voir formules (4) et (6) - chaque fois que

/) ' k " 1 ' ï ' j / I (0
», < /j,, si Ion pose tq

' et fq
a,,,„| voir [1] p. 34.
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II. Les assurances d'annuités sur deux têtes

Il y a ici deux assurés a; et •// qui, tous deux, passent un examen
médical; la compagnie s'engage à payer, dès le premier décès, une
rente de un franc, jusqu'à l'échéance - non-comprise au bénéficiaire
du contrat qui, en général, sera le second assuré. Comme dans le cas

ordinaire le premier arrérage sera payé au début de l'année qui suit le

décès. On a les formules suivantes, presque évidentes:

Prime unique H,, (8)

Prime annuelle (9)
: TT]

La prime est due jusqu'à l'échéance, ou jusqu'au premier décès;

on a aussi :

I (10)
J-'f/ : » |

1 • (H)

La réserve mathématique comptée à la fin de la Zc® année est donnée

par les relations suivantes:

rlsswrawce à prime ww/we:

A^C^z»:»]) (12)

où »' — œ + 7c, ;/' ; - //+ fe, w' « —fe,

/c^(^cc{/:ïï] in'] (-^)

/l.s'.vurawce à primes «wmtel/es:

*^(#ry:ïïl) " :n^~| ^:ry:n] ^x'y' :n*] (^)

^(^:„|) a„/|— (1 -f ^:„:F|) (1^)

fc représente ici le nombre des primes payées. En raison de (11)
on peut écrire la formule «des quatres rentes», à savoir:

3-,v)

^•xy : n
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La réserve mathématique est négative quand

(17)

qui arrive souvent, ainsi que le montrent les calculs.

Cas parRcid'fers: aj A l'échéance, pour 7c », la réserve mathé-
matique est nulle (voir formule 15 où rd 0).

ùj Une année avant l'échéance, pour fc w—1, la «dette tech-
nique» est négative; comme dans le cas de l'assurance ordinaire la
reserve mathématique est égale à la prime annuelle changée de signe.
Cn a ici:

» i' Cl,,,;,,(18)
La formule 15 donne en effet:

n-1 ^ ^-1| ^xy:nf) fyrç/:7T|

Ainsi, quelles que soient les bases techniques adoptées, quels que
soient les âges d'entrée et la durée, la rente familiale sur deux têtes,
fl '
u un montant R, présente au moins une réserve mathématique néga-
Lve, l'avant-derniere, égale à — P Z7/t mais, en général,
il existe plusieurs réserves négatives avant l'avant-dernière.

Cas des deinr dqes ej/aiw;

Si la table est ajustée par la formule de Makeham on peut trouver
on ago actuarien f tel que a^; développées en séries les deux
l'entes sont égales lerne à lerne; on a par exemple ,7'/^ ,7? < étant
un terme do rang quelconque. On a donc aussi a«.yq a*j,:„p

Si la table n'est pas ajustée par la formule de Makeham on pourra
trouver un âge d tel que a^.„j ~ a^.yj-, ; nous n'aurons plus une égalité,
•nais seulement, pour a^.yrp une valeur approchée, l'approximation
Pouvant d'ailleurs être satisfaisante. Dans la suite nous supposerons
due l'ajustement a lieu d'après Makeham '-). Désignant l'âge unique

') C'est lu supposition que font généralement les compagnies pour établir leurs
tarifs d assurances mixtes sur 2 têtes où les primes sont données pour 2 âges égaux.
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par a:, au lieu de £, nous pouvons transcrire comme il suit les formules

précédentes :

^xx:n| " ^n| ^xx:n] (^)

^ ' 1 (20)
^xx : n |

1 h^= *"
(21)

S,il
Ainsi le rapport de la rente certaine à la rente sur deux têtes a„.„|

est égal à la prime annuelle augmentée de l'unité. On a, pour les

réserves mathématiquos :

/Issitrawec à prime Mmr/we:

g a„,| (22)

rlss'«rrmce à primes awwteiies:

/c^(^xx:w]) l
^xx

: n |) ^-x'x' : n' | (^'0

^
— ^rï'] ~

'

: »' | (24)
«xx:n|

formule «des quatres rentes».

La réserve mathématique est négative toutes les fois que ^ ^
si l'on pose

7 ' ^-nH i ^-nj /or\&2 et /g : (25)
^•x'x' : n'~| ^xx : « |

6g est le rapport des rentes «initiales» (âge «l'entrée :r, durée

totale w), feg est celui des rentes relatives à l'âge actuel a; -R fc et à la

durée restant à courir « — /c; pour une police donnée il y a autant de

rapports /g que de valeurs de /c.

Remarquons enfin que si le premier décès survient cette année,
le terme négatif dans (24) s'annulant, la réserve mathématique augmente
brusquement; de négative qu'elle était peut-être, elle devient subite-
ment positive.



Comparaison wtlre ies cZcttar Awfcs d'assurances d'cmmaies

Mêmes bases techniques et mêmes caractéristiques étant données,
on a, comme < a.,..„j ^> />, (voir pages 59 et 62)

(26)

'h:„| (sauf si M 1 (27)

Dans la rente familiale sur doux têtes les primes sont donc plus
Mevées que dans la rente familiale ordinaire (sur une tête). Rien
bétonnant à cela, le risque pour la compagnie, étant doublé (voir
exemples p. 65 et 66). Mais qu'en est-il du «capital de couverture»?
' ont: l'assurance à prime unique on a: iï^.„»|> sauf si »' 1,
cas très particulier oit les deux membres seraient nuls. On a donc:

/Ires. a^,,.(28)on posant
/Irés. ,/(2)-,F(l) ,F(M„,r|)~,F(n,,„)

comme on aurait d'ailleurs, pour les primes elles-mêmes:

#rx:ïï]—= ^.^ — 3«.^] (29)

Comparons maintenant les réserves mathématiques des assurances
n primes annuelles. On a ici

t'es. j.F(<2) /(F(.l) ^4':»»'] ~(fyra: n| |~4Ft'1)
la différence des deux premiers termes est positive qu'en est-il des

autres termes On a > /t,„, mais a^:„'| < a^.„q. On ne peut
one rien dire a priori «lu signe de la différence des produits et, partant

dn signe de zlros.; mais en raison des formules 4, 6, 21 et 28, on
Peut écrire :

/i ' I ^

"s : n | d';r : n |

/Irés. a„-i (30)
V n I : n. /
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Cette différence ^F(2) —(t) est négative quand

^•x' : «' | ^-x'x' :n^|

^•x : n | ^-xx : n ]

ou que
^•x' :n' | ^xx:n] ^-x:n] ^-x'x':n'| ('^)

Pour interpréter cette inégalité nous aurons recours aux formules

approximatives rappelées par M. Jecklin (voir [III] p. 134). Partant
tie la relation

^•x{/:lï] ^ ^n| ^x:nj ~t~ ^/:n]

on peut écrire puisque a; ;//•

^•xx:n] ^^x:n] ' ^-iTj (*^)
et

^x'x' : n' |
^ ^x' : n' | ^n*"]|

L'inégalité (31) devient dès lors:

(2 .~j |) ctg .7T| (2 â^/ .^7*| OU ^x : n | | ^-x' :

ou encore, en divisant les deux membres par

—- < ou enfin Zq <Zq,
^x' : «q ^x : ri]

les rentes sur deux têtes ayant disparu (voir p. 5!)).

Or nous savons que si /q < /q les réserves mathématiques de la

rente familiale sur une tête sont négatives; si c'est le cas la différence
/Irés. sera négative, elle aussi, à condition que les formules du
IF Jecklin donnent une bonne approximation, ce qui a lieu si a; est

un âge «habituel» et si s a: -f m ne dépasse pas 65 ans. (Voir les

exemples donnés [ III], p. 134.) On peut donc conclure de là que si

/q < Zq la «dette technique» de l'assurance sur deux têtes sera négative;
en outre cette réserve est plus grande, en valeur absolue, que la «dette

technique» correspondante de l'assurance sur une tête; c'est ce que
montrent les calculs.
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/( .s* sitraw ce d 'annwtZes

z<Iremp/e n» 7 Voir p. 58 a; 30 « 20 MWI 3i/.//o
Réserves mathémat iques ')

B 7000 B' 679,54

Assurance sur Assurance sur Assurance-épargne
une tête deux têtes une tête deux têtes pour C 10 000

7c
7c Bit .K(l) B/t 7f (2) C* K„ |

1 — 33 — 63 i - 22 — 43 354
3 — 97 —184 3 - 66 — 125 1 098
5 — 155 - 298 5 105 - 203 1 896
7 to GC to 7 -141 — 273 2 751

10 —• 269 — 522 10 183 — 355 4 149
13 — 291 — 575 13 — 198 — 391 5 698
15 to cc 1 Or rf*. 15 — 186 — 370 6 823
17 — 211 — 424 17 - -143 — 288 8 029
19 - 89 — 182 19 — 61 —124 9 321

Crimes : 59,47 757,.9/ 00,52 725,67 /M/,67

Les chiffres des trois dernières colonnes seront utilisés p. 69. Les
où toutes les réserves mathématiques sont négatives sont assez

fréquents, surtout, semble-t-il, avec les anciennes tables. Ici l'on cons-
täte que, dans l'assurance sur deux têtes, toutes les réserves mathé-
Viatiques sont plus élevées «négativement».

Mais que se passerait-il si l'on avait >fq? Dans la rente
familiale sur une tête les réserves mathématiques sont alors positives.
Le raisonnement précédent prouve que, sauf cas exceptionnels, /Irés.
sera également positive. En résumé lorsque les réserves mathématiques
de 1 assurance d'annuités ordinaire sont pcmiices celles de l'assurance
d annuités sur deux têtes sont aussi positives; d'autre part les calculs
Montrent que ces dernières réserves sont plus grandes en valeur absolue,
quelques exceptions pouvant toutefois se produire au moment du
changement de signe ^).

L Pour abréger l'écriture nous posons fcF(£fx:«î) — "t

") Ce changement <lo signe des réserves mathématiques a toujours lieu,
^PPelons-le, au moins une t'ois vers la fin du contrat (voir p. 61).
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/I .ssîtrcmces cfamm t/es

E'a'cmpZe w° 2 Voir p. 58 £ 30 «==30 SM 1921/30 2%%
Réserves mathématiques

fi 7000 R' 7S0,Ô3

Assurance sur Assurance sur Assurance-épargne
une tête deux têtes une tête deux têtes pour C 10 000

7c 7c RiX(l) « (2) CA F,,]

î + 6 + 14 1 + « + 7 219

4 26 56 4 12 27 912

7 39 87 7 19 42 1 664

10 38 89 10 18 43 2 480
13 16 49 13 8 24 3 365

14 1 24 14 0 12 3 677

15 16 7 15 — 8 - 3 8 997
16 35 — 43 16 17 - 21 4 325

19 —103 — 178 19 - 50 — 86 5 327

22 175 — 321 22 - 84 154 6 497

25 210 403 25 — 101 -194 7 722

28 —148 — 293 28 - 71 141 9 052

29 — 88 — 176 29 - 42 - 85 9 520

Primes : 55,02 776,7/ 22,36 37,7.9 272,99

Les chiffres des trois dernières colonnes seront utilisés p. 70.

On constate une exception à la règle indiquée, pour A 15; partout
ailleurs on a:

,/F(2)j > j„F(l)j

Prime cmwiteZle: Urne /ormw/e u/ipro»«tire.

On peut établir facilement la curieuse formule:

A(2)~2A(1) (33)

A(2) et A(l) désignant respectivement la prime annuelle de l'assurance

d'annuités sur deux têtes - sur une tête. On a, d'après les formules
20 et 3:

A (2) — A(l) a„|
1 1

: n | ^-a: : ïTj

(34)

Prouver (33) c'est démontrer la relation A(2)—A(l) ~A(1).



Or, en vertu de la formule do Lidstone, rappelée par le ]> Jecklin
[Hi] p. 105, ou peut

lui devient ici:

ou

écrire :îiii— -1. ^

^a\r:n| ^c:n] ^n|

1

a„j

fransformée au moyen de cette relation la formule (34) devient:

a„i
/t(2) — /i (1)

: n |

ou
A(2) — 7i(l) ~ /t(l) CQFD

D'après les exemples précédents on constate que l'approximation
do cette formule (33) est satisfaisante, d'où la règle ci-après: pour
obtenir «pratiquement» la prime de la rente familiale sur deux têtes
d suffit de doubler prime cle la rente familiale ordinaire.

^î'pïtcafion « iWraiwc mixte m de-«« fetes a« premier décès

b'èr/fc; Pour le capital-unité la mixte sur deux têtes peut être cou-
Sidérée, soit pour la prime, soit pour la réserve mathématique, comme la
synthèse d'une assurance-épargne de un franc avec une assurance
d annuités sur deux têtes - de d francs ou de (P^j + d) francs. On
®"PPose évidemment mêmes bases techniques et mêmes caractéristiques
Pour les trois combinaisons.

I- Mixte à prime amiq-we: L'assurance d'annuités «complémentaire»
égale ici à d - intérêt praenumerando du capital assuré. On peut

Poser:
' '/IL,,,, (35)

eolation qui, après transformations, devient:

^avcin] f ^
ou

d»:»l 1 car -r" + da„, I
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On aboutit ainsi à une formule connue. La réserve mathématique
après Je années pourra prendre la forme:

(36)

II. Mixte à jjrwtes rmrmeftes: /Vu premier décès, si ce décès sur-
vient avant l'échéance, il y a «libération» de la prime d'épargne Pyj

et, en outre paiement de l'intérêt rZ par la compagnie. Voir [II]
p. 22. L'assurance d'annuités «complémentaire» est égale ici à francs

^
asi

Et l'on peut poser:

^1 + (-^nl + *) (3?)

Cette relation se démontre comme il suit; on a successivement:

^ + <Z

"xx : nj "xx : n |

p _
I -''a,...,,-

"a^c : rT| "xx:tT|

On aboutit ainsi à P„.,y| —L
^xx : n |

Pour la «dette technique» on a la relation:

+ (38)
En effet:

jJxrdTI —P»Ti^sr| -(- (P„j + d) a,,,|— (P^| + fZ) (1 +

t/ n' i 7^ ^r»| _ y/ 7 ä-cv. 1

fcl » • ' 'Z a„. - a^V:.,'| OU *0*:,,. ^

_

"n| "xx:n] "xx;n|
formules des rentes.

En écrivant pour simplifier

/^(^,:-,r, *K(2) (39)

la formule (88) devient, pour un capital C:

PPy,^,+ P'^(2) (40)

') Pour un capital C la formule pourrait s'écrire:

O'Wi CPS1+ B'Ä(2)
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Il existe une relation semblable pour la mixte sur une tête, la
réserve étant alors remplacée par E\J£(1). Voir [II] p. 23.

Exemples mmengwes: Primes des assurances mixtes. KxempZe
A p. 58.

On a pour une tête: ^„.ao] 89,47 %o (voir p. 65), d'où

^30:2o| 841,67 + 89,47 %„ E' 841,67 + 60,82 402,4.9

On a pour deux têtes:
ao:ao:201 181,91 <>/oo (P- 65) d'où

^30:30:201 841,67 + 181,91 °/„o E' 841,67 + 123,67 465,34

Dans les deux combinaisons la prime de l'assurance-épargne est
identique; seule change la prime de l'assurance d'annuités de ZI' francs.

Edseroes «taZZte'waZP/'Mes: On pourra les compter au moyen des
chiffres donnés p. 65. On ajoute à 341,67 - réserve mathé-
matique de l'assurance-épargne - soit JB'^K'(l), soit ß',/f(2) et l'on
obtient les réserves correspondantes des mixtes sur une tête - sur deux
fêtes. On a par exemple:

Réserves mathématiques de l'assurance sur
une tête mixte Zc deux têtes mixte

1896 — 105 1791 5 1896 - 203 1693

4149 — 183 3966 10 4149 — 355 3794
6823 — 186 6637 15 6823 — 370 6453

9321 — 61 9260 19 9321 — 124 9197

Prime: 402,49 Prime: 465,34

Ainsi, dans cet exemple -- et cela arrive souvent - des deux
sortes d'assurances mixtes, celle qui a la prime la plus forte a toutes

^serves mathématiques inférieures; cela provient de la réserve
A fcK(2) qui est toujours plus grande «négativement» que la réserve
AVqi).

Zi'cm arguer : I. Si l'on change l'âge d'entrée en conservant la même
durée, étant indépendant de l'âge, seules se modifient les ré-
serves Il en résulte que dans les diverses sortes d'assurances
ouxtos, pour une durée donnée, la variation des réserves mathé-
ttiathiques arec Z'qge d'ertZree est celle même dos réserves mathématiques
de 1 assurance d'annuités «complémentaire» do Zf francs, le montant

étant, lui aussi, indépendant de :e.
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II. Mtdre consequence: Changez de table de mortalité, en con-

servant le même taux technique, seule se modifiera la réserve mathé-

mathique do l'assurance d'annuités; la réserve do l'assurance-épargno
étant invariable est, peut-on dire, l'elcffloit statue des diverses sortes

d'assurances mixtes. Ainsi, avec la table SM 1921/80 à 8 '/a % <>n »>

pour les mêmes caractéristiques qu'à la p. 65:

Réserves mathématiques do l'assurance sur
une tête mixte /c deux têtes mixte

1896 — 37 1859 5 1896 — 71 1825

4149 - 69 4080 10 4149 - 135 4014

6828 — 82 6741 15 6823 - 16 L 6662
9321. — 81 9290 19 9321 — 63 9258

Prime: 7 7.67 Prime: /C//;/

Ort voit ici combien «la marge négative» a diminué par suite du

changement de table. Voir également d'autres exemples 111] p. 25.

/intre ens. /Prewp/e n° 2, p. 58. SM 1921/80 à 2 Durée
30 ans.

lin appliquant, pour calculer les primes, les divers montants
donnés p. 66 on trouvera aisément CPgc^ et C'Pjq.30;301 -

Pour les réserves mathématiques on a: assurance sur
une tête mixte fc deux têtes mixte

2480 + 18 2498 10 2480 + 48 2523

3677 + 0 3677 14 3677 + 12 - - 3689

3997— 8 8989 15 3997 8 3994
4325 — 17 4308 16 4325 — 21 4304
9520 — 42 9478 29 9520 - 85 9435

Prime: £55,2.9 Prime: 2,97,75

Ort calculera semblablement les autres valeurs. Ici, on raison de

l'allure singulière »los réserves mathématiques des deux sortes de rentes
familiales, les réserves mathématiques de la mixte sur doux têtes sont

pZ«s e'/ere'e.s que les réserves correspondantes de la mixte sur une tête
jusqu'à fc 15, plus faibles ensuite. Au montent du changement de

signe, pour fc 15, la «marge négative» qui s'ajoute à Cjg Fg„| est

plus faible, en valeur absolue, pour la mixte sur deux têtes. (Cas très

exceptionnel.)
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Comparaison entre fas de«:c sortes d'ass'iirances mixtes :

s«/' dena; têtes et snr w«j tête

Pour t'assîirawcc à prime amipie, si 6' 1, on a (voir formule 35):

4*:„l - - /V- (41)

zlpr. d(a,,.„ a,,,.o„|) (v. formule 29) (42)

La différence des primes uniques des deux sortes d'assurances
mixtes est égale à la prime unique d'une rente de survie temporaire
Praenumerando de d francs. On aura semblablement pour la réserve

mathématique :

/c^xx:>î| /C^X:TT|
| ^x'Ï':F|) ^ (^)

Pour t'cisswance à 'primes cmmtcZtes, on peut poser:

1

'«j + „
Â«:ïï"| P- ^8)

"i»|
et

^
*:»,

1
«1 H ^x:nl

<*n|
4 oii par différence

^x:nj ~~ ^xx:wl ~~ ^x:n~| (^)
3-n| <^n|

oo, pour un capital C

(45)
car

- B'= C(P^ + d)
3»!

D'autre part, comme

fycx:«] ^x:n| ^n| *
_

: n] : n]
on tire de (44)

P-s-r.* =-4 -v 06)
formule connue.

Appliquant la formule (45), on a par exemple (voir p. 69 et 65).

^30:80:201-^30:201 465,34 — 402,49 123,67 — 60,82 62,85
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Mêmes différences pour les primes de l'assurance mixte de fr. 10 000 et

pour celles de l'assurance d'annuités de B' 679,83 francs. Mais, eu

égard à la relation /i(2) — 7t(l) ~/t(l) (voir p.66), la formule(45) devient:

CZ»„--CP^~2Î'Â^ (47)

Dans l'exemple ci-dessus la différence des primes, de 62,85 francs,
est effectivement voisine de 60,82 (p. 69).

Quant aux réserves mathématiques, on a:

C',d'Q| I- B',,X(2) (voir formule 40)

C,F„j + ß'K(i)

CÄ:iri-C^= K'/t(2)-«VC(l) (48)

La différence dos réserves mathématiques des assurances mixtes

sur doux têtes et sur une tête (capital C) est identique à celle des deux
sortes d'assurances d'annuités de B' francs. Or, le second membre de

(48) étant souvent négatif, on peut formuler la proposition suivante:

Mêmes bases techniques et mêmes caractéristiques étant données,
si la prime de la mixte sur deux têtes est toujours plus élevée que celle

de la mixte sur une tête, il n'en va pas de même dos réserves mathé-

matiquos. Souvent les réserves mathématiques sont pZws /«i&fes pour la

mixte sur deux têtes; il n'y a d'exception, en général, que dans les cas

oii certaines réserves mathématiques des assurances d'annuités cor-
respondantes sont posB+es (voir p. 70).

La formule (48) peut s'écrire:

,-V Q^,„|+[B',Z(2)^.B',Jv(1)] (49)

en désignant par j.X la /c® réserve de la mixte sur deux têtes.

MppBcaBorts: Donnée: la réserve mathématique de la mixte sur
une tête.

B.rewp/e m" / n 20 MWIID/D'/o Pour/c 5, on a:

5-V ^F,o:,o| + Zr,/f(2)~L",/i(l) 1791-203 + 105

„.Y 1791 -98 /6'.7.; (voir p. 69)

Pour fc
- 15, il vient:

ir,X 6637-370 + 186 6637- 184 6+5,1
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Exemple n° 2 n 30 SM 1921/30 2%% Pour /c 10, on a:

ioX • B' 10^(2)-B'10^(1)

i„X 2498 f 43 — 18 2498 25 2,52,3 (voir p. 70).

Pour fc 15, igX 3989 — 3 + 8 3989 + 5 2,9.9'/.

Kewum/ites: I. L'avant-dernière réserve mathématique do la mixte
sur deux têtes est toujours p/ns /aiWc que la réserve correspondante de
la mixte sur une tête *) ; la différence de ces deux réserves rnathé-
uiathiques est approximativement égale à la prime, changée de signe,
de l'assurance d'annuités ordinaire de A" francs. On a en effet:

<"'» „ • E'lt(2) (voir p. 61) (50)
®t de même:

C^-B'Ä(l) (51)
d'où

B'Ml)-B'Ä(2) <0 (52)

car Ä(2)>Ä(1)*).
ailleurs on peut ecnre:

B'[/i(l) — /t(2)] ~ — B'/i(l) (voir p. 67).
On en déduit:

~ 0QPD (53)

Application de la formule (52). On a p. 70:

CÄ30:;®i-CÄ:3oi 9435-9478 +42-85 -43
Or (p. 66) — B'Ägo;sö, — 42,30 ~ —43 (formule 53).

II. Des formules (50) et (51) on tire:

" 0'P„j+_-j| 6 ,,-iP>M.-:n| (54)

(55)

relations qui permettent de trouver rapidement la prime annuelle dos

tentes familiales si los réserves mathématiques dos assurances mixtes
®ont données.

') On démontro aisément cette proposition par la formule des rentes.
") Nous rappelons que /j(2) — Mx:n]. MO M: tip



— 74 —

III. Les assurances d'annuités sur trois têtes

Ici la route de un franc est payée lors du premier décès des trois
têtes ;r, //, .2 - et cela chaque année jusqu'au terme de la police, le

premier arrérage étant dû au début tie l'année qui suit le décès, le

dernier une année avant l'échéance. Si le bénéficiaire désigné meurt
avant cette date la compagnie versera la rente à un autre bénéficiaire.

Les formules donnant primes et réserves mathématiques sont ana-

logues à celles des p. 110 et 62. Nous nous bornerons au cas où :i; y 0.

On a alors:

vlssîtrcmce à prime WTOV/MC:

Prime. ^xa:x:«r| ^nj

Réserve mathématique après /c années écoulées:

/c P :
rTj) ^rp~j ^a-'cc'a;' : n' |

^

Si le premier décès survient la /,•« année d'assurance la «dette

technique» augmente brusquement et devient a„j|. Comparant la prime
unique précédente avec celle de l'assurance sur deux têtes, il vient:

puisCJUG (<^)

On aura de même:

(^rai:ïïl) > (59)

/fmtnmee à primes cmmtelles: On a ici:

Prime annuelle: a~i
>W»| - ~ " I (60)

et

Comme a^„, < il en résulte ce qui est

évident puisque, dans l'assurance sur trois têtes, le risque est plus
grand pour l'assureur.

Des formules précédentes et de celles des pages 58 et 60 on arrive
aux conclusions suivantes: Dans les différentes sortes d'assurances
d'annuités les primes augmentent avec l'âge d'entrée ainsi qu' avec le

nombre de têtes. On s'en rend bien compte par les chiffres ci-après:
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Eœempfc mimcrw/aie: E 1000 » '25 ans MYVT 3 '/a ®/o

Comparaison des 'primes anmtedes.

Age x une deux trois têtes Age œ une deux trois têtes

20 ans 96,00 195,88 299,46 40 ans 180,16 864,86 551,57
30 ans 116,58 237,16 360,83 50 ans 832,34 661,93 979,81

D'autre part, powr m» même d</e d'e-nlre'e, la prime augmente avec la
durée et avec le nombre do têtes. On a, par exemple, pour a: — 30 ans

les mêmes caractéristiques que ci-dessus.

Primes cmrmeZïes :

Durée: 15 ans '20 ans 25 ans iiO ans

Une tête: 64,09 89,47 116,58 146,54

Deux têtes: 130,06 181,90 237,16 '296,82

Trois têtes: 197,61 277,02 360,83 449,26

Enfin les primes sont d'autant plus fortes que la mortalité est plus
élevée et que le taux d'intérêt est plus faible (voir p. 59).

Une /omwfo apjmozwiaJwe. Par des relations analogues à celles de
ta p. 67 - quoique plus compliquées! - on peut arriver à la formule
approximative suivante :

A(8)~8/i(l) (62)

dut s'énonce ainsi: La prime annuelle de l'assurance d'annuités sur
trois têtes est à peu près égale au triple de la prime de l'assurance
Ordinaire. En raison de la formule (33) on a: /t(l) ~|-/t(2) et la relation
ta-dessus devient:

/t(3) ~ 1,5 7i (2) (63)

Par les primes données précédemment on se rendra compte du
degré d'approximation des formules (62) et (63). On a par exemple
Pour œ 30, « 25, MWI SVa°/o.

Primo annuelle pour trois têtes ~ 3 • 116,58 — 349,74 (formule 62)

ou .—-1,5 • 237,16 355,74 (formule 63)

Da valeur exacte est <366,&3; si elles ne donnent qu'un résultat
^Pproché, les formules (62) et (63) fixent pourtant un ordre de grandeur.
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Peserres maiAema/ignes, formules exactes. Ou a successivement:

(*3) ^F ^T| fyrax
: n] ^x'sV : n' |

(®^)

*F(8) a,,/|— (1 + 'WlT]) 3œW:"ÂT| (0^)

O-

F(3) --: a,,/1 — • —— formule des quatres rentes (66)
"•xxa; : n |

La réserve mathématique est négative quand 6g < 6g, si l'on pose

,'q
'

et 6g - : -
"•a'a/x' : «' j : « |

CVmparatso« entre tes reserves mafAema/igrtes des assurances d'annm/es

«r denx et sur trois têtes

Par un raisonnement semblable à celui de la page 64 on peut
montrer qu'en général la différence /Irés. — ,/F(3) —^F(2) est négative
ou positive suivant que la réserve ,<F(2) est elle-même négative ou

positive; la réserve ^F(B) est presque toujours plus grande en valeur
absolue que la réserve ^F(2) et du même signe qu'elle. Comme

illustration de ce fait nous nous contenterons des deux exemples
suivants :

0 ssnrance dVmmnles

-Exemple n° 7 MWIB^/g'/o Exemple n° 2 SM 1921/30 2®/^ ®/o

Réserves mathématiques

Assurance sur
deux têtes trois têtes n '20 deux têtes trois têtes

Je « 1000 iî 1000 - 679,83 /c « 1000 fi 1000 gp 480,®°

1 63 - - 88 - 60 (voir p. 79) 1 + 14 -F 22 4

ce 427 - 290 4 56 89 43

12 — 567 833 - 566 10 89 150 72

15 — 544 - 808 549 15 -- 7 20 10

19 -182 - 277 - 188 16 - 43 30 _ - 14

Primes; 767,.9/ 277/72 1.9 —178 227 - -109

(voir p. 65) 25 403 - 578 -278

28 293 — 435 -209

29 — 176 — 265 - -
127

Primes; 776/// 26'/,(v.p'7^



__ 77 —

Dans le deuxième exemple, au moment du changement de signe,
pour fc 15 et, 16, la règle indiquée ci-dessus no se vérifie pas; mais
on a presque partout:

|,7(3)| >|^(2)|

à Z'amtrance mixte swr frois tetes a« premier décès

Par des raisonnements analogues à ceux de la page 68 il est facile
d établir les formules ci-après:

/Issiinmee ù prime irawpte:

®" + (*>?)

7xra.'fnl *>" + ^7tW:n'| (68)

vlsmtrance à primes anmtß/te.s:

fD= CPp+ ^'7xi:ïïl (^)
où B' DP-|+ Cd

Comparant cette formule à la formule (37) on voit que:

DPœritTl > f /(r:,.
Oû a en effet :

CD, -CP^ /t"„ (70)

On déduit de cette relation la règle suivante:

La différence des primes des deux sortes d'assurances mixtes -
sur trois têtes et sur deux têtes - est identique à celle des primes des
deux sortes d'assurances d'annuités d'un montant de A" francs, à

savoir B'fc(8) — B'fc(2).

D'autre part, des formules (60) et (20) on tire, pour C 1

7ra:Tf]"~~7x:ïïl ~ ' (71)

formule connue.

Quant à la réserve mathématique de la mixte sur trois têtes à

Primes annuelles elle peut s'exprimer par la relation ci-dessous:

D,= L;7 + D"7(D„^TT|) (72)
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ou, en posant pour simplifier:

^(%„% *2(3) (73)

^1 + R'^(8), (74)

expression que l'on ramène sans peine à la formule clos rentes.

D'après les formules (74) et (40) on obtient, pour la difference des

réserves mathématiques :

[B'*I?(8)-B'*K(2)] (75)

Or, le second membre est souvent négatif (voir p. 7(1) d'où la pro-
position suivante: la réserve mathématique de la mixte sur trois têtes
est souvent inférieure à celle de la mixte sur deux têtes; cela arrive
quand la différence [1Î'^K(3) — 7%/é(2)] est négative. La formule (75)

peut d'ailleurs s'écrire:

CÄ4TI+ [B'kK(8)-B',K(2)] (7(1)

en désignant par la 7c® réserve mathématique de la mixte sur trois
têtes. La formule (7(1) exprime en fonction de la réserve mathé-

matique de la mixte sur deux têtes. Mais en vertu de la formule (48)

il vient:
C/7,:F|+ [K',/V-(8)-E'^(1)] i) (77)

relation qui donne la réserve mathématique de la mixte sur trois têtes

en fonction de celle de la mixte ordinaire. Voir exemple p. 79.

/lppTicrdfons mtwtengîces. Calculs des primes:

Exemple n" 1. MWI 3^2%' n 20. Comme 7i(8) 27,702%,
on a:

<7^30:30:30:201 341,67 + 679,88/t (3) 841,67 |- 188,83 530

Exemple n» 2. SM 1921/30 2%%. Ici A(8) 26,48% d'où

<7'7
30:30:30:30| 212,99 + 480,63 /i. (8) 212,99 + 127,27 .170,26'

') Pour la prime il existe une formule analogue, il est facile en effet d'établir
que (voir formules 70 et 45):

CP«:ïïl= CP„- + [B'A(3)-K'Ä(t)]
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Msswrance wi;cfe .m-r Zrofs ZéZes

2'abfeaw cZes réserves maZ/iemaZi+ies *) (formule 74)

Exemple n° 1 Exemple n° '2

MWlS7a7o « 20 SM 1921/30 27,4 "/0 « 30

* B'fcK(8) & ^ /f'J+3;
1 354 — 60 294 1 219 11 230
5 1.896 290 1606 4 912 43 955

12 5164 — 566 4598 10 2480 72 2552
15 6823 — 549 6274 15 3997 10 4007
19 9321 188 9133 16 4325 14 4311

Erwies; 544,27 455,55 552 19 5367 109 5258
Comparer avec les chiffres de 25 7722 278 7444
^ P- 69. Ici la réserve mathé- 28 9052 209 8843
ruatique diminue avec le ZViwics: 2/2,2.9 427,27 549,,

nombre de têtes Comparer avec les chiffres de

p. 70; la mixte sur trois têtes pré-
sente cles réserves mathématiques
supérieures jusqu'à et y compris

A: 16.

MppZ+aAicw de Za /ormttZe (76). Donnée: —

Exemple n° 1. fc 12. ^Z (', + B'«K (S)- «'«2(2)
^Z 4778 — 566 + 385 4778 — 181 4527

Exemple n°2. fc 15. ^Z 3994 + 10 + 3 3994 + 13 4227

^ppZicaZiow de Za /am«Ze (77). Donnée: (7^.-^
Exemple n° 1. fc 12. ,,Z - JZ' „IC(L)

12Z 4966 — 566 + 197 4966 — 369 45,97

Exemple n° 2. & 15. ^Z 3989 + 10 + 8 3989 + 18 4227

Ainsi, grâce aux assurances d'annuités sur une et sur plusieurs
têtes, il est facile d'exprimer la réserve mathématique de l'assurance
ttuxte sur trois têtes en fonction de la réserve mathématique de l'assu-

^ce-épargne, formule (74) - de la mixte sur une tête, formule (77)
de la mixte sur deux têtes, formule (76).

') Toutes los réserves mathématiques îles assurances mixtes ont été contrôlées
Par la formule des rentes.
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»f/e« swr (fctta: e< Jroi» fefes.

CaZcwZ approximafi/ des reserves maf/jcmafigwcs

D'après le Jecklin - fill] p. 136 on peut écrire pour la mixte
sur deux têtes: „~ /c x- : 7T| + /c y :7t~] /c »1

formule qui, pour y; y, devient:

: ni ^ /c^a;
: n") /c^n |

ou en vertu de la relation

^ + (Pir, + d)*7(ff^
C,7„-,~G^ + 2BVf(l) (18)

expression que l'on pourrait écrire:

C^ + 2*B'^(1) (79)

en désignant par '2* un nombre «voisin» de 2.

Pour trois têtes on arrive aisément à la formule approximative:

C,7,,,r,r,~t',F„| + 3I^Z(i) (80)

que l'on pourrait écrire:

C,Äo:,v= C^ + 8*B'fcK(l) (81)

3* désignant un nombre «voisin» de 3. L'avantage de ces formules c'est

qu'elles ne font intervenir - à côté de la réserve mathématique de

l'assurance-épargne - que les réserves de l'assurance d'annuités ordinaire.

^4ppZ'icafioms wmmqwes: Exemple n° 1 MWI 3 '/a ®/o w 20

Pour /c 10 on a: If ^Jv(l) —183 et f îo^aô] 4149

Il vient dès lors: Réserve mathématique de l'assurance mixte sur

une tête: 4149 —183 3966 (valeur exacte),
deux têtes: 4149 — 2 • 183 3783 (valeur approchée),
trois têtes: 4149 — 3 • 183 3600 (valeur approchée).

Pour deux et trois têtes les valeurs exactes sont 3794 et 3632; pour
obtenir ces montants il aurait fallu prendre 2* 1,94 et 3* 2,82,
formules (79) et (81). Au moyen des divers exemples donnés précé-
dominent le lecteur pourra sans peine juger de la valeur pratique de ces

curieuses relations qui ont surtout l'avantage do fixer un ordre de

grandeur.
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IV. Les assurances d'annuités sur m têtes

On peut aisément généraliser les formules précédentes et passer
«e deux et trois têtes à m têtes. Au premier décès - si ce décès a lieu
après fc années - la rente familiale de m têtes se transforme en une rente
certaine de durée «' «— A:, soit a^n.

Pour calculer primes et réserves mathématiques cle la combinaison
en utilisera la rente temporaire le symbole ^ désignant
W têtes d'âge ». Les formules sont semblables à celles que nous avons
données; nous nous limiterons aux doux suivantes:

Prime annuelle: a
Wïl ~ "

' "1 (»2)
:7î]

Réserve mathématique

&
P (-lPai(m)

:
»T|) ~ 3-«' | (I + 'C(m) :ïï|) âz'(m) :ÎS] (83)

Cette réserve est négative si è(„ < en posant:

^cc'(m) :7F] ^x(m) : n]

En appliquant ces relations au cas de l'assurance mixte sur m
têtes on trouve des formules analogues aux formules ((57) à (74). Nous
laissons au lecteur le soin de transcrire ces nouvelles formules, nous
bornant aux deux expressions ci-dessous:

•dsstmmcc miœte. Prime amwteZ/e:

^V»):»i cPsi + (84)

où /," CP„, + Cd

lidscm maZ/temedùjMe :

C*7„,+ B',K(m) (85)

en désignant par ce dernier terme l'expression

•H sera facile d'appliquer ces formules aux cas de quatre ou cinq
têtes, par exemple.

6
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V. Résumé et conclusions

On le voit: rien ne distingue essentiellement les assurances d'an-
nuités sur plusieurs têtes des assurances d'annuités sur une tête. Au

point de vue t/ieonque l'étude des diverses sortes de rentes familiales
est intéressante par le t'ait surtout de leurs réserves mathématiques
souvent négatives. Au point de vue prahr/«« les assurances d'annuités

sur plusieurs têtes aident à comprendre la formation de la prime des

assurances mixtes sur plusieurs têtes ainsi que l'évolution, en fonction
de fc, de la «dette technique» de ces mixtes spéciales.

Partant des diverses formules établies, on aboutit à la conclusion

suivante, à savoir que, dans l'assurance mixte sur plusieurs têtes, les

combinaisons-clefs sont, d'une part, Z'asswrance-^pcm/ne qui a une

importance décisive sur le montant de la prime et des réserves mathé-

matiques et, d'autre part, fntam» rZYmmwfc's sot phm'ews dites dont
les réserves mathématiques, souvent négatives, corrigent alors ce que
la prime capitalisée de l'assurance-épargne pourrait avoir de trop
élevé.
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