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Les assurances d’annuités sur une et plusieurs tétes
et leurs applications aux assurances mixtes

Par Ch. Jéquier, Lausanne

Introduction. A plusieurs reprises déjd nous nous sommes oceupés
des assurances d’annuités 1), voir [I] [I1] connues aussi sous le nom
Populaire de «rentes familiales 2)». Récemment, dans un excellent article
M,- A. Wenk [IV] ayant imaginé de nouvelles applications des assurances
d annuités, a parlé incidemment des rentes familiales sur deux tétes;
Mas, & notre connaissance, il 0’y a jamais eu d’études systématiques
Suar les agsurances d’annuibés sur plusieurs tétes. C’est pourquoi nous
avons entrepris des recherches & ce sujet.

y Quand nous parlons d’assurances d’annuités sur plusieurs tétes,
®Xpression ¢au premier décés» est sous-entendue. Pour bien préeiser
1ous admettrons les hypothéses suivantes:

; L. La table de mortalité envisagée suppose les déeés payés a la fin
) o . ~ g

¢ Pannde; ainsi nos formules ne seraient pas toutes exactes avec une

i p

able comme 4 I7, qui envisage les décos payés au milieu de 'année.

2. Lies rentes considérées sont «praesnumerando», le premier arré-
rage 4 / . . . . s s
486 étant payé au début de 'annde qui suit celle olt le déces est pro-
ik, le dernier une année avant I'échéance, voir [1] p. 82.

3 Des le premier déces la rente future se transforme en une rente
Gertaine, rente en cours due jusqu’an début de la derniére année d’assu-
r,ajnce, quelque soit le sort du bénéficiaire; si celui-el meurt avant

.e?héance Passureur paiera les termes qui restent & un autre béné-
ficiaire désigné.

1 . g . o1 s . ~

) Lies chiffres romaing entre crochets renvoient & la bibliographie, p. 82.
2\ T

) Bn allemand : «irbrente. »



Dang ce travail nous rappelons d’abord symboles et particularités
de la rente familiale ordinaire, ¢’est-d-dire sur une téte. Puis nous
étudions en détail les assurances d’annuités sur deux tétes et leurs
applications & Passurance mixte sur deux tétes; enfin nous pasgsons aux
assurances ’annuités et aux assurances mixtes sur trois tétes. Pour
berminer nous mentionnons quelques formules générales concernant les
rentes familiales sur m totes.

Bemarques: Comme, & plusieurs reprises, nous approfondirons deux
cag-types d’assurances nous donnons ici — afin d’éviter des répétitions -
les caractéristiques de ces deux exemples numdériques. On aura tou-
jours: dge d’entrée 30 ans, rente familiale 12 = 1000 et capital assuré
' = 10 000 dans le cas d’une assurance mixte.

Fizemple n0 1: Durée: n = 20 ans. Table MWI & 31/,%/,. On a alors:

R" = 679,83.

Exemple n® 2: Durée: n = 30 ans. Table SM 1921/30 & 23/,%/,. On a
alors: ('Pg = 212,99 of B' = CPg+ Cd
R = 212,99 + 267,64 = 480,63.

I. Les assurances d’annuités sur une téte

Rappelons les formules suivantes, voir [I] et [11], relatives & une
rente de un franc:

Prime unique Hw:?ﬂ = Ay — (1)
y H, o
Prime annuelle B = (2)
a.v::n]
a-
) .
h;b‘fn] e 1 (! )
A5
_ a
L= hx:'ﬂ! - ! (4:)
aa::-n]
Yeserve mathématique ,L_V(Hl_:m) == Hx,:n,,.l . h.v:n]am';m\ (5)

ot =axt+ketn =n—~k

k V([[.Lﬁ\) o anf| - (1 -+ h‘a::'n'|) a:z:’:jl'”‘ (G)
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Pour obtenir des primes élevées la compagnie choisira une table A
mortalité élevée et un taux d’intérdt faible. De deux tables différentos
celle qui indique la mortalité la plus forte conduit & la rente a, ;; la
Plus faible — done aux primes les plus élevées (voir ci-dessous). In
8énéral, pour éviter Iantisélection, assureur fera passer un examen
médical au candidat.

Quant au taux d’intérét la question est plus délicate; sii’ >4 on a
Ay (?”) <Ay (1) eb A, (1) < a,.5;(4); mais la rente cortaine variant plus
fapidement que la rente temporaire viagére, les primes seront tout de
mér_ne plus faibles avec ¢/ qu'avee 4. L'assureur a done avantage a
Ch.OISiI.‘ un taux technique bas, bien que U'influence de U'intérét sur la
PHme annuelle ne soit pas considérable comme on le voit dans 'exemple
Cl-apros,

Assurance @ annuités: B = 100, @ = 30, n = 25. SM 1921/30.

Ona: Taux technique: 2% % 3%, 3149,
Prime unique 117,70 108,70 100,40
Prime annuelle 6,65 6,45 6,25

Autre exemple: Variation des primes en fonction de la mortalité
R — 100.

Envisageons les trois tables suivantes. Taux 814 %:
L SM 1901/10,  II. SM 1921/30,  IIT. SM 1939/44.

On obtient les primes ci-apros:

Primes uniques Primes annuelles
N n Table I 11 111 1 I 11T
20 15 164,90 131,70 103,40 16,05 12,42 9,50
‘40 20) 160,40 118,30 86,80 12,24 8,75 6,27
30095 145,70 100,40 71,30 984 6,25 4,36

&

.]'Jes variations des primes seront analogues dans les agsurances sur
plusiours tétes; page 75 nous donnons quelques exemples de Uinfluence
S le montant des primes de 'dge d’entrée, de la durée, ainsi que du
Nombre de tétes. |

~ Quant & la réserve mathématique rappelons qu'elle esh souvent
Hegative. Cela a liou — voir formules (4) et (6) — chaque fois que

Aur| Anj (7)

o, B
by <by, sil'on pose b, = et by =

ar 5] eony - voir [T] p. 84.
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T1. Les assurances d’annuités sur deux tétes

Il y a ict deux assurés x et y qui, tous deux, passent un examen
médical; la compagnie §’engage & payer, des le premier déces, une
rente de un franc, jusqu’a I'échéance — non-comprise — au bénéficiaire
du contrat qui, en général, sera le second assuré. Comme dans le cas
ordinaire le premier arrérage sera payé au début de lannée qui suit le
déces. On a les formules suivantes, presque évidentes:

Prime unique ny:»ﬂ»] = A5— 4.7 (8)

,HIUJ' (9)

Prime annuelle A

IU:W] =

axu n

La prime est due jusqu’a I'échéance, ou jusqu’au premier déceés;
on a aussi:

dy)
hxu:,ﬂ .| -, (10)
Azy:a]
2
14 ha:y:iil == é i_] (11)
zry:n

La réserve mathématique comptée & la fin de la ke année est donnée
par les relations suivantes:

Assurance a prime unique:
WV (Hym) = H

owz =zc+k, ¥ =y+k n =n—k,

(12)

&'y )

ou
e X
lcV (leum — arﬂ - ax’y’ it (1'3)
Assurance a primes annuelles:
lcV(}:[xyﬂ) = fla:’y' U h’a:y:?ﬂ Aty ] (14)
ou

WV (Haym) = @ur— (L4 Ry ) Qe (15)

ki représente ici le nombre des primes payées. Fin raison de (11)
on peut écrire la formule «des quatres rentes», & savoir:

Ay .
kV(EIxy:r—zj) = afﬂ— =L Aty | (lb)

2y in|
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La réserve mathématique est négative quand
A

o oI (17)
aa:’y’ /| aa:u:}ﬂ

e qui arrive souvent, ainsi que le montrent les caleuls.

Cas particuliers: a) A I'échéance, pour k = n, la réserve mathé-
matique est nulle (voir formule 15 ott n’ = 0).

b) Une année avant I'échéance, pour k = n— 1, la «dette tech-
Nlque» est négative; comme dans le cas de lassurance ordinaire la
roserve mathématique est égale & la prime annuelle changée de signe.

On g jei:
n—lV(‘E[:ry:m) - __'h:cy:w—xl (1 8)

La formule 15 donne en offet:

-nﬁllV = ap— (I ~+ h:rzf:?l) Ayryr 1] = _hxy:m

Ainsi, quelles que soient les bases techniques adoptées, quels que
solent leg ages d'entrée et la durée, la rente familiale sur deux tétes,
d"un montant R, présente au moins une réserve mathématique néga-
FIVe, Vavant-dernitre, égale & — P = — Rk, +; mais, en général,
1 existo plusieurs réserves négatives avant avant-derniore.

Cas des deux dges égaux

Sila table est ajustée par la formule de Makeham on peub trouver
Un dge actuarien & tol que ag, ¢ = a,,; développées en séries les deux
feutes sont égales terme a terme; on a par exemple Miee = iy, ¢ étant
U terme de rang queleconque. On a done aussi Agew) = Qayrm)

Sila table n’est pas ajustée par la formule de Makeham on pourra
trouver un age 4 tel que Apa:m] ™~ Qgyw) s NOUS n’aurons plus une égalité,
hals seulement, pour Q33> Une valeur approchée, 'approximation
Pouvant d’ailleurs ¢tre satisfaisante. Dans la suite nous supposerons

. s 0 . \ - 7 Nt 1A L
Qe Vajustement a lieu d’apres Malkeham 1). Désignant 1'age unique

e " o . .
) Cest la supposition que font généralement les compagnies pour tablir leurs

ayp ) . - . A
wrifs d’assirances mixtes sur 2 tétes ot les primes sont données pour 2 ges dgaux.

t



par x, au lieu de & nous pouvons transerive comme il suit les formules

précédentes:

'['[:m::m = dy— a&”:"’ﬂ (ig)
| a,
e = 1 20)
a-u:;u:n]
1 *|— h:m:m e aﬁl . (2'[)

awin|

Ainsi le rapport de la rente certaine & la rente sur deux tétes a,,

est égal & la prime annuelle by, ) augmentée de unité. On a, pour les

réserves mathématiques:
Assurance a prome wnque:
; e WSS - e
ke V (I{m :'n]) = | Ayt it (‘22‘)
Assurance & promes annuelles:

IcV(H:w::Tﬂ) == g (1 =t h’ff,n:m) Ayryr nt (2: )

1V Hegm) = a8 —- o Bl (24)
formule «des quatres rentes».

La réserve mathématique est négative toutes les fois que by << b,
si l'on pose

. (25)

A

by ost le rapport des rentes «inttialesy (Aee d’entrée z, durde
2 o
! . N A
totale n), b, est celui des rentes relatives & U'dge actuel @ |k et & la
y Ug o
durée restant & courir n— f; pour une police donnée il y a autant de
'
rapports b, que de valeurs de k.

Remarquons enfin que si le premier déees survient cebbe k¢ annde,
le terme négatif dans (24) s’annulant, la réserve mathématique augmente
brusquement; de négative qu’elle étaib peut-étre, elle devient subite-
ment positive.
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Clonvperai 3, s B T Pa i L
omparaison entre les deux sortes d’assurances d annuitcs

Mémes bases techniques et mémes caractéristicques ¢tant données,
ona, comme Ay < Ay o> by (vorr pages 59 eb 62)

I_Ima::ﬁ'] w2 Iu[;v:_r},\ (26)
hewiw > hep (saub sin =11). (27)

’ Dans la rente familiale sur deux tétes les primes sont done plus
Clevées que dans la rente familiale ordinaire (sur une téte). Rien
d’étonnant, cela, le risque pour la compagnie, étant doublé (voir
“Xemples p. 65 et 66). Mais qu’en est-il du «capital de couvertures?
Pour Pagsurance 3 prime unique on az Ho,, 0> Hy s saul sin’ = 1,
€as tres particulier ol les deux membres seraient nuls. On a done:
Arés. = Ay — Ay ] (28)
N posant,
Arés, = V(@) =V (1) = ¥ (Hpp ) — oV (Hoi)

€T

Comme on aurait d’ailleurs, pour les primes elles-mémes:
b

}[;I'I:m o f[lﬂ] - ax:??l o a;r;r:m (29)
1 3 7. I3 4 3

. Comparons maintenant les réserves mathématiques des agsurances

4 Primes annuelles. On a ici

Al‘(—’)s, =k V(Q') Tk T/(U - [Ir’x’ | fI.L’ | (}‘]’;r.':c i Aytat it | h:v:'ai; Ayt :Wfl)

( b3 e . . . .
Si I différence des deux premiers termes est positive qu’en est-il des
Alltrec N . )
‘1““06 bermes? On & > by mais 8,01 <y, On ne peut
10f16 rien dire a priove du signe de la différence des produits et, partant
Wsigne de Ards.; mais en raison des formules 4, 6, 21 et 23, on
beut éerire:
ay; a,
sl 'nj Pl‘
Avés. = o Ay | Agrt p
Ayin | 2 |

Arba. == ag ( am’]  Galal o/ |> (3(})
A Apwin;
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Cette différence ,V (2) — V(1) est négative quand

atint] . Bottiw)
dyin | Ay n|

ol que
aa:’:n’]am:nl < aa::'ﬁ'lam’m’:-?ﬂ (31)

Pour interpréter cette inégalité nous aurons recours aux formules
approximatives rappelées par M. Jecklin (voir |IIT] p. 134). Partant
de la relation

Qi)+ A ™~ Ay + Ay

on peub éerire puisque x = ¥.

S i B 2 ax:'r?l s a"ﬂ 7 (32)
ot
a'r’o:’:n’l ~ 2 Ay T a-n_"_l

[inégalité (31) devient deos lors:
(22— ) Apan < A (28— Q) O A Ay < 8y Ay
ou encore, en divisant les denx membres par a,.a,

8.;;7"| < a,;i

ou enfin by <b,,
Ayt 7] dy.w)

les rentes sur deux tétes ayvant disparu (voir p. 59).

Or nous savons que si b, << b, les réserves mathématiques de la
rente familiale sur une téte sont néeatives; si ¢’est le cas la différence
Arés. sera négative, elle aussi, & condition que les formules du
Dr Jecklin donnent une bonne approximation, ce qui a lieu 81 x est
un age «habituely et si s == x -} n ne dépasse pas 65 ans. (Voir les
exemples donnés |[LII], p. 134.) On peut done conclure de 1a que si
by << b la «dette techniquer de Passurance sur deux tétes sera négative;
en outre cette réserve est plus grande, en valeur absolue, que la «dette
technique» correspondante de Passurance sur une féte; c¢'est ce quo
montrent les caleuls.
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Assurance d’annuatds
Iizemple no 1 Voir p. 58 @ =80 n =20 MWI 3/,°/,

Réserves mathématiques ')

R = 1000 B = 679,83
Assurance sur Agsurance sur Assurance-épargne
une téte  deux tdtes une téte deux tdtes  pour C = 10000

k k RyE(1)  RBLK©) Cr Vi
1 — 8 — 68 1 — B - 48 354
3 — 97 184 3 66  —195 1098
5 155 9298 5 —105 208 1896
T —908 — 402 T —141 — 978 92751
i) - 269 522 10— 183  — 3855 4 149
3 —991 575 18  —198 —391 5 698
15 o138 __p4d 15 —186 — 3870 6 823
T 911 —494 17 143 —988 8 029
9 g0 182 19 — 61 —124 9 321
Primes: 89,47 181,91 60,82 123,67 341,67

Les chiffres des trois dernidres colonnes seront utilisés p. 69. Les
€48, ol toutes les réserves mathématiques sont négatives sont assez
fré‘luents, surtout, semble-t-1l, avec les anciennes tables. Iei I'on cons-
bate que, dang lagsurance sur deux tétes, toutes les réserves mathé-
Matiques sont plus Glevées «négativementy.

Mais que se passerait-il si Uon avait by >b,? Dans la rente
familiale gyy une téte les réserves mathématiques sont alors positives.
Lie raisonnement précédent prouve que, sauf cas exceptionnels, Ards.
Sera également positive. En résumé lorsque les réserves mathématiques
de Passurance d’annuités ordinaire sont positves celles de assurance
dannuitéy gur deux tétes sont aussi positives; d’autre part les caleuls
fontrent que ces derniéres réserves sont plus grandes en valeur absolue,
“QUelques exceptions pouvant toutefois se produire au moment du
changement o signe 2).

) 1 i
) Pour abréger 'écriture nous posons pV (H,.7) = K (1) et
8 —_ — C (¢
;Y (Hapim)) = £1C(2).
2y ; ; . ;
) Ce changement de signe des réserves mathématiques a toujours lieu,
ra, . . . . .
PPelons-le, au moins une fois vers la fin du contrat (voir p. 61).

(o1}
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Assurances d’annwités
E'g;gfmplg no 2 Voir p- 58 r = 30 7 = 30 SM 1921/30 23/4 0/0‘

Réserves mathématiques

R = 1000 R’ = 480,63
Assurance sur Assurance sur Assurance-6pargne
une téte  deux tétes une téte deux tétes  pour C = 10000

ke ko BLK() RK(2) Ck V)
1 + 6 + 14 1 + 3 + T 219
4 26 56 4 12 27 912
7 39 87 7 19 42 1 664
10 38 89 10 18 43 2 480
13 16 49 13 9 24 3 365
14 1 24 14 0 12 3 677
5 — 16 — 7 5 — 8 — 3 3 997
16 — 35 — 43 16 — 17 — 21 4 325
19 —103 —-178 19 — 50 — 86 5 327
22  —175 —- 321 22 — 84 154 6 497
25 — 210 — 403 25 — 101 — 194 7722
280 — 148 — 293 28 — 71 —141 9 052
29 — 8 —176 29 — 42 — 85 9 520
Primes: 88,01 176,41 42,30 84,79 212,99

Les chiffres des trois derniéres colonnes seront utilisés p. 70.
On constate une exception & la régle indiquée, pour k = 15; partout

allleurs on a:

Prime annuelle: Une formule approximative.
On peut établir facilement la curieuse formule:
h(2) ~ 2h(1) (33)
h(2) et h(l) désignant respectivement la prime annuelle de 'assurance
d’annuités sur deux tétes — sur une téte. On a, apres les formules
20 et 3:
1 1 ‘
— (34)

R(2)—h(l) = ay

Apen] g

Prouver (33) c¢’est démontrer la relation h(2) — h(1) ~ h(1).



— 871 —

Or, en vertu de la formule do Lidstone, rappelée par le Dr Jecklin
[IH] p- 185, on peut éerive:

[ | 1 1 { i
4 a:v:y:_rﬂ an| dy n| ay:}l‘]
qui dev 101
vient 1ci: 1 9 1
a-.tr:c:};—] Ayl an|
ou
1 i 1
a-;r::z:;?fi a.c:m aa::ﬂ a}ﬂ
Transformée au moyen de cette relation la formule (34) devient:
! a5
B2 — (L] et e §
(2)—h(1) ar
on
h(2) —h(l) ~ k(1) CQI'D

T P . .

4 D’apros les exemples précédents on constate que 'approximation
O cette formule (38) esh satisfaisante, d’ott la vogle ci-aprés: pour
Obteniy «pratiquement» la prime de la rente familiale sur deux tétes

Usutfit de doubler hy.wp prime de la rente familiale ordinaire.

Application & Vasswrance mizte sur dewx téles aw premier déeés

. Régle: Pour le capital-unité la mixte sur deux tétes peut dtre con-
Sidérée, soif pour la prime, soit pour la réserve mathématique, comme la
SY Nthése d'une assu ance-épargne de un franc avec une assurance
Cannuités sur deux totes — de d francs ou de (Pyi+d) francs. On
S%“PF'OSG évidemment mémes bases techniques et mémes caractéristiques
Powr les trois combinaisons.

L Mixte o prime unaque: 1 assurance d’annuités «complémentaire»
QS A LI * s A B 2,
bégale ici & d — intérat pracnumerando du capital agsuré. On peut

Poser: _
Am:'iz] = " + d IIILE:]IP (35)

relats i \ . .
lation qui, aprés transformations, devient:

A = " + d avﬂ —d Ay, n|

xzin|

ou

% - RN P —
Apyi = 1—dag 7 car v"+da; =1
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On aboutit ainsi & une formule connue. Lia réserve mathématique
apres k années pourra prendre la forme:

1 g T K

ka:m = ‘l—‘ d [leml‘.nl’l (3())

[1. Maxte a primes annuelles: Au premier déces, si ce déeds sur-
vient avant l'échéance, il y a «libération» de la prime d’épargne Pg
et, en outre paiement de lintérdét ¢ par la compagnie. Voir |I1]
p. 22. [assurance d’annuités «complémentaire» est égale 1ci & francs
nl +d = 1

a5

It I'on peut poser:
Puin = P+ (P + ) by ) (37)

(lette relation se démontre comme 1l sult; on a successivement:

n

1 v 5 An T daew
P:m':ﬂ :" nl( |“ hu n[) ‘" dhm n) “E‘ d- ol . ]
aﬂ-‘l':ﬂ axx:ﬂ
P = vt dag—day. - 1—dag
TN
S~ | Ay 7y
S A,
On aboutit ainsi a Pm;m R i B
b2 e
x|
Pour la «dette technique» on a la relation:
kVﬂ:m - kV”Ti _>|~ ( |_ d) k ( I ax:n |) (38)

Hin effet:
/GVICC:_TT} e 'l)" ___[) |a”r| }— (l)n| A}ﬂ fl) a"/ i—' (l)ﬂ -+- d) (1 ‘+‘ hlx‘;‘l!) aa:’;::’:n’l

74 L ay Eria?
! ) A d
WV = U g Byt == s Bl o G ,L.Vm:—,n! poesy [ s AL

Ap| Aygiy) Arzin,
formules des rentes.

Ein éerivant pour simplifier

la formule (38) devient, pour un capltal C:
C o V:ra: n| Ol)nisi;_l s B IcI{(Q) (40)

1y Pour un capital €' la formule pourrait 8’écrive:
"D — () D— !
oy O B ¢ I'n| 'I’ kR }’5(2)
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’ 1 e_rfiste une relation semblable pour la mixte sur une téte, la
reserve B’ K(2) étant alors remplacée par R K (1). Voir [IT] p. 23.

T b . . .
Exemples numériques: Primes des assurances mixtes. lixemple
" .
ne 1, p. 58,

On a pour une téte: Rag.a0) = 89,47 °fyy (voir p. 65), d’ou
CPyy.59) = 341,67 + 89,47 %y B’ — 841,67 + 60,82 = 402,49
On a pour deux tdtes: hao. 30301 = 181,91 %4 (p. 65) d’ol

CPy. 50,00 = 341,67 - 181,91 9y, R’ — 341,67 - 123,67 — 465,34

. Dans les deux combinaisons la prime de I'assurance-épargne est
1dent1que ; seule change la prime de agsurance d’annuités de R’ franes.

' Rdserves mathématiques: On pourra les compter au moyen des
chiffres donnes p. 65. On ajoute & €'V, = 341,67 s — véserve mathé-
Matique de 'assurance-épargne — soit R’ K (1), soit R’ K (2) et 'on
Ojbtient les réserves correspondantes des mixtes sur une téte — sur deux
t8tes. On g, par exemple:

Réserves mathématiques de 'assurance sur
une téte mixte k deux tétes mixte
1896 — 105 = 1791 b 1896 — 203 = 1693
4149 — 183 = 3966 10 4149 — 355 = 3794
6823 — 186 = 6637 15 6823 — 370 = 6453
9321 — 61 = 9260 19 9321 — 124 = 9197

Prime: 402,49 Prime: 465,34

Aingi, dans cet exemple — et cela arrive souvent — des deux
Sortes ’agsurances mixtes, celle qui a la prime la plus forte a toutes
568 réserves mathématiques inférieures; cela provient de la réserve
RIIcI{(Q') qui est toujours plus grande «négativement» que la réserve

B K ()

.

Remarques: 1. Sil'on change 'age d’entrée en conservant la méme
dure, ¢, Vi ¢tant indépendant de Idge, soules se modifient los ré-
SQFVOH R K. 11 en vésulte que dans les diverses sortes d’assurances
Mixtes, pour une durée donnée, la variation des réserves mathé-
Mabhiques avec I'dge d’entrée est celle méme des réserves mathématiques
d‘f Passurance d’annuités «complémentairey de R’ francs, le montant
B Stant, 1ui aussi, indépendant de .



II. Autre conséquence: Changez de table de mortalité, en con-
servant le méme taux technique, seule se modifiera la réserve mathé-
mabhique de 'agsurance d’annuités; la réserve de I'assurance-épargne
étant invariable est, peut-on dive, U'édlément stable des diverses sorbes
d’assurances mixtes. Ainsi, avee la table SM 1921/30 & 31/,9/, on a,
pour les mémes caractéristiques qu’a la p. 65:

Réserves mathématiques de l'assurance sur

une téte mixte k deux tétes mixte
1896 — 87 = 1859 53 1896 — T1 = 1825
4149 — 69 = 4080 10 4149 — 135 = 4014
6828 — 82 = 6741 15 6823 — 161 = 6662
03921 — 81 = 9290 19 98321 — 63 = 9258

Prime: 372,64 Prime: 404,01

On voih ici combien «la marge négatives a dimimué par suite du
3 B I
changement de table. Voir également d’autres exemples [11] p. 25

Autre cas. Izemple no 2, p. 58. SM 1921/30 & 23/,9/,. Durée
30 ang.

Iin appliquant, pour calculer leg primes, les divers montants
| A ¥ v $ ik D ) 1
donnés p. 66 on trouvera aisément Oy 55 et CLy 55,551

Pour les réserves mathématiques on a: assurance sur

une téte mixte k deux tétes mixte
9480 - 18 = 2498 10 2480 - 43 — 2593
3677 -+ 0 = 3677 14 3677 -+ 12 = 8689
8997 — 8 = 3989 15 3997 — 8 = 8994
4325 — 17 = 4308 16 4325 — 21 = 43804
9520 — 42 = 9478 A 9520 — 85 = 9435

Prime: 255,29 Prime: 297,78

On calculera semblablement les autres valeurs. lei, en raison de
I"allure singuliere des réserves mathématiques des deux sortes de rentes
familiales, les réserves mathématiques de la mixte sur deux tétes sont
plus élevées que les réserves correspondantes de la mixte sur une téte
jusqu’a k — 15, plus faibles ensuite. Au moment du changement de
signe, pour k = 15, la «marge négative» qui s’ajoute & € Vo) esb
plus faible, en valeur absolue, pour la mixte sur deux tdtes. (Cas tros
exceptionnel.)



Comparaison entre les deux sortes d assurances maxtes:
sur deux tétes et sur une téte
Pour Passurance ¢ prime unique, si C = 1, on a (voir formule 35):
Am:’ﬁ] = d('l;[:r;v:ﬂ"] o Hm:n]) = / pr. (4[)
Apr. = d(a, ;) —au.m) (v. formule 29)  (42)

A

xxin|

La différence des primes uniques des deux sortes d’assurances
mixtes est égale & la prime unique d’une rente de survie temporaire
Praenumerando de d francs. On aura semblablement pour la réserve
Mathématique:

lcV.u.u:}i] o fcl[;,:::-ii] = d (a.x’:n’ | gt 1) >0 (43)

Pour lassurance & primes annuelles, on peut poser:

| I o
P = P+ ——hy (voir p. 68)

et
1
d — = P4+ —h, =
n n| zin|
LY ’ ’ aﬁ-i
ot par différence
1 1
P:cm:iirl_[);v:ﬂ = an'_]‘ hm::?a_l o aﬁ] h:c n| (44)
oW, pour un capital C
U_me;' — OP:EF] = R hm=7_3—l — R! hx:m (45)
car
C
ri K = C(P;+ d)
n|
D’autre part, comme
1 1
By — hei = a5 ————
) s e | _axx:?ﬂ a:z::m
on tire de (44) . {
I)xx:m—'z)a::m = (46)

| F_l_m e aa: n
tormule connue. | !

Appliquant la formule (45), on a par exemple (voir p. 69 et 65).

O Py 50:20)— C Pyosam) = 465,34 — 402,49 = 128,67 — 60,82 — 62,85
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Mémes différences pour les primes de 'assurance mixte de fr. 10 000 et
pour celles de l'assurance d’annuités de R’ — 679,83 francs. Mais, eu
égard & la relation h(2) —h (1) ~h(1) (voir p.66), la formule (45) devient:

CP_ ——CP,—~ R'h (47)

TN T u]
Dang U'exemple ci-dessus la différence des primes, de 62,85 franes,
est effectivement voisine de Ry, 55 = 60,82 (p. 69).

Era

Quant aux réserves mathématiques, on a:

OV = OV + B K(2) (voir formule 40)
. OV = OV 1 RK (1)
d’olt Ok]/zu = - C V = ]{’k[{(g) R’ ,cff(l) (48)

La différence des réserves mathématiques des assurances mixtes
sur deux tétes ot sur une téte (capital €) est identique & celle des deux
sortes d’assurances d’annuités de R’ francs. Or, le second membre de
(48) étant souvent négatif, on peut formuler la proposition suivante:

Meémes bases techniques et mémes caractéristiques étant données,
s1la prime de la mixte sur deux tétes est toujours plusg élevée que celle
de la mixte sur une téte, il n’en va pas de méme des réserves mathé-
matiques. Souvent les réserves mathématiques sont plus farbles pour la
mixte sur deux tétes; il n'y a d’exception, en général, que dans les cas
ol certaines réserves mathématiques des assurances d’annuités cor-
respondantes sont positves (voir p. T0).

La formule (48) peut s’é¢erire:

Tar ¢ T/’ 7 (

en désignant par X la ke réserve de la mixte sur deux tétes.
Applcations: Donnée: la réserve mathématique de la mixte sur
une téte.
Lixemple n0 1 n =20 MWI 3%/,%, Pourk =25, on a:
58 = CVg.0 -+ B 55 (2) — B/ ;K (1) = 1791 —203 +- 105
5X = 1791 —98 == 1693 (voir p. 69)
Pour k = 15, 1l vient:

5 X = 6637 — 870 -+ 186 = 6687 — 184 = 6453
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Ezemple no 2 n =80 SM 1921/30 23/,°/, Pour k = 10, on a:
10X = C 10‘[/;30:3'01 + B 1ol (2) — R0 (1)
10X = 2498 - 48 — 18 = 2498 + 25 = 2523 (voir p. 70).

Pour k = 15, ;X = 3989 —3 8 = 3989 4 5 = 3994.

Bemarques: 1. I’avant-dernidre réserve mathématique de la mixte
Sur deux tdtes est toujours plus fazble que la réserve correspondante do
la mixte sur une téte B la différence de ces deux réserves mathé-
Mathiques est approximativement égale & la prime, changée do signe,
de Passurance d’annuités ordinaire de R’ francs. On a en offet:

C Vs = CopaVi— B R(2) (voir p. 61) (50)
e de mame:

CoiVeom = Ol Vi— B R(1) (51)
d’oy
CrtViem— CetVoy = B R(1) — E'h(2) <0 (52)

o car h(2) > h(1) 2).
Dailleurs on peut écrive: & =407

B'[h(1)—h(2)] ~ — R k(1) (voir p. 67).
On en dgduit: ”

T

i C’n—lr/;::m ~ — Ii),l h’x:ii G QF ]) (53)

n-1
Application de la formule (52). On a p. 70:

Co9Vi0.30.501— C 29Vao. 9] = 9485 — 9478 = - 42 —85 = —43
Or (p. 66) — R gy, 55, = — 42,30 ~ —43 (formule 53).

IL. Des formules (50) et (51) on tire:

—, V.

axin|

R by = O Pyys

xzin T

R' by = C Pys,q—C

n-1 (54)
Ve (55)

n-1|

zin| - n—-

relationg qui permettent de trouver rapidement la prime annuelle des
fentes familiales si les réserves mathématiques des assurances mixtes
Sont donmdes.

s

) On démontre aisément cette proposition par la formule des rentes,
2
) Nous rappelons que A(2) = hgwn], ML) = hew).
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TI1. Les assurances d’annuités sur trois tétes

Tei la rente de un franc est payée lors du premier décés des trois
tétes x, y, z — eb cela chagque année jusqu'au terme de la police, le
premier arrérage étant dit au début de Uannée qui suit lo déees, le
dernier une année avant 'échéance. Si le bénéficiaire désigné meurt
avant cette dabe la compagnie versera la rente & un autre béndficiaire.

Lies formules donnant primes et réserves mathématiques sont ana-

On a alors:

Assurance a prome wnique:

; I. - G g n o r-f il
Prime: H-:m'm:nl - a-n| amml (')b)
Réserve mathématique apres & années decoulées:
.. o — s 4
kV ('[I-.m'cc:n |) an’—T Ayt n'| (’)7)

Si le premier déces survient la ke année d’assurance la «dette
bechnique» angmente brasquement et devient a,r. Comparant la prime
unique précédente avee celle de I'assurance sur deux tétes, il vient:

fIma::?fI = I]m;ﬂ puisqnc a:vm:ﬁ_ﬂ < a:va::‘ﬂ (58)
On aura de méme:
A;V (‘meﬂ) > IGIV (fIa..Ln|) (59)
Assurance @ promes annuelles: On a lei:

Prime annuelle:

}L:w.z: n| T "—l = =) (60)
! a:rxx:ﬂ
et
a,‘
e =1 _}_ h’m‘a::n] (6 )
ax:m::'ﬂ

Comme Q.5 <@ il en rvésulte hp,. > by, ce qui est
évident puisque, dang Pagsurance sur frois tdtes, le risque est plus
grand pour l'agsureur.

Des formules précédentes et de celles des pages 58 eb 60 on arrive
aux conclusions suivantes: Dang les diftérentes sortes d’assurances
d’annuités les primes augmentent avee U'dige d’entrée ainsi qu’ avee le
nombre de tétes. On g’en rend bien compte par les chiffres ci-apres:



ey TR
BExemple numérique: B = 1000 = = 25 ans MWI 31/, 9/,

Comparavson des primes annuelles.
Age o une deux  trois tétes  Age une deux  trois tétes
20 ang 96,00 195,88 299,46 40 ans 180,16 364,86 551,57
30any 116,58 237,16 360,83 50 ans 832,34 661,93 979,81

- , .

D’autre part, pour un méme dge &' entrée, 1a prime augmente avee la
durée ot avee le nombre de tdtes. On a, par exemple, pour z = 30 ans
€6 les mémes caractéristiqnes que ci-dessus.

Primes annuelles:
Durée: 15 ang 20 ans 25 ans 30 ans
Une téte: 64,09 89,47 116,58 146,54
Deux tétes: 130,06 181,90 237,16 296,82
Trois tétes: 197,61 277,02 360,83 449,26

linfin les primes sont d’autant plus fortes que la mortalité est plus
tlevée of que le taux d’intérét est plus faible (voir p. 59).

Une formule approximative. Par des relations analogues & celles de
la p. g7 - quoique plus compliquées! — on peub arriver & la formule
Approximative suivante:

h(3) ~ 3h(1) (62)

1 ). - . . e
W s’énonce ainsi: La prime annuelle de assurance d’annuités sur
trois tates est A peu prés égale au triple de la prime de l'assurance
ordinaire, Fin raison de la formule (33) on a: k(1) ~ Lh(2) et la relation

ci-dessus devient: , :
h(3) ~ 1,5h(2) o

Par les primes données précédemment on se rendra compte du
degrg d’approximation des formules (62) et (63). On a par exempleo
Pour z — 80, » — 25, MWI 31/,°/,.

Prime annuelle pour trois tétes ~ 3 - 116,58 = 349,74 (formule 62)
ou~ 1,5+ 237,16 = 355,74 (formule 63)

La valeur exacte esh 360,83; si elles ne donnent qu’un résultat
approchs, les formuloes (62) et (63) fixent pourtant un ordre de grandeur.
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Réserves mathématiques, formules exactes. On a successivement:

kV(B) = IcV (E[a::t:r:m) - I[‘-U’x’x’iff’_i o }"a'wrr:ﬂ QAgtatyl ! | (64)
kV(}}) = Ay — (1 hxm:_ﬂ) Ayttt ] (65)
_ i i
WV (8) = agn—- ,,,,',_ Ay, Lormule des quatres rentes (66)

Txr:n|

i ’ . » 4 . 1.7 -
Lia réserve mathématique est négative quand by < by, si l'on pose

a7
b’a = el gt by == a'"|

Azt | Qe 7|

Compararson entre les réserves mathématiques des assurances d annuités
sur deux et sur trovs tétes

Par un raisonnement semblable & celut de la page 64 on peut
montrer qu’en général la différence Arés. = [V (3) —, V' (2) est négative
ou positive suivant que la réserve V(2) est elle-méme négative ou
positive; la réserve .V (3) est presque toujours plus grande en valeur
absolue que la réserve ,V(2) et du méme signe qu’elle. Comme
illustration de ce fait nous nous contenterons des deux exemples
sutvants:

Assurance d’ anmauntés
Fxemple no 1 MWI 31/, 9/, Exemple no 2 SM 1921/30 23/, %,
Réserves mathématiques

Asggurance sur

deux tdtes trois tétes n = 20 deux tétes trois tdtes n = 30

. R-— 1000 R = 1000 R’ - 679,83 K R—1000 R— 1000 R — 480,67
1 — 68 — 88 — 60 (voirp.79) 1 -+ 14 922 + 1
59298 497 —-290 4 56 89 49
12 —567 - -883  — 566 10 89 150 72
15 —b544 —808  — 549 T - 7 20 10
9 182 277 188 % - 43 80 - 14
Primes: 181,91 277,02 19 —178 —927 109
(voir p. 65) 95 —408 g8 —278
98 92938 —485 209
2 176 —265 127

Promes: 176,41 264,80 (V-P'79)
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Dang le deuxiome exerple, au moment du changement de signe,
pour k — 15 et 16, la regle indiquée ci-dessus ne se vérifie pas; mais

o a presque partoub: ,
W) >V @)

Application a Uassurance mizte sur trois téles aw premier décés

Par des raisonnements analogues & ceux de la page 68 il est facile
Y, . . %
d’établir les formules ci-aprés:

Assurance a prime unique:

.A.m‘,m == ‘}— df[m:cn] (67)
kVa:m | T D e dH zlzlz! in| (68)

Assurance & primes annuelles:

Ol = O Psj+ B by (69)
ol R’ = CP;+ Cd

Comparant cette formule & la formule (87) on voit que:

1 J.m:.lﬂ = GF xz 10|
On a en effet:
OB OBy = B Rt B P (70)

o u| T
On déduit de cotte relation la régle suivante:

La différence des primes des deux sortes d’assurances mixtes —
Sur trois tdtes et sur deux tétes — est identique & celle des primes des
deux gortes d’assurances d’annuités d’un montant de R’ francs, a

Savoir R’ h(3) — R’ h(2).
D’autre part, des formules (60) et (20) on tire, pour €' = 1

1 1
BB e e, (71)

XL zx:n)
Adpar:n | Ayy |

formule connue.
Quant & la réserve mathématique de la mixte sur trois tétes &
Primes annuelles elle peut s’exprimer par la relation ci-dessous:

m| T



ou, en posant pour simplifier:
kY (g ) == 1 H(3) (73)

C Vi) = OV 4 R E (), (74)

arein]

expression que l'on rameéne sans peine & la formule des rentes.

D’apres les formules (74) et (40) on obtient, pour la différence des
réserves mathématiques:

oK .V

€TT H.

1= [RK(3) R K(©2)] (75)

kY aren]

Or, le second membre est souvent négatit (voir p. 76) d’olt la pro-
position suivante: la réserve mathématique de la mixte sur trois tites
est souvent inférieure & celle de la mixte sur deux tétes; cela arrive
quand la différence [ R’ [ (3) — R’ [ (2)] est négative. La formule (75)
peut d’ailleurs g’éerive:

W = O+ [B K (3) — B K (2)] (76)

en désignant par .7 la ke réserve mathématique de la mixte sur trois
tétes. La formule (76) exprime ,Z en fonction de la réserve mathé-
matique de la mixte sur deux tétes. Mais en vertu de la formule (48)
il vient:

Z = OV [RE(3) — R E(1)]Y (17)

in
relation qui donne la réserve mathématique de la mixte sur trois tétes
en fonction de celle de la mixte ordinaire. Voir exemple p. 79.

Applcations numériques. Caleuls des primes:

[ixemple n®1., MWI 31/,°/ . n =20. Comme A(3) = 27,7029/,
on a:

CFy).50.50.20) = 341,67 1 679,83 h(3) = 341,67 |- 188,38 = 530
Exemple n° 2. SM 1921/30 23/,9/,. Iei h(3) = 26,489/, d’olt
C Byy.50.50.30) = 212,99 + 480,63 h(3) = 212,99 + 127,27 = 340,26

1) Pour la prime il existe une formule analogue, il est facile en effet d’établir
que (voir formules 70 et 45):

C’Pa:;rsc:'}ﬂ = ( Pa:rﬂ _}“ [R’ h (r}) —FR h(l)]



— 79 —

Assurance maxte sur trois tétes

Tableaw des rdserves mathématiques V) (formule 74)

Exemple no 1 Exemple no 2

MWI 81,9 n =20 SM 1921/30 23/,9/, n = 30

k OV R KB 2 k O Vg BE@B) 4
1 354  — 60 294 1 219 11 230
5 1896 —9290 1606 4 912 43 955
12 5164 566 4598 10 2480 72 9559
15 6823 549 6274 15 8997 10 4007
19 9321 188 9133 16 4825 — 14 4811
Primes: 341,67 188,33 530 19 5367 109 5258
Comparer avec les chitfres de 95  T722 9278 T4dd
la P. 69. Ici la réserve mathé- 28 9052  — 209 8843

Matique  diminue avec lo Primes: 212,99 127,27 340,26

nombre de tétes Comparer avec les chiffres de la
p. 70; la mixte sur trois tétes pré-
sente des réserves mathématiques
supérieures jusqu’a el y compris
k=18

Application de la formule (76). Donnée: 3V anim)

Exemple no 1. k =12. ,7 — C 10V 30.50.30) T B 125 (3) — B’ [, 1(2)
1 = 4778 — 566 + 385 = 4778 — 181 = 4597

Exomple 102, k — 15. 7 — 8994 10 48 — 8994 | 13 — 4007

Application de la formule (77). Donnée: C ek iit]

Eixemple no 1. k= 12. 72 = C 12V igp.00) 1+ B 120C(3) — R 15 5C(1)
157 = 4966 — 566 - 197 — 4966 — 869 — 4597

Exemple n® 2. k = 15. ;7 = 3989 10 4 8 = 8989 - 18 = 4007

Aingi, grico aux assurances d’annuités sur une et sur plusieurs

téFeS, il est facile d’exprimer la réserve mathématique de Passurance

01xte sur trois tétes en fonction de la réserve mathématique de Iassu-

fance-épargne, formule (74) — de la mixte sur une téte, formule (77)

Ou de la mixte sur deux tétes, formule (76).

1) Toutes les réserves mathématiques des assurances mixtes ont 666 controlées

Par la formule des rentes.
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Assurances mazxtes sur deux el trovs tétes.
Caleul approxvmatif des réserves mathématvques

D’apres le Dr Jecklin — [ITT] p. 136 — on peut écrire pour la mixbe

sur deux tétes: : :
kV ~ sz:TI; + 5% n) 1cV‘|

Y n| yin n

formule qui, pour « =y, devient:

kV"'_‘ ~ Q'k-Va::ﬁ]_er

TLIN 3|

ou en vertu de la relation

T n,)

C’ Vm;;]NC’,C ] |~2R’ K() (78)
expression que l'on pourrait écrire
OV = OWV 4 2% 17K (1) (79)

en désignant par 2% un nombre «voisiny de 2.

Pour trois tétes on arrive aisément & la formule approximative:

CVewey ~ O Ve -+ 3 B K(1) (80)
que 'on pourrait écrire:
OkVu: m| T C’lc n + 3* B i’c‘rﬁ (1) (81)

3% désignant un nombre «voisin» de 3. [’avantage de ces formules ¢’est
qu’elles ne font intervenir — & c¢oté de la réserve mathématique de
I'aggurance-épargne — que les réserves del'assurance d’annuités ordinaire.

Applications numériques: Fxemplen® 1 MWI 31/,°/ n — 20

Pour k=10 on a: I’ ,K(1) =183 et C V5 — 4149

Il vient deés lors: Réserve mathématique de assurance mixte sur

une téte: 4149 — 183 = 3966 (valeur exacte),
deux tétes: 4149 —2 . 183 = 3783 (valeur approchée),
trois tétes: 4149 —3 . 183 = 3600 (valeur approchée).

Pour deux et trois tétes les valeurs exactes sont 3794 et 3632; pour
obtenir ces montants il aurait fallu prendre 2* = 1,94 et 3* — 2,89,
formules (79) et (81). Au moyen des divers exemples donnés précé-
demment le lecteur pourra sans peine juger de la valeur pratique de ces
curieuses relations qui ont surtout l'avantage de fixer un ordre de
orandeur.
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IV. Les assurances d’annuités sur m tétes

On peut aisément généraliser les formules précédentes et passer
de deux of trois tétes & m tdtes. Au premier déees — si ce déeds a lieu
apres k années — la rente familiale de m tétes se transforme en une rente
Certaine de durée n' — n— k, soit Ay

Pour caleuler primes et réserves mathématiques de la combinaison
O utilisera la rento temporaire Agimy L& symbole .. désignant
M tetes d’dge x. Lies formules sont seablables & celles que nous avons
données ; nous nous limiterons aux deux suivantes:

B e
Prime annuelle: Ay
n|

h’:c myin| — —] (82)
il aa:(m) |

Réserve mathématique
IcV(E[x(m):ﬂ) = Ay (1 - h x(m) nJ) af(m) 0] (8'3)
Al
Cette réserve est négative si b, < b, en posant:

Y el oy

m m

aa:’(m) nt aa:(m) ]

)

En appliquant ces relations au cas de assurance mixte sur m
té.tes on trouve des formules analogues aux formules (67) & (74). Nous
laissong au lecteur le soin de transerire ces nouvelles formules, nous
bornant aux deux expressions ci-dessous:

Assurance mixzte. Prime annuelle:

OP &(m):n] T C]) | _|_ I h’ (m):n] (84)
ot B = CPy -+ Cd
Réserve math ematique:
Y »V(m ] = O/»‘Vni "F‘ lg’l‘.[( (’ﬂb) (85)

e désignant par ce dernier terme Iexpression BV (H gy ) -

Il sera facile d’appliquer ces formules aux cas de quatre ou cing
tétos, par exemple.

o>
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V. Résumé et conclusions

On le voit: rien ne distingue essentiellement les agsurances d’an-
nuités sur plusieurs tétes des assurances d’annuités sur une téte. Au
point de vue théorique U'étude des diverses sortes de rentes familiales
est intéressante par le fait surtout de leurs réserves mathématiques
souvent négatives. Au point de vue pratique les assurances d’annuités
sur plusieurs tétes aident & comprendre la formation de la prime des
agsurances mixbes sur plugieurs tétes ainsi que I'évolution, en fonetion
de k, de la «dette technique» de ces mixtes spéciales.

Partant des diverses formules établies, on aboutit & la conclusion
suivante, & savoir que, dans l'assurance mixte sur plusieurs tétes, les
combinaisons-clefs sont, d’une part, lassurance-épargne qui a une
importance décisive sur le montant de la prime et des réserves mathé-
matiques et, d’autre part, lassurance d’annuatés sur plusieurs tétes dont
les réserves mathématiques, souvent négatives, corrigent alors ce que
la prime capitalisée de l'agsurance-épargne pourrait avoir de trop
élevé.
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