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La notion de pro'l)abiilité el ses appl‘i.(:a’[i_ons

Par Maurice Muller, Zurich

Les problemes relatifs & la nature et & la signification du calcul
des probabilités ont fait, depuis le dix-huitieme siocele surtout, Uobjet
de discussions intéressantes. Mais les solutions que l'on a essayé d’ap-
Porter & ces problémes ont toujours &té fonction du climat philoso-
phique de I'époque. Au sicele du cartésianisme, le dix-septicme, Fermat
6 méme Pascal fondaient le caleul des probabilités sur une intuition
Cl.a,ire des rapports entre les cas possibles. Au dix-huitiéme sicele, 'em-
Plrisme deg philosophes anglaig tend & se substituer au rationalisme
cartésien et on commence & juger le caleul des probabilités d’apros ses
fapports avee lexpérience. Aux intuitions intellectuellement claives
des cartésiens, on substitue Uidée en tant qu’abstraite de expérience
sensible; on cherche & trouver dans Uexpérience la justification ultime
des mathématiques elles-mémes, et 'on se demande, comme d’Alem-
bert, si le calcul des probabilités est applicable & la réalité. in ce qui
toncerne lo dix-neuvieme sicele, on doit constater d’abord linfluence
(et lo prestige) des constructions mécanistes et déterministes de Lia-
srange et de Laplace — oit, une fois posés les principes dont les appli-
Qa‘tionﬂ garantissent le bien-fondé, la science se développe au moyen
d’un processus rigoureusement, analytique — ensuite et surtout, depuis
le miliou dy gsicele, le succes de la philosophie kantienne aupres d'un
gmnd nombre de savants. A U'empirisme des philosophes anglais et
rangais, Kant avait opposé¢ une doctrine fondée sur I'élaboration des
donnges (g I"'expérience au moyen de fonetions tout intellectuelles, éla-
boration commandée par des jugements synthétiques a priore dont le
fondement repose sur l'activité de Pentendement. Placé dang une telle
Perspective, le caleul des probabilités ne posait pas de question philo-
Sophique brilante, dans la mesure toutefois olt 'on n‘opposait pas,
3:1'1 déterminisme issu deo Laplace, un probabilisme qui aurait constitué
Pessence méme do la connaissance seientifique.
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Sans doute, cette perspective historique est fortement simplifiée,
Eille nous parait cependant exacte dans la mesure ott méme les dissi-
dents situent leur pensée par opposition aux principes implicitement
ou ouvertement admiy par leurs contemporains. Ceci est vrai, par
exemple, de Cournot; et ¢’est aussi bien contre Kant que pour Leibniz
qu’a la fin du dix-neuvieme et au début du vingtiome siceles un grand
nombre de logiciens et de mathématiciens ont pris position.

(est d’ailleurs avee cette réaction antikantienne que nous en-
trons dans le vif de notre exposé. Que prétendait, dans ses grandes
lignes, la philosophie nouvelle? D’abord qu'il n’y a pas d’activité
synthétique a priors au sens kantien. Lie développement des geiences
sb essentiellement tautologique: les mathématiques partent d’axiomes,
de principes, de conventions, librement posés ou consentis, et le mouve-
ment qui conduit des principes aux conséquences n’esbt pas créabeur
de vérités nouvelles, n’est pas synthétique, mais analytique, les mathé-
matiques étant pres de se confondre avee la logique pour constituer
le langage de la science. Fnsuite que le fondement de la connaissance
du monde réel, du monde tel qu’il nous est donné dans Uexpérience,
est essentiellement empirique: ¢’est au moyen de principes synbhe-
biques issus de Pexpérience, venant en quelque sorte alimenter la dé-
duction, que le contact de ce langage avec la réalité est assureé.

Bien entendu, autour de cette position centrale ou par rapport
A elle se sont ortentées d’autres philosophies et d’aubres attitudes scien-
tifiques. Qu’il nous suffise de rappeler la protestation des analystes
francais tels que Baire, Borel et Lebesgue contre les excos du canto-
risme, ou Uempirisme brouwerien, tout différent de Uempirisme logique
du Cerele de Vienne auquel nous avons pensé plus spéeialement. Iin
nous plagant dans une perspective proche de celle de 'empirisme
logique, nous pourrons peut-ttre dégager quelques aspects de la notion
de probabilité, Nous n'ignorons pas cependant que dans ces matiores
la facon méme de poser un probleme commande, dans une certaine
mesure, les perspectives de la solubion.

Nous allons essayer de distinguer la structure logique d’un caleul
(nous ne disons pas du caleul des probabilités) de N'usage de ce caleul
dans les problemes pratiques, sans d’ailleurs nous inquiéter ici de
savoir si les notions dont nous ferons usage ne font pas appel & quelque
hypothese implicite, ou ne sont pas surabondantes.

A cet effet, nous allong procéder de la maniére suivante: nous
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Partons d’un domaine que nous désignons par S et que nous admettons
flé_COmposablc en sous-domaines A, B, €, ete., en nombre limité oun
Uimité, ayant ou n‘ayant pas de parties communes. Il n’est pas du
tout néeessaire de savoir ce qu’est un domaine; la notion de domaine
a1ci le role ’une notion indéfinissable propre & fixer notre langage.
Nous admettons que notre domaine S est mesurable, ¢’est-a-dire qu’a
ce domaine nous pourrons, au moyen d'un procédé de mesure dont il
nenous est pas utile d'indiquer la nature, faire correspondre un nombre
Positif bien défini. Nous admettons encore que la méme régle est appli-
cable d’une manitre bien détermingée ot univoque aux sous-domaines
et surtout (ue, quelle que soit la maniere dont un domaine est décom-
posé¢ en sous-domaines, sans parties communes, le total des mesures
des sous-domaines est ¢gal & la mesure s du domaine S. Si deux sous-
df)mainus ont une partie commune, il faut que cette partie commune
a,lﬁ la méme mesure, qu’elle sott considérée comme sous-domaine de
Pun o de Pautre sous-domaine dont elle est partie.

D une maniore toute symbolique, nous pourrons représenter
(comme en algebre de la logique) le domaine S par une certaine sur-
face limitée, et chaque sous-domaine par une partie de cette surface.
Nous désignons par 4 et B deux sous-domaines (qui peuvent avoir
OWne pas avoir de parties communes et qui ne sont pas nécessairement
(Alhﬂ-cun d'un seul tenant), par AL leur partie commune (A8 peut
Stre dgal A 0) ot par A - B leur somme au sens de Palgébre de la
logiqug (pour laquelle 4 4 4 = A et A4 = A). Ferivons mesure de 4 :

mesure de A4 =m(4d) = a;
On obtiendra évidemment les relations suivantes:

m(d + B) = a -+ b—m(4B)
ef
m(d -+ B a b m(ADB ,
mAEB) o b w(dD) .

m (S) S S 8

m(ADB) m(AB)y a  m(dB) b (n
mS) a s b s .

. Lemploi, pour l'addition et la multiplication logiques, des mémes
Sighes que pour les opérations de méme nom en arithmétique ne eréo
Pas de confusion, puisque les lettres majuscules sont réservées ici aux
termeg logicues.
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La relation I (ou la relation qui I'a précédée) fait en réalité partie
de la notion de mesure telle que nous Uavons déerite. Le terme soustrait
au second membre est introduit afin que la mesure du produit 473 ne
soit pas comptée deux fois. Quant & la relation [T, elle est une simple
tautologie.

finvisageons maintenant trois domaines, A,, A,, disjoints par
hypothese, et I3, tels que B soit partie de A4, + 44 (ce qui entraine
la premiere des relations suivantes LII); nous pouvons éerire:

m(A,B) +m(4,B) =m(B) = b

a, m(A4,.DB) (LLD)
m (A, D) s a %
m(B)  a, m(A,B)  ay m(AB)
,,S w al S _.}_ .S... “ &2

avee, 1c1, k =1 ou 2,

la seconde relation étant valable & condition que la premiere soit
satisfaite. Ces relations LI peuvent étre facilement généralisées aux
sas ol on est en présence de n domaines A, disjoints, B ¢tant partie
de la somme des domaines 4,. Si les sous-domaines 4, n’étaient pas
disjoints, les relations I1I devraient étre modifices.

Nous avons admis que algebre de la logique (plus particuliére-
ment le caleul des clagses au sens de cette algebre), et que arithmé-
tique sont applicables aux domaines considérds, les domaines pouvant
étre définig a aide de propositions plus ou moing compliquées, mais en
prenant toute précaution indispensable lorsque les clagses sont infinies.
Lia mesure des domaines — que nous avons laissée indéterminée — pourra
dtre définte, 8’1l s’agit de domaines indéfiniment décomposables, au
moyen de procédés empruntés & la théorie des ensembles; elle pourra
consister, si la décomposition du domaine S g’arréte de toute fagon &
un nombre fini de sous-domaines (ou, i 'on veut, d'éléments) en un
simple dénombrement de sous-domaines et 'on pourra, dans certaing
cas, passer a la limite. Si le nombre des sous-domaines devient infini,
on exigera que la somme s soit finie ou que, de toute facon, les rap-
ports a/s alent un sens. Seules seront d’ailleurs acceptées les décomposi-
tions pour lesquelles la relation I est vérifice; en d’autres termes, les
notions de sous-domaine et de mesure retentissent 'une sur l'autre,
et la relation I peut étre regardée comme un principe du caleul.
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Les propositions qui définissent les domaines ef sous-domaines
pourront étre tres différentes de nature, Sans porter de jugement préa-
lable sur la signification du caleul des probabilités, nous allons adopter
Provisoirement lo langage de la théorie élémentaire des probabilités
6 montrer & laido d’un exemple simple la signification que peuvent
prendre les relations que nous avons établies.

Nous partons des propositions suivantes:

On jetto un dé dont les six faces sont numérotées de un i s1x; I'une ou
Pautre des faces sort — S,

Le dé montre une face paire = 4.

Lie dé montre une face dont le numéro est divisible par trois = B.

' Lo domaine S comprend les six cas possibles correspondant aux
SIX faces du dé; le domaine 4 comprend les trois cas possibles 2, 4 et 6
¢ lo domaine B les cas possibles 8 et 6. Comme convention de mesure
des domaines, nous choisissons le dénombrement des cas qui y sont
contenus. Visiblement, nous obtenons pour

-

a e . .
, la probabilité de sortir un nombre pair,
8
, la probabilité de sortir 3 ou 6,
S
m(ADB)

, la probabilité de sortir 6,

§
ot la relation I correspond au théoréme des probabilités totales (ici la
Probabilité de sortie d’un nombre pair ou divisible par 3); d’autre part,

'nl(fl[j) , [ v 1A .
—— représente la probabilité pour la tace 6 d’étre sortie,
sachant qu'un nombre pair est sorti,
o6 la relation 11 représente le théorome des probabilités composées.

On constaterait de la méme maniére, & aide d’un schéma basé
Sur Pextraction de boules d’une série d'wrnes données, que les rela-
bions TIT correspondent & la formule de Bayes. Il faut naturelloment
tonstruire le domaine S et définir sa mesure d’une maniére adéquate.
Toutefois, en adoptant un procédé de mesure étranger au ealeul
classique deg probabilités, nous pourrions obtenir d’autres significations
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pour les relations I, II et II[. Par exemple, si au lieu de mesurer les
domaines suivant le nombre des cas élémentaires dits également pos-
sibleg qu’ils contiennent, nous les mesurions en attribuant & chacun
des cas élémentaires un nombre selon une régle arbitraire, nous ob-
tiendrions en général une mesure cohérente, mais les relations [, 11
et ILI, tout en restant valables, ne geraient plus des relations entre
des probabilités au sens clagsique; elles pourraient avoir, par exemple,
le sens de relationg entre des espérances mathématiques. Cecit montre
bien que les relations I, IT et IIT ont un caractére toub & fait général.
Ce sont des relations formelles, sans contenu bien déterminé, appli-
cables chaque fois que nous pourrons définir des domaines satisfaisant
aux conditions que nous avons posées, en particulier au caleul élémen-
taire des probabilités; mais ni ces relations, ni la notion de domaine
ne sonb liées aux modeles classiques de ce caleul.

Pour passer au calcul des probabilités, 1l est indispensable de
donner un gens aux signes utilisés dans le caleul formel. Cest & la re-
cherche de la nature de ce sens que nouy devons nous appliquer. Sang
prétendre épuiser le sujet, nous le ferons & Paide de quelques remarques.
Nous voudrions cependant, avant de poursuivre, mentionner que notre
schéma de domaines s’adapte facilement anx problémes clagsiques du
caleul des probabilités. On en déduit en effet facilement, sous une
forme générale, les notions d’espérance mathématique, de moment et
d’écart.

Nous nous arrétons brievement & la notion d’egpérance mathé-
matique.

Supposons que nous ayons divisé le domaine en sous-domaines
disjornts, mais recouvrant ensemble le domaine S, de deux manicroes

Lifférentes: ‘ '
CHOTOIROR: 4, 4y, .., 4, et By, B, ..., B

-
La partie commune & deux sous-domaines A

o
4 m B n o ("mn

w €t D, sera

et 'on voit facilement que

Vo ; ; IS B §

¥ U=, o fue ¥ Cp— By

" m
Attribuons un nombre x,, & chaque sous-domaine A, et un nombre y,
& chaque domaine B, et désignons pour simplifier par p,, le vapport
s, par ¢, le rapport b,/s et par p,,, le rapport ¢, /s.

m

u m mn
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Les espérances mathématiques sont définies par:
e(z) = Dpia;
e(y) = D\ q; ;-

Le théorome des probabilités composées (IT) donne

ou

— m’(/lm Bﬂ) . /m’(/lm Bﬂ) . 'm(Am 'Bn)
pmn = . = we — = {, ,,b S
S C”?n n
On voit aisément que on a N (4, B,) = S et N\, = 1 ainsi que,
bar exemple, Z'pm = p,,- On aura done

n ] .
¢t on en déduit que ‘\?TJ s = R
e (fﬂ -k U) = ,‘;\_‘; ’pmn(wm ¥ yn) = ’((L) -+ ()(If) ¢
De plus, si leg probabilités sont indépendantes, ¢’est-d-dive s1 'on a

" l ([ 1 m B n)

Uy

C=
on aura Pun = Pulln
ot _
e(TY) = DX\ PulaTuln = ¢(@) e(y).

Nous n’avons utilisé ici lo terme de probabilité que pour la com-
modité du langage, ces relations ayant un caractére absolument gé-
néral. Dang leg applications au caleul des probabilités, il y aura lieu
de moreeler convenablement le domaine S de maniére & obtenir des
S0us-domaines répondant aux problémes posés 1).

‘ Si Pon joue avee deux dés, on sait que les espérances mathéma-
biques s’attachant separément aux deux dés satisfont au théorome sur
la somme ey espérances mathématiques. Mais le domaine S sera cons-
bruit en tenant compte d’'une maniere convenable des combinaisons
Possibles entre les faces des dés dans les décompositions en sous-do-
maines auxquels seront affectées des valours Ly Yy - - - €be., adéquates.
(,).n procédera d'une fagon analogue pour les propositions sur les
“Preuves répétées, en constituant le domaine velatift & n épreuves.
On Parviendra ainsi au théoreme de Jacques Bernoulli, en passant
Par la notion d’éeart moyen (uadratique et par U'inégalité de Tehebichef
ELLI’()rl démontre aigément.
Valeuz ],‘in %(‘f»m—')ml, i.l (_:f)nv_iendm de faire correspondre des domaines adéquats & des

$ @ (ou y,) distinetes.



[La notion de domaine s’appliquera aussi, convenablement utilisée,
aux problemes des jeux, quelquefois relativement compliqués dans le
cadre du caleul ¢lémentaire des probabilités, ol le jeu s’arréte non pas
apres une série bien déterminée de coups, mais lorsqu’un des joueurs
a gagné. [l est clair que la décomposition des domaines et la mesure
des sous-domaines dépendra de la nature du probleme traité, et des
informations, supposées suffisantes, en notre possession. On pourra
ausst imaginer des chaines de domaines, ou encore faire usage de la
notion de domaine en théorie de la corrélation.

Cette notion de domaine g'étendra également au caleul des pro-
babilités appliqué & des ensembles mesurables. Nous avons admis que
la somme des mesures des sous-domaines (sans partie commune ou,
dans la théorie des ensembles, sans point commun) doit étre égale &
la mesure du domaine total. Cest un postulat énoncé par Borel pour les
ensembles mesurables. Conformément aux idées de Borel sur ces en-
sembles, 1l faut encore que la construction des sous-domaines réponde
a une suite dénombrable d’opérations. Une décomposition en une in-
finité non dénombrable de sous-domaines nous exposerait dailleurs
& toutes les difficultés qui s'attachent & Uétude d’ensembles ayant la
puissance du continu, ce qui ne signifie naturellement pas que nous
écartions la notion de probabilité continue telle qu'on la rencontre
dans le calcul des probabilités, ni les cas ot Uon est amend & fairve dé-
pendre la probabilité d’une fonction de point.

Nous pouvons maintenant procéder aux remarques annoncées.

Premaiére remarque

Tout d’abord, on pourrait prétendre qu’en traitant notre problome
d’une fagon trop générale, nous avons nous-mémes barré la route qui
nous menerait & la notion de probabilité. Iin restreignant notre notion
logique ou mathématique de domaine, au risque de quelque définition
complémentaire, nous devrions, semble-t-il, obtenir une intuition claire
de la notion de probabilité. Nous voudrions montrer rapidement qu’on
se ferait quelque tllusion sur la valeur d’une telle maniére do faive.
Pour cela, nous admettrons que le domaine total S n’est décomposable
qu'en un nombre fini de sous-domaines élémentaires, et nous nous bor-
nerons aux schémas clagsiques du caleul des probabilités. Or, on a sou-
venb constaté, & propos de ces schémas, qu'il 8'agisse du jeu de pile
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ou face, ou des jeux de dés, ou des modeles d’urnes, que le caleul des
probabilités en tant que caleul se réduit & une simple analyse com-
binatoire. Si nous disons quau jeu de pile ou face la probabilité de
sortir pile seul en deux coups est de /,, nous envisageons quatre

combinaisons
; 5 - 1 ) 1 3}
PP, PF,FP, FF

et constatons que PP représente une combinaison sur quatre; du
point de vue strictement mathématique nous n'avons rien de plus.
Il est en effet clair que st nous avons le droit d’attribuer le nom de
p‘rob&bilité & un rapport entre des nombres de combinaisons, nous pour-
rons aussi attribuer & ce rapport, sans inconvénient, un autre nom,
p‘0ur la simple commodité du langage. Clest en passant aux applica-
blong que des rapports de ce genre prennent un sens, et ce sens est ici
_pbysique. En effet, pour appliquer le caleul élémentaire des proba-
b]lités, nous admettons impliciberment que la piece de monnaie utilisée
st physiquement telle que les deux éventualités P ou I sont de
méme poids ou, en langage de probabilités, sont également possibles.
Il en résulte que les termes «également possibles» ou «également pro-
bablesy ont aussi une signification essentiellement physique et non
logique on mathématique. Le fait que nous ayons besoin d'une infor-
mation physique sur les urnes, la symétrie de la picce ou du dé pour
décider de Papplication du caleul élémentaire des probabilités, en est
e confirmation.

Dewaréme remarque

Notre seconde remarque concerne un premier essai de comparaison
entre les notions de probabilité et de fréquence. Si I'on suppose que
la notion de probabilité est abstraite de expérience, on doit se de-
Mander jusqu’y quel point on peut en faire une fréquence idéale. Iin
f
bicjue, la fréquence (relative) joue le méme role que la probabilité. Pour
la comparaison qui nous occupe, nous ferons un instant appel & un
mathématicien du dix-huitieme sicele, d’ Alembert, largement influencé
Par les idées empiristes des Anglais. Nous ne modifions pas notre per-
SPective initiale, puisque le point de départ que nous avons adopté
Peut ébro vegardé comme une combinaison de philosophie empiriste et
de logique leibnizienne.

aib, les statisticiens affirment en général que, tout au moins en statis-
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ID’Alembert ne croyait pas beaucoup & Uapplication illimitée des
mathématiques aux sciences de la nature, et le calcul des probabilités
[ui semblait une construction mathématique dont les applications aux
phénomeénes naturels et aux jeux de hagard sont des plus douteuses; il
proposait de lui substituer un art des conjectures plus général et moins
mathématique. Je pense quiil auraib écarté, comme inutilisable, le
postulat de Bertrand selon lequel les dés n’ont ni conseience ni mé-
moire. D’Alembert se sert en particulier de 'exemple suivant: deux
joueurs, A et B, jouent & pile ou face. Si pile sort au premier coup,
le jen s’arréte et A a gagné; si face sort, on joue encore une foig et
une seule; st pile sort au second coup, A a gagné, mais de toute fagon
le jeu s’arréte. D’Alembert, profitant du fait que le jeu s’arréte si pile
sort au premier coup, ne considere que les trois combinaisony pile,
face-pile et face-face et pense qu’il pourrait étre opportun de fixer &
2/, la chance de gain du joueur A, alors que le calcul élémentaire des
probabilités la fixe & 3/, Je pense que si P'on prenait d’Alembert au
mob, on construtrait un caleul des probabilités contradictoire. Ein effef,
il suffit d’une simple modification & Uénoneé de son probléme, pour
aboutir au nombre prévu par le caleul des probabilités. Si on ¢nonce
le probleme posé de la manicre suivante: ¢un joueur A a le droit de
lancer deux fois une picce de monnaie: il sera gagnant contre B si pile
sort au moins une foisy, il est clair que st pile sort au premier coup,
A aura de toute fagon gagné et le résultat du second coup lui deviendra
indifférent. Mais alors U'énoncé du probleme entraine clairement la
considération des quatre combinaisons pile-pile, pile-face, face-pile cf
face-face.

D’Alembert ne prétendait d’ailleurs pas fonder un caleul des pro-
babilités sur un tel exemple. Il admettait volontiers que le résultat 3/,
est «mathématiquement parlanty» (¢’est 'expression qu'il emploie) plus
juste que le résultat 2/,. Mais il pensait qu’il ne Uest peut-éire pas phy-
siquement et que art des conjectures ne peut pas étre soumis & un
calcul également net dans ses principes et dans ses vésultats.

Pour décider de la valeur du caleul classique des probabilités, un
empiriste procéderait & des expériences. D’Alembert semblait admettre
(ue des expériences ne conduiraient qu’a des résultats incertains ou,
d'une maniére plus elliptique, que le hasard ne peut pas étre soumis
auw calecul. Un pur empiriste, plus favorable que d’Alembert au calcul
des probabilités, penserait au contraire que les fréquences observies



dans des conditions convenables garantiraient la légitimité du ealeul.
Mais il faut encore que ce caleul, en tant que mathématique appliquée,
ne soit pas contradictoire dang son ensemble. in d’autres termes, il
faut que leg regles de mesure adoptées soient cohérentes pour tous les
lpl.'oblé.mes de méme nature physique. On peut sang doute ajouter que
la nature physique d’un probléme commande le procédd de mesure
qui lui sera appliqué, mais Pon devra convenir que la cohérence du
caleul clagsique des probabilités en tant que mathématique appliquée
et due en grande partie & la notion d’éventualités physiques posées
@ priori comme Ggalement possibles, ou comme possibles dans des rap-
Ports supposés a priore connus (méme s'ils restent indéterminés dans
le caleul).

Troisiéme remarque

Poursuivons, au moyen d'une troisiome remarque, notre com-
Paraison entre fréquence et probabilité. Nous supposons que nous
Sommes en possession d’une picce de monnaie parfaitement symétrique,
éprouvée au moyen d’un grand nombre d’épreuves, par exemple
10°000. Nous admettons (u'apres nous étre assurés de cebte symétrie
PbYSi(lue dang la mesure la plus grande possible, nous lancions la
Pléce un nombre impair de fois, ni trop grand, ni trop petit, par
txemple 99, et que nous obtenions au cours de cette série d’épreuves
52 Sorties de pile et 47 sorties de face. Toub en leur exposant les données
desquelles nous sommes partis, et la symétrie de la picce expérimen-
talement, constatée ot lo vésultat aglobal de la gérie de 99 épreuves,
1Ous nous adregserons & deux personnes, un probabiliste comme Ber-
frand et un pur statisticien. Nous leur demanderons quelle est, selon
Cux, la probabilité de sortie de pile pour la dixiéme épreuve dans la
86rie de 99 coup déja effectués. Nous supposons que le premier réponde
que la probabilité est de 1/, puisque la piéee n’a ni conscience ni mé-
moire, ef le second, dérivant la probabilité de la fréquence, que cette
brobabilité est de 52/y. Sans vouloir accorder trop d'importance au
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ment réalisées, o seconde réponse (2/y0) ne pouvant jamais tre la

A6 Wayant limité la série & un nombre impair d’épreuves effective-

Méme que la premicre (1,), nous voudrions insister sur la différence
de point de vue et mettre en relief lo caractore idéal et abstrait de la
hotion de probabilité.
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Tout d’abord la probabilité peut appartenir & 'essence d’'un seul
événement: la fréquence, jamaits. Cect est d’observation courante,
presque triviale, mais ce n’est pas une distinction limitée au langage;
on peut parler de la probabilité de déces d'une personne, alors que les
tables de mortalité ne livrent en réalité que des fréquences. Dans le
jeu de pile ou face, on peut observer la fréquence de pile dans une série
donnée, mais on parle de la probabilité de sortir pile au premier coup.
It méme un empiriste pourra convenir qu'un tel processus d’abstrac-
tion a quelque chose de légitime. Cest d’ailleurs par un décret porté
par le théoricien qu'une signification de probabilité ou de fréquence
est accorddée & certaing rapports toub formels de la théorie mathéma-
tique, notamment aux rapports entre des mesures de domaines eb de
sous-domaines.

Ensuite, les deux réponses sont des réponses & une question inter-
prétée de deux manieres différentes. Le probabiliste se place & la fois
«dans abstraity et, pour employer un terme d’ingpiration bergsonienne,
dans Uattitude prospective du «se faisanty; le statisticien se place dans
Pattitude rétrospective du déja fait, et se demande combien il a de
chances, 8’1l choisit 'un des coups déja effectués, de rencontrer pile. La
nature de ces réponses suffit cependant & montrer qu’une nuance sépare
la notion de probabilité de celle de fréquence.

De nos trois premicres remarques, nous pouvons birer une con-
clusion unique et plus générale, conforme & nos prémisses: la notion
de probabilité n’appartient pas au caleul lui-méme, mais & la signifi-
sation que Pon donne au caleul, que celle-ci ait un caractére purement
empirique comme dans la fréquence statistique ou qu’elle ait un carac-
tere plus abstrait, ou méme intuitif comme une idée claire au sens de
Descartes. Ceel correspond d’ailleurs & une opinion fort répandue selon
laquelle la structure logique d’une théorie mathématique doit dtre dis-
tinguée des significations que la théorie peut recevoir. Nous avons en
outre constaté que la notion de probabilité ne résultait pas immédiate-
ment de celle de fréquence.

Nous pasgsong maintenant & une quatricme remarque relative &
["application du calcul des probabilités dans la théorie cinétique des
gaz ou des ensembles de particules.
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Quatriéme remarque

Admettons que nous disposions de trois particules a,, ay, ag et de
quatre cellules ¢, ey, ey, ¢, cb que les trois particules soient distribudes
de toutes les manicres possibles entre les quatre cellules. Nous obtien-
drons 120 distributions possibles (ou 120 complexions, pour utiliser le
langage des physiciens), & condition de considérer les trois particules
tomme parfaitement individualisables; en d’autres termes, si nous pla-
bons les particules a, ob a, dans la cellule ¢;, ou dans deux cellules diffo-
rentes, nous admettrons que Péchange des deux particules entre elles
conduit de toute fagon & une complexion nouvelle. Ces 120 possibilites
représentent la maniére la plus générale de distribuer les trois parti-
cules bien individualisées selon les quatre cellules. Lie domaine S pourra
alors &tro morceld en 120 cases (une par complexion) et une probabilité
t‘glative & un sous-domaine sera mesurée au nombre de cases qu'il con-
t}ent. Tel n'est cependant pas le point de vue de la méecanique statis-
tique classique qui admet que I'échange entbre particules situées dans
la méme collule ne donne pas de complexion nouvelle et que 'échange
ntre particules de cellules différentes donne lieu & des complexions
Nouvelles. Ceci a pour effet de réduire & 64 le nombre de complexions.
S’l Pon supprime cette restriction & Uindiscernabilité des particules,
¢ est-a-dire si Pon admet qu’aucun échange entre particules ne modifie
l?, tombre de complexions possibles, il ne reste que 20 complexions.
Cest 1o point de vue de la statistique de Bose. Sans doute on pourrait,
pO.Ul‘ chaque statistique, eréer un domaine S adéquat selon le caractore
(discernable ou indiscernable) des particules, celles-ci ¢tant alors distri-
buées selon un autre critere dang la statistique de Bose que dans la
Statistiuoe classique. Mais si 'on part du domaine initial & 120 cases,
O temarquera que pour passer soit & la statistique elassique, soit & la
Statistique deo Bose, on doit poser certaines restrictions & la formation
des sous-domaines d’égale probabilité. Ceel est encore plus apparent
avee Iy statistique de I'ermi, qui attribue une probabilité nulle &
:f)utes les cases pour lesquelles une cellule contiendrait plug d’une par-
lcule,

~ Dans ces statistiques, ¢’est expérience qui tranchera entre les
(llf.férenl;os manieres de moreeler et de mesurer le domaine initial S et
qQui déeidern, deg complexions qui devront ébre regardées comme d’égale
Probabilité, 10t il est clair qu’on pourratt imaginer d’autres manieres



—_ 48 —

de mesurer S, qut toutes satisferont aux régles essentielles du caleul
des probabilités «i la relation fondamentale des probabilités totales
est satisfaite. Aucune considération a priori ne permettra de décider
4 elle seule entre les différentes maniéres possibles de mesurer lo do-
maine S. Que ce goit directement ou par le détour de la mécanique
ondulatoire, lexpérience décidera en derniere analyse de la validité
des hypotheses faites, ¢’est-d-dire fixera la notion d’également pro-
bable; en particulier, si 'on pouvait vérifier sans équivoque qu’'un en-
semble de particules d'un certain genre (par exemple do photons pour
la statistique de Bose et d’électrons pour la statistique de I'ermi) obéit
a l'une ou a lautre des statistiques, on vérifierait du méme coup les
hypothéses qui ont servi de base & la mesure du domaine S, en parti-
culier 'hypothese qui détermine les complexions d’égale probabilité.
Mais 'on voit immédiatement que cette vérification ne passerait pas
nécessairement par un détour qui consisterait & obgerver la fréquence
d’événements successifs comme au jeu de pile ou face. Iei encore la
notion de fréquence statistique ne nous parait pas recouvrir entiore-
ment la notion de probabilité. Tei, la probabilité posée a priori trou-
veralb sa justification aussi bien dans des considérations de symétrie
et d'indiscernabilité (et, pour la statistique de Iermi, dans le principe
’exclusion), que dans les vérifications expérimentales propres a l'en-
semble de la théorie des quanta.

Cinquaéme remarque

Nous voudrions encore montrer tres bricvement que le formalisme
de la mécanique ondulatoire autorise plusicurs interprétations de I'in-
déterminisme propre aux phénomenes physiques, en nous bornant
toutetois & quelques indications tres générales.

On sait que I'état d’un corpuscule peut étre représenté par une
fonction w, solution de Uéquation des ondes

. h dyp
Hy = ——n=
2mr Ot
(H est opératewr hamiltonien),

eb qu'un principe d'interprétation physique de la mécanique ondulatoire
fait correspondre & toute grandeur observable des opérateurs 4 d'une
1 o
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certaine nature (ils sont linéaires et hermitiens), dont les valeurs propres
%;, relatives & I'équation
Aoy = ap,
sont les valeurs possibles de la grandeur physique mesurable. Les fonc-
blong Pi solutions de cette équation, sont orthogonales et on les suppose
normées ainsi que la fonction . Iin d’autres termes, on doit, avoir 1):

f‘ww*dr == 3 f(p,,fpm(lr 0; f{Pntpndf e

’ On montre alors qu’on peut développer  en fonction des ¢, et
on obtient :
Y = E G Py

avee, en formant le produit yp* (01‘1 w* est imaginaire conjugué de ),

: R H

On peut distinguer trois maniéres de voir:

10 Le produit epp™* (ol ¢ est la charge électrique) représente une
densité de charge et celle-ci est disséminée dans tout l'espace: dans ce
€as, l'introduction de la notion de probabilité est évitée. On sait que
Gette premiore interprétation a dit dtre abandonnée, mais elle semblo
bien montrer que les schémas théoriques n’ont pas nécessairement une
signification probabiliste.

20 Le produit ypy* est une densité de probabilité et fournit une
Probabilité do présence (d'une particule dang un domaine élémentaire).
Sty ogt décomposé selon 'hamiltonien H, on aura

-
?/) = 2_107}1/)71’

U8, étant les solutions de 'équation de Schrodinger, Hy — ap, qui
le 0 I
fournit les états stables de I'atome. S$i 'on ne connait pas y, l'on devra
effectuer des mesures ot los fréquences des réponses wy, ..., p,, etc.,
Permettront de fixer les amplitudes ¢,. (’est une mLorpraLlon sbabis-
bisque, 1a probabilité de présence otmmt alors fondée sur un caleul sta-
tl%thup

30 Si la fonetion  est supposée connue ou est choisie a priore (on
beut la faive correspondre & I'un ou Lautre des états stables), alors les
Coefficients ¢, dans le développement

Y= > 6@,

') dv est Uélément d’espace.



seront parfaitement déterminés. Nous aurons une interprétation pro-

babiliste, les }r:n 2 ¢tant des probabilités ne dépendant que du choix

de la fonction .

Il est difficile de choisir entre la seconde et la troisiéme interpreé-
tation, eb méme de les distinguer enticrement; elles dépendent de toute
évidence de la maniére dont la question est posée. Les fondateurs de
la mécanique matricielle — Sommerfeld I'avait rappelé dans un volume
complémentaive & son traité Atombaw wund Spektrallinien — partaient
d'une conception positiviste proche du point de vue statistique. Mais
le sucees de la mécanique ondulatoire et Pindéterminisme qui lui esh
inhérent feraient plutot pencher pour la troisieme interprétation, lu
notion de probabilité étant alors partie a priore des principes d'inter-
prétation physique de la mécanique ondulatoire.

Au point de vue général auquel nous nous sommes placés, on peut
faire correspondre & la fonction v un domaine S, et aux opérateurs A
différentes manieres de décomposer S en sous-domaines.

*

[Vanalyse de la notion de probabilité & laquelle nous venons de
nous livrer en nous servant d’exemples pratiques n’aboutit pas néces-
salrement & une conclusion nette. Nous voudrions simplement essayer
d’en tirer une ou deux bréves lecons.

Nous avons tout d’abord observé que la notion de domaine que
nous avons adoptée n’est pas nécessairement attachée & une interpré-
tation probabiliste ou statistique. Il faut attribuer aux rapports entre
des mesures de domaines et sous-domaines la signification de proba-
bilités ou de fréquences relatives pour passer & un caleul des proba-
bilités ou & un caleul statistique.

Nous avons ensutte distingué, dans la notion de probabilité, une
idée abstraite qui n’intervient pas de la méme maniére dans la notion
plus directement expérimentale de fréquence relative. L'idée de pro-
babilité ne coineide pas exactement avee celle de fréquence statistique
et ne semble pas pouvoir y étre ramenée enticrement.

Nous pouvons d’autre part observer qu'une différence, semble-t-il
sapitale, séparve 'usage de la notion de probabilité dans la statistique
ustelle de son application dans les théories physiques. Un statisticien
est dans la pratique de son art véritablement a la recherche de fré-
quences dont il tend & faire dériver des probabilités; pour lui, une loi



S?atistique ne pourra étre vérificée qu’en observant des fréquences effec-
EIV(zs. Au contraire, la théorie physique ne regoit pas ses vérifications
de observation de fréquences — ou tout au moins pas exclusivement —
mais d’expériences qui peavent étre uniques, d’observations et de me-
Sures comme celles offectuées sur les raies du spectre de Uhydrogéne
ouw de Phélium. (Cest & la fois la cohérence de la théorie physique et sa
verification par des expériences qui autorisent I'usage de la notion de
brobabilité en physique.

Nous avons laigsé en suspens la notion de fimite que celle de fré-
‘Yuence semble supposer et & laquelle on a voulu ramener la notion
d.e probabilité. Iin effet, cette notion de limite de fréquence semble dé-
mver d'une conception idéale et abstraite de la fréquence qui, de toute
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gon, procode d'une rupture entre la fréquence physique et sa limite
éale. Ou bien on tend & confondre la notion de limite de fréquence
avec la notion de probabilité — et alors on a changé le nom sans changer
la signification — ou bien on tend & rattacher la probabilit¢ & une vue
CXpérimentale des choses — et alors on 8’expose & des difficultés insur-
Montables,

On gait par exemple que le jeu de pile ou face peut dtre assimilé
A la construetion d’un nombre dans un systéme numérique binaire et
que Uensemble de tous les résultats possibles, obtenus en supposant
1‘& suite des épreuves ddalement réalisée jusqu’d Pinfini (ce qui semble
({éjib contestable), s’étale entre 0 et 1 et a la puissance du continu. St
Pon admet, que l'on peut choisir I'une de ces limites, on risque de se
heurter aux difficultés de I'axiome du choix de Zermelo. Sans doute,
on _d()it penser que les limites s’accumuleront en fait dans la végion 1/,
0l pour Paffirmer on invoque directement ou indirectement les ré-
Sultats généraux du caleul classique des probabilités.
~ Pour retrouver les notions de probabilité et de fréquence en partant
(.l‘e 108 domaines, il faut, ainsi que nous Uavons vu, préter une signi-
Fm?}.tiou aux éléments de notre caleul, maig il est difficile, sans faire appel
4 11[1huibion, d’¢tablir une frontiere nette entre les deux notions. Afin
de log distinguer, nous allons employer, en le simplifiant, un langage
“lpranté & Husserl. Husserl, revenant & des positions cartésiennes, a
Yehoussé une philosophie kantienne selon laquelle la pensée opére une
Synthese unifiante du «divers éparpillé 1y lives par la sensibilité. Pour

1y ¢t i e
) Cette expression est de Bréhier,
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Husserl, ce qui caractérise la conscience, ¢’est son intentionalité, ¢’est-
a-dire une maniere de contenir autre chose qu’elle, de priter un sens aux
structures qui s’offrent & elle et dont la nature varie avec celle de
'objet, formel ou non, qu’elle se donne. Or, si nous voulons distinguer
plus profondément que nous ne 'avons fait la notion de probabilité
de celle de fréquence, un langage emprunté & Husserl pourrait con-
venir. Alors que la notion de fréquence aurait un sens essentiellement
dérivé de 'expérience, la notion de probabilité répondrait & 1'acte par
leqquel nous prétons ou donnons un sens aux rapports formels de nos
calculs. Int, comme chez Descartes, ce sens pourrait étre impliqué dans
une intuition. Sans doute, on peut bien dire que la probabilité est
une fréquence idéale ou abstraite, mais U'on devra alors convenir que
I'adjonction des termes «idéaley ou «abstraite» (comme l'usage du
terme de limite) change considérablement la signification, essentiolle-
ment expérimentale, du terme de fréquence.

Nog dernicres remarques sur la notion de probabilité viseront ses
rapports avec d’aubres notions, celle de vérité et celle de temps ou,
d'une fagon toute générale, celle de contingence. On sait que pour
Aristote, dés que 'on n’a plus affaire au nécessaire éternel ou au réel
actuel et donné, mais au futur contingent, le principe de contradiction
cesse d’avoir une fonetion déterminante. Cest d’une maniére vndéier-
minde qu’il est vrai ou qu’il est faux que «demain il y aura bataille
navale». Or, en dégageant les propriétés formelles du caleul des pro-
babilités, nous sommes restés dans un monde entiérement intemporel,
olt le temps ne peut intervenir qu'en qualité de paramétre qui ne
trouve de signification que dans les applications. 51, en passant &
Uanterprétation pratique du caleul des probabilités, nous ordonnons selon
une dimengion temporelle les réponses aux questions relatives a la pro-
babilité d'un événement futwr, alors le caractere d'indétermination dé-
noncé par Aristote apparait clairement. Comme d’autre part les no-
tions de vérité et de fausseté relatrives n’apparaissent pas comme telles
dans notre caleul, en tant que fondé sur la logique des elasses, nous
pouvons admettre qu'un événement futur sera certain (et la propo-
sition affirmative correspondante absolument vraie) si la probabilité
qui lui correspond est égale & un, qu’il sera impossible s1 sa probabilité
est égale & zdro (et la proposition affirmative correspondante sera fausse)
et qu’il sera incertain dans les cas intermédiaires (et la proposition cor-
respondante ni absolument vraie, ni absolument fausse). On peut dés



lors penger que des logiques & plusieurs valeurs conviendraient au caleul
des probabilités, comme elles semblent convenir aux théories physiques
contemporaines.

Mais la notion de probabilité physique entretiendrait une relation
fncore plus étroite avee celle de temps. I’évolution d'un systéme phy-
Slque dans le temps, selon le second principe de la thermodynamique,
5 ferait toujours dans le sens des états les moins probables vers les
etats les plus probables. Par rapport & un systéme qui n’évolue pas,
lo temps est, si 'on peut dire, comme §'il n’existait pas; pour que le
bemps soit, il faus que le monde évolue, qu’il passe d’états moins pro-
bables & dag 6tats plus probables. De Ia & faire dépendre la notion de
Jf‘emPS de celle de probabilité, il n’y a qu’un pas, il est vrai difficile
& franchir, puisque la notion de temps parait plus immédiate et plus
Qualitative que la notion de probabilité.

Sur la technique actuarielle

Supposons que des observateurs aient choist au hasard, dans une
Population humaine déterminé 5, une collection de cent mille individus,
de soxe masculin par exemple, dgés de 20 ang, et qu’ils aient noté
combien (’individus de la collection sont encore en vie & 21 ans, &
2_2 ans et ainsi de suite, jusqu’d extinction. Lia collection initiale cong-
fibue un domaine S, et les collections successives d’individus encore
N vie wux ages de 21 ans, 22 ans, ete., des sous-domaines de S, mesurés
Par le nombre d’individus qu'ils contiennent. D’autres sous-domaines
“eront congtitués par les différences entre un sous-domaine et les sous-
omaineg qu’il contient. Le rapport entre la mesure d’un sous-domaine
‘A“' 09.“0 d'un sous-domaine qui le contient (ou au domaine S) aura la
Sgnification d’une fréquence statistique. 51 Pon admet que les obser-
Vateurs ont exclusivement porté leur attention sur des nombres d’indi-
Vidus, sang distinguer les individus les uns des autres, ¢’est-d-dire sang
T’loter que tel individu est mort & tel dge, ils pourront, leur statistique
btant construite, choisir un individu particulier de la collection initiale
?h’Se demander combien il y a de chances pour que cet individu ait
®t¢ encore on vie & I'age de 21 ang, ou 22 ans, ete. Nous sommes done
da,n%; la situation déerite au cours de notre troisiéme remarque: nos
Sfﬁatlsticiens répondront, correctement putsque U'individu choisi appar-
blent y 1y collection initiale, que les chances sont égales aux fréquences
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relatives (u'ils ont caleulées. Mais si U'individu choisi n'appartient pas
a la collection initiale — tout en appartenant & la méme population -
on postulera que les fréquences relatives déduites de la collection
donnée peuvent étre approximativement assimilées & des probabilités
dont les valeurs exactes sont inconnues et sont, en tant que telles,
applicables & U'individu choigi. Ceet suffit & Uactuaire qui, en construi-
sant une table de mortalité, admet unplicitement que les fréquences
oscilleront & lintérieur de limites relativement étroites et qui ajustoe
ses tables ou modifie ses fréquences relatives en fonetion du but qu’il
désire atteindre.

fin fait, il n’est pas nécessaire d’admetbtre Uexistence de proba-
bilités abstraites auxquelles la mortalité, an sein d’une population
donnée, serait soumise. [Vexistence de probabilités abstraites suppo-
serait que la mortalité générale évolue selon des lois qu’on pourraib &
la rigueur formuler analytiquement et dont ces probabilités pourraient
aisément ¢bre deduites, ou que la mortalité est véritablement assimi-
lable aux modeles elassiques du caleul des probabilités, modeles dont
la notion de domaine, applicable aussi bien aux probabilités qu’aux
fréquences, nous a libérés. Des mathématiciens, Volterra notamment,
ont sans doute créé une biologie analytique relative & 1’évolution des
populations animales et végétales en concurrence les unes avec les
autres, mais ¢’est seulement dans des cas tres simples ou tres théoriques
qu’ils ont pu obtenir des résultats précis ou pratiquement utilisables.
Si Pon observe que 'homme est un destructeur des équilibres biolo-
oiques naturels, que les populations humaines sont en concurrence
les unes avee les autres (au moins actuellement), que la croigsance
d'une population ou son acees & un certain degré de maturité politique
ou ¢conomigque peuvent avoir des répercussions sur 'évolution des
populations voisines, on doutera qu’une loi concernant I'évolution d’une
population déterminée (et en conséquence I'évolution de sa mortalité)
puisse étre jamats énoncée. Ce n'est pas sans raison (ue des économistes
g'inquictent de lintroduction, moralement si légitime, de Uhygione
dans des pays & forte natalité. I'n outre, 'épuisement des sources de
maticres premicres d'un pays ef la perte d’un marché pour ses produits
industriels pourront modifier radicalement la strueture de la population
(ut lui appartient.

[’inexistence de lois concernant 'évolution des populations semble
done bien entrainer 'inexistence de «probabilitésy relatives & la mor-
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talité an seng classique. Ceei n’empéche d’ailleurs nullement de cons-
bruire des modsles empruntés au caleul des probabilités, ou d’user de
fréquences observées ou ajustées en technique actuarielle.

On a quelquefois tendance 3 restreindre U'application du terme
“actuarioly aux techniques de Passurance sur la vie, Iinvalidité ou la
maladie. Iin fait, beaucoup d’autres formes d’assurance relevent des
mémeg principes généraux eb reposent sur la notion de fréquence rela-
bive, ou sur deg rapports analogues (mais qui peuvent devenir supérieurs
i un) tolg que celut du total des patements & la suite de sinistres au
total deg sommes assurces. Mais, dans ces formes d’assurance, une
notion noug paralt s'imposer: celle de pari. Car, ici, le passé n’est pas,
“omme dang Iagsurance sur la vie (ou tout au moins dans la méme
mesure), garant de 'avenir. Lies opérations financicres qui se traitaient
wx Lloyd’s ont benu, auw moins & lewr début, du pari. 15t le part est
Presque toujours fondé sur cet art des conjecturcs que souhaitait
CAlembert, - ou log probabilités deviennent qualitatives avee des degrés
de plus ou do moins — pour lequel la notion de probabilité totale ne
Seralt pas valable sans restriction. D’ailleurs, dans assurance sur la
vie elle-mdme, acceptation ou le refus d’un risque font Pobjet d’une
appréciation qualitative, d'un pari orienté par les renseignements con-
benus dang 1y Vpro_position d’assurance ou dans le rapport médical. Cette
Notion (e pari nous semble aussi s’'introduire dans les jeux pour les-
Quels les informations sont incomplétes. 51 nous sommes mal renseignés
Swrla symétrie Cune piece eb st nous jouons & pile ou face avee un
Partenaire, noug pouvons parier que la picce est symétrique ou qu’elle
e lest pas dans un sens que nous choisigsons, el évaluer nos chances
‘0 conséquence. Le défaut d’information suffisante entraine done Uet-
facement de 1a notion de probabilité quantitative, et cect pourrait ausst
Stre vrgj pour 'exces d’information. Il y a également une part de pari
dans toug Jeg problemes ot la probabilité est fonction de notre igno-
fance. Ainsi, lorsquoe nous disons que la probabilité pour que la cent-
n,l’i“iéme décimale du nombre ¢ soit un 7 est de /5, nous parions que
le"/énement peut étre considéré comme soumis au hasard.

Pour terminer, nous voudrions relever (ue nous nous sommes
&bst(mus, aw cours de notre exposé, de prendre position sur des re-
chercheg bien connues sur le fondement du caleul des probabilités:
celles de von Mises, dont la notion de limite de fréquence a été fort
“Ontestée, celles de Wald qui a continué 'ccuvre de von Mises, celles
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de Kolmogoroff, qui fonde sa théorie sur les ensembles, celles de Ret-
chenbach, sansg oublier les recherches de Borel sur la mesure des en-
sembles, capitales pour 'objet qui nous a occupés, celles de Paul Lévy,
de Fréchet, de de Finetti et de bien d’autres auteurs. La simple énu-
mération de ces noms montre que notre apercu sommaire est loin
d’épuiser un sujet tres vaste.
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