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La llieoric collective
du risque et l'assurance de choses *)

Par H. Ammeter, Zurich

I. Introduction

Les phenomenes reels en matiere d'assurance et dans d'autres do-

maines aussi sont dans leur detail si compliques qu'il est pratiquement
impossible d'observer tous les elements dont ils se composent. Dans la

plupart dos problemes, on ne s'interesse pas non plus ä tous les

elements, mais l'ori etudie seulement ceux qui paraissent importants pour
le probleme considere. On obtient ainsi un modele qui simplilie la
realite en negligeant les elements de peu d'importance pour n'en garder

que les essentiels. Au point de vue geometrique, il s'agit en quelque
sorte de la projection d'une figure dans un espace a n dimensions sur
un plan ayant moins de dimensions. Or, l'on pout projeter la meme
figure sur differents plans suivant que telle ou telle des variables

parait ou non essentielle; par exemple, s'il s'agit d'un solide ä 3 dimensions,

on peut en etablir le plan ou la coupe. Selon le but que l'on se

propose, l'on considerera l'une ou l'autre de ces projections. De la meme
maniere, dans l'assurance, on utilise differentes projections de la realite

ou, en d'autres termes, differents modeles selon les circonstances parti-
culieres d'une branche determinee d'assurance et les problemes qui se

trouvent au premier plan.
La science actuarielle utilise avant tout deux modeles principaux,

a savoir le modele elementaire et celui de la theorie collective du risque.

Le modele elementaire se fonde essentiellement sur deux principes,
notamment:

le principe d'equivalence, les primes etant determinees de telle
maniere que leur valeur actuelle soit egale ä la valeur actuelle des engagements

presumes de l'assureur,

0 Selon une conference du 9 juin 1954 faite a Madrid au «Cercle international
d'etudes actuarielles des assurances autres que l'assurance-vie».
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le principe de la collectivite fictive qui, dans tout calcul, part de

l'hypothese que toujours un tres grand nombre d'assurances semblables
sont conclues.

Ces deux principes torment le fondement eprouve de 1'assurance

sur la vie. Le modele ainsi etabli permet de calculer d'une maniere
rationnelle le cout d'une assurance, meme si le cours du risque en est

complique. En particulier, il tient compte exactement de l'operation
d'epargne qui constitue, en general, un element essentiel de 1'assurance

sur la vie.
Du point de vue de la theorie du risque, les deux principes propres

au modele elementairo ne torment pas necessairement une base appro-
priee. En effet, le principe de la collectivite fictive implique quo la

charge presumee de l'assureur est une grandeur bien determinee qui
croit proportionnellement ä 1'effectif assure. L'element stochastique,
caracteristique dans 1'assurance, est des lors completement neglige.
Mais c'est justement le caractere stochastique de l'operation de risque
qui rend problematique le calcul du cout d'une assurance suivant le

principe d'equivalence. On pourrait meme demontrer qu'un assureur
qui se tiendrait strictement au principe d'equivalence sans tenir compte
d'aucune marge de securite devrait necessairement faire faillite tot ou
tard.

Ces objections resultant de la theorie du risque ne sont pas deci-
sives dans 1'assurance sur la vie qui n'attribue d'ordinaire qu'un role
secondaire a l'element de risque. En effet, ä l'exception par exemple de

1'assurance temporaire en cas de decös, l'element d'epargne depasse de

beaucoup l'element do risque dans 1'assurance sur la vie. Ainsi pour
1'assurance mixte, en moyenne 90% environ de la prime pure sont
affectes ä la formation du capital. Cette preponderance de 1'epargne

permet de comprendre pourquoi, dans 1'assurance sur la vie, les pro-
blemes y relatifs, surtout celui des placements et des interets, paraissent
beaucoup plus importants que ceux qui concernont le risque. Le fait
que les contrats d'assurances sur la vie sont en general ä long terme
(la duree d'assurance pouvant etre de 60 ä 80 ans) vient encore aggraver
cet etat de choses. II est evident que les renforcements de reserves
dictes par une evolution defavorable du cours de la mortalite, des frais
de gostion ou du taux de rendement des capitaux, depassent en importance

les pertes eventuelles dues aux fluctuations aleatoires des risques
assures. II est d'ailleurs possible de limiter ces pertes par des mesures
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appropriees, prises en dehors du modele elementaire de la science

actuarielle.
II en va tout autrement en inatiere d'assurance de choses ou la

duree des contrats est en general courte. L'eleinent d'epargne n'inter-
vient pas du tout ou ne joue qu'un role secondaire. II s'ensuit des lors

que les objections formulees plus haut sont fondamentales dans l'assu-

rance de choses.

En principe, le modele elementaire pourrait etre aussi directement

applique ä l'assurance de choses mais, en pratique, une pareille tentative

se heurte souvent a d'assez nombreuses difficultes, tout d'abord,

parce que les probabilites de sinistres des differentes assurances ne sont

connues qu'avec une approximation grossiere, et d'autre part, parce
que, vu les sinistres partiels, il faudrait encore une autre base technique
sous forme d'une table de sinistres.

Mais abstraction faite de la difficulty pratique de se procurer ces

elements de calcul pour toutes les assurances individuelles, 1'on doit
se demander si le calcul individuel de la prime est vraiment necessaire

dans l'assurance de choses comme il Test dans l'assurance sur la vie.
Pour les assurances de risque du type de celles que Ton rencontre sur-
tout dans l'assurance de choses, il est necessaire en premier lieu que le

total des primes encaissees suffise a payer les sinistres annonces. Quant
a savoir comment ces sinistres seront repartis entre les differentes
assurances, cela n'est que d'importance secondaire. Le calcul individuel de

la prime, il est vrai, peut etre judicieux meme dans l'assurance de

choses jusqu'a un certain point, tant qu'il est pratiquemont admissible,
mais il n'est pas indispensable. Somme toute, le calcul individuel de la

prime pousse a l'extreme aboutirait au resultat absurde que chaque
contrat devrait couvrir ses propres sinistres.

Plutot que de determiner une prime individuelle, il importe beau-

coup plus, en matiere d'assurance de choses, de prendre soin que les

sinistres annonces puissent toujours etre regies. Mais la science actuarielle

elementaire, basee sur le principe d'equivalence, ne fournit aucun
ronseignement sur cet aspect du probleme. Cette lacune, importante
surtout en ce qui concerne l'assurance de choses, peut etre comblee

grace au modele de la theorie collective du risque.
Le modele de la theorie collective du risque part de la consideration

qu'il n'est possible de couvrir d'apres les principes actuariels les sinistres

survenus d'une maniere aleatoire que dans le cadre d'une collectivite.
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Aussi la theorie collective du risque fait-elle completement abstraction
des assurances individuelles et etudie de preference les proprietes de

portefeuilles d'assurances non necessairement homogenes, quelle que
soit leur composition, pour lesquels des primes de risque sont en-
caissees regulierement, tandis que des paiements d'indemnites se font
ä intervalles irreguliers. Les indemnites a la charge de l'assureur

apparaissent dans ce modele comme une variable aleatoire qui peut
prendre n'importe quelle valeur suivant des probabilites donnees.

La valeur presumee de ces variables aleatoires est identique a la

prime qui resultc de l'application, dans le modele elementaire, du principe

de 1'equivalence. Cette valeur presumee forme ainsi en quelque
sorte le pont entre les deux modeles. Toutefois, le modele collectif
montre qu'une prime calculee d'apres le montant presume des indemnites

serait insuffisante. II permet de determiner la prime de sorte que
l'equilibre financier de l'assureur paraisse soit garanti pour une periode
determinee, soit definitivement stable. C'est la methode qui convient
a l'assurance de choses. De plus, elle est assez simple dans la pratique
parce que - comme nous devrons encore le montrer - ce sont seulement

quelques proprietes moyennes du portefeuille qui sont necessaires

comme elements de calcul. La theorie collective du risque fournit done

une base appropriee ä la theorie mathematique de l'assurance de

choses.

II. Elements de la theorie collective du risque

Le modele de la theorie collective du risque - dont nous allons nous

occuper un peu plus en detail du point de vue de l'assurance de choses -
a ete cree, dans ses parties essentielles, par les actuaires suedois. Apres
le fondateur de la theorie, Filip Lundberg, ce sont surtout Cramer,
Laurin [6], Esscher, Segerdahl [10] et, plus recemment, Saxen et

Arfwedson qui ont fait connaitre la theorie par leurs travaux. Au
XIYe Congres International des Actuaires, en 1954, plusieurs memoires
se fondant sur la theorie collective du risque ont ete presentes [13].

1. Probabilites fixes de sinistres

La theorie collective du risque repose sur un modele de portefeuille
qui se compose uniquement d'assurances de risque, a l'exclusion de

tout element d'epargne. Les primes de risque (y compris les chargements
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do securite) viennent alimcnter continuellement un fonds, dit fonds
de risque, d'oii sont prelevees les indemnites a la charge de 1'assureur.

La somme z absorbee pour le rcglement d'un sinistre frappant un
portefeuille d'assurances est consideree comme une variable aleatoire
dont la fonction de frequence sera designee par p(z). II sera commode

par la suite de prendre la valeur moyenne de z comme unite de calcul.
On aura alors, les indemnites exigibles etant supposees positives:

Jp(z)dz j~zp(z)dz 1. (1)
o ö

De plus il est judicieux d'exprimer la variable de temps ä l'aide de la

somme des primes de risque encaissees. L'intervalle infinitesimal de

temps dt est alors remplace par l'element de risque dP au cours duquel,

par hypothese, au plus un sinistre peut se produire.
Si Ton designe par x la depense a laquelle le fonds de risque est

expose dans l'element de risque dP, la fonction de frequence relative
ä x est donnee par les formules suivantes

1 — dP pour x 0
f(x,dP) (2)

dP p(x) dx pour x > 0.

La fonction caracteristique correspondante s'ecrit:

oo

q,Jt, dP) f eitxf(x,dP) dx 1 + dP [ji{t) — 1], (2')
0

ou 7t(i) designe la fonction caracteristique de la fonction de frequence

7i(t) J" elfe p(z) dz.
6

Toutes les formules ulterieures se laissent deduire des formules
elementaires (2) relatives ä un element de risque dP. A cet effet, on
admet en outre que les montants des indemnites relatives a des
elements de risque distincts sont des variables aleatoires stochastiquement
independantes et que la distribution p(z) reste invariable. Ainsi, par
exemple, si Ton designe par x le total des indemnites auxquelles le
fonds de risque est expose dans l'intervalle de temps P (c'ost-a-dire la

periode durant laquelle le total des primes de risque encaissees atteint
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le montant P), on obtient l'expression suivante pour la fonction carac-
t.eristique de la distribution relative a la variable stochastique x:

<Px{t>p) lim
m-*- o

gPWO-i).

l -j- - (ji(t) — 1)
m (8')

A la fonction caracteristique (3') correspond la fonction de frequence:

"p pour x 0

f(x,P) \ » e-Ppr (3)

s—^
r l r.

p(r,(a;)
• i

ou p(r)(0) designe le produit de composition d'ordre r de p(z) et repre-
sente la fonction de frequence de l'indemnite totale exigible pour r
sinistres. La fonction (3) est appelee d'habitude la distribution de

Poisson generalisee qui se reduit ä la distribution de Poisson ordinaire

f(x,P)
-P px

(4)

lorsque les indemnites de sinistres sont uniformes.

Soit P le total des primes de risque encaissees pendant une annee,
la formule (3) represente alors la fonction de frequence des indemnites
exigibles pour cette periode. De la fonction de distribution correspondante

F(S,P) jf(x,P)dx

il est, par exemple, possible de calculer la probabilite que le total S

des montants accumules dans le fonds de risque suffise a couvrir les

indemnites exigibles.

D'une maniere analogue, il est possible do determiner la probabilite

que le fonds de risque vienne ä s'epuiser soit au cours d'une
periode determinee P soit un jour ou l'autre. Si S designe le montant
initial du fonds de risque et X le taux de chargernent de securite compris
dans les primes de risque, il vient alors pour cette probabilite de ruine:

ip(S) -RS (6)
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ou le parametre R est defini par l'equation de risque

oo

1 + (1 + X) R J eBz p{z) dz (7)
o

et ne depend, par consequent, que du taux de chargement X et de la
distribution des indemnites exigibles p(z). Le facteur ag qui intervient
dans (6) est toujours legerement inferieur ä l'unite et tend pour S

augmentant indefiniment vers la limite

lim a,s —;
S-+~°o

0

JzeRsp(z) dz — l — X

Pratiqueinent, il se justifie de remplacer v.s par l'unite. Cette approximation

conduit a une legere surestimation de la probability de ruine
et, par consequent, a une evaluation un peu trop prudente du fonds
de risque.

Dans le cas particulier oü aucun fonds de risque n'est constitue
c'est-ä-dire oü S 0, il est interessant de constater que la formule (6)
se reduit a la simple expression

"(0) ^ T+T- (6a)

dans laquelle la fonction de frequence des indemnites p(z) n'inter-
vient plus.

II importe aussi d'observer que les probabilites de ruine selon (6)

ou (6 a) ne dependent pas du volume du portefeuille. Ce resultat qui
peut paraitre paradoxal a premiere vue s'explique aisement. En effet,

pour un petit portefeuille, la prime de risque P accumulee augmente
dans le temps plus lentement que celle pour un grand portefeuille mais,
si l'on suppose le processus de risque repete indefiniment, la limite de

la somme des primes de risque accumulees est la meme dans les deux
cas. Plus precisement la grandeur du portefeuille n'influe que sur la
vitesse du processus do risque, mais non sur le resultat final, pourvu
que la somme des primes de risque portee en compte soit la meme dans

chaque cas. II resulte de ce qui precede que le montant du fonds de

risque devrait etre le meme pour des portefeuilles de volumes distincts,
mais assujettis a part cela ä des conditions identiques.
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II est aussi possible de calculer la probability de ruine dans le cas

ou la ruine se produirait ä la fin des periodes P, 2 P, 3 P II suffit
de multiplier la valeur de la probability selon (6) par le facteur

1

1 +?,RP
"

Ce facteur peut etre remplace par Turnte, ce qui revient ä accroitre ä

nouveau la securite de l'assureur.
Dans la litterature actuariellc, d'autros cas de probability de ruine

ont encore ete traites. Ainsi, par exemple, le probleme de ruine pour
une periode bien delimitee et celui ou le chargement de securite 1 est

variable ont fait Tobjet d'etudes speciales. Pour ces cas particuliers,
nous renvoyons le lecteur aux memoires originaux indiques dans la

liste bibliographique.

2. Extension de la theorie collective du risque au cas

des jirobabilites fluctuantes

Le modele de la theorie collective du risque developpe par les

actuaires suedois repose, en derniere analyse, sur le schema classique
des urnes qui, partant d'une distribution binomiale, conduit aux
distributions de Poisson et de Laplace-Gauss. Mais precisement les probabilites

de sinistres qui interviennent dans Tassurance de choses no pre-
sentent pas d'ordinaire les caracteres conformes au schema classique
des urnes. En particulier, la dispersion des indemnites exigibles est

d'ordinaire beaucoup plus prononcee qu'elle ne le serait si Ton partait
de probabilites fixes. Des ecarts tres marques se produisent par exemple
dans Tassurance contre Tincendie et dans Tassurance contre la grele.
Des calculs effectues d'apres le schema classique des urnes presente-
raient d'emblee un aspect quelque peu arbitraire.

Cette difficulty peut etre surmontee si Ton remplace le schema

classique des urnes par celui des urnes ä probabilites fluctuantes de

sinistres. Ce schema a ete cree par Ove Lundberg pour etre applique ä

des problemes statistiques et, independamment de lui, introduit, il y a

quelques annees, par l'auteur de ce memoire dans la theorie collective
du risque. D'apres ce modele elargi, les probabilites de sinistres ne sont

pas considerees comme fixes, mais comme soumises ä des fluctuations
entre 0 et 1, une probability determinee etant attribuee ä chaque valeur.
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La valeur presumee des indemnities exigibles ou, en d'autres
termes, la prime de risque theorique P est une valeur oonstante dans
le cas de probabilites fixes de sinistres. Elle devient une variable alea-
toire (Pq) dans le cadre du modele elargi, oü la variable q obeit ä la
fonction de frequence primaire suivante

h(q)= ll,0°-e-h°*qh°-1 (0 < q < «,). (8)
r(ho)

La valeur moyenne de q relative ä la fonction de distribution (8)
est egale a 1, sa dispersion etant representee par la valeur reciproque
du parametre Ji0. Les fluctuations des probabilites de sinistres perdent
done de leur importance lorsque la valeur du parametre h0 augmente.
Pour /;0 oo, on est ramene au cas particulier des probabilites fixes
de sinistres, traite sous chiffre 1.

Dans le schema elargi, la fonction caracteristique correspondant
ä la periode P s'ecrit

<px(t,P,ho) -'jfr- fe-^q^eWWdq
l° 0

(9')
-hr,

De (9') on deduit l'expression suivante pour la fonction de frequence
correspondante

f(x,P,h0)

h0 ^h»

P + h0

V (h — 1 + »' \ / P _\r /' ^0 '\K ir)

r-=i\ r J\P + hJ\P + h0

pour x 0

(9)

•p[r\x)

pour x > 0.

Pour h0 oc (probabilites fixes de sinistres) les formules (9) et (9') se

reduisent aux formules (3) et (3') valables pour les probabilites fixes
de sinistres.

Or, les probabilites fluetuantes de sinistres ne sont pas la cause

unique des difficultes qui se manifestent dans l'assurance de choses.

Tres souvent, les probabilites dites contagieuses jouent un role en ce

sens que, lorsqu'un sinistre se produit, la probabilite d'un sinistre pour
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les autres risques se trouve accrue. Par exemple, la probability d'in-
cendie pour le reste des immeubles augmente lorsque, dans une locality,
un immeuble est deja en flammes. Pour tenir compte des probabilites
contagieuses, Eggenberger et Polya out developpe un modele special
de probability theoriquo qui a ete tres remarque a 1'epoque.

Une autre complication apparait lorsqu'un evenement rendant
exigible le paiement d'indemnites a pour consequence un grand nombre
de sinistres individuels, par exemple une seule averse de grele peut en

produire 10 000. Ce phenomene est aussi susceptible d'etre represente

par un schema d'urnes special. II est possible d'en tenir compte dans

le modele de la theorie collective du risque - ainsi que l'a montre
Arfwedson [18] - en faisant 1'hypothese que dans un element de risque
plus d'un sinistre peut se produire.

Or, 1'on peut montrer qu'aussi bien la distribution provenant du

schema des urnes pour les probabilites contagieuses que celle qui tient
compte de la multiplication des sinistres causes par un seul evenement
sont identiques, lorsque les parametres sont judicieusement interpretes,
a la distribution obtenue en considerant les probabilites fluctuantes
de sinistres.

La distribution (9) est susceptible d'une autre interpretation. En
effet, on peut montrer que les formules (3) relatives aux probabilites
fixes de sinistres se transforment en les formules generalisees (9) lorsque
les elements P et p(z) sont remplaces par les elements transformes P*
et p*(z). Plus exactement, on peut enoncer le theoreme de transformation

suivant:

La somme moyenne des sinistres exigibles relative a la distribution
transformee p*(z) est egale ä

avec

f(x,P,p(z),h0) f(x,P*,p*(z),°°)

p* _ p ^
(10)

et
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Grace a ce theorome de transformation, la theorie collective du risque
etendue aux probabilites fluctuantes de sinistres - particulierement
importante pour l'assurance de choses - peut etre ramenee au cas

particulier theoriquement bien connu des probabilites fixes de sinistres.
Ainsi, par exemple, l'application de ce theoreme permet de generaliser
les formules (6) et (7) relatives a la probabilite de ruine et l'on obtient:

V(S) ~ e-RS, (6*)

H eBzp{z)dz. (7*)
X o

Les diverses interpretations dont est susceptible la distribution
generalisee (9) assurent a cette derniere un vaste champ d'application
dans l'assurance de choses.

Mais en dehors des proprietes statistiques des probabilites de

sinistres dans l'assurance de choses, d'autres considerations, par
exemple l'incertitude des donnees essentielles dans l'assurance de

choses, parlent en faveur du modele elargi tel qu'il vient d'etre decrit.
En choisissant judicieusement la valeur du parametre de fluctuations h0,

on peut rneme tenir compte du degre d'incertitude dans un cas concret.

3. Decomposition d'un ensemble de portefeuilles en sous-ensembles

Les grandeurs qui interviennent dans les formules indiquees pre-
cedemment font uniquement etat des proprietes de l'ensemble du porte-
feuille considere. II est fait completement abstraction du nombre,
respectivement des proprietes des assurances individuelles qui constituent

ce portefeuille. Ce fait met bien en evidence le caractere collectif
de la theorie moderne du risque.

II est evident que les relations etablies ne s'appliquent pas uniquement

a l'ensemble total des portefeuilles d'un assureur, mais aussi ä

des sous-ensembles. II suffit a cet effet de determiner les elements de

calcul, P, p(z) et h0 individuellement pour chaque sous-ensemble et de

les introduire ensuite dans les formules correspondantes. En operant
une telle decomposition, il est alors possible de calculer les fonds de

risque respectifs necessaires qui garantissent une compensation des

risques a l'interieur de chaque sous-ensemble.
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Meme lorsqu'il ne s'agit d'assurer une compensation des risques

que pour l'ensemble des portefeuilles de l'assureur, il peut etre opportun
de decomposer ce dernier, au prealable, en quelques sous-ensembles

importants et de determiner ensuite les elements de calcul pour chaque
sous-ensemble envisage. II importe alors de pouvoir deduire les

elements de calcul de l'ensemble total des portefeuilles de ceux relatifs
aux sous-ensembles consideres. En supposant que le risque evolue d'un
sous-ensemble ä l'autre d'une maniere stochastiquement independante,
on peut proceder de la maniere suivante:

Soit Pi, Pi{z) et hoi les elements de calcul du sous-ensemble i. II
vient alors pour des probability fixes de sinistres, c'est-a-dire pour
Ki==°°'

P SA

p(z
P

(ii)

Cos relations restent valables pour des probability fluctuantes de

sinistres, si 1'on a soin de remplacer les elements de calcul Pi, p^z) et

hQi par les elements de calcul transformer P*, p*{z) et h*i oo obtenus
ä l'aide du theoreme de transformation (formule 10). Pour l'enscmble
total des portefeuilles, les elements de calcul transformer s'ecrivent:

P* y,p*

p*(z) -p*

K °°-

(lla)

La methode indiquee n'est plus applicable lorsque 1'evolution du risque

par rapport ä certains sous-ensembles n'est plus stochastiquement
independante. II convient alors de reunir les sous-ensembles dependants
en un seul et d'adopter le parametre de fluctuations h0 correspondant.

III. Applications

La theorie collective du risque permet de determiner, meme pour
des portefeuilles composes arbitrairement, la marge de securite neces-
saire et de calculer les reserves de risques telles que l'assureur soit,
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avec une probability suffisamment grande, en mesure en tout temps
de faire face an paiement des sinistres exigibles. Ce qu'il convient d'en-
tendre par une probability suffisamment grande est dans une certaine
mesure une question d'appreciation. En general, on ne choisira pas
une probability de security inferieure ä 95°/0; d'autre part une probability

de 999 °/00 doit etre consideree comme severe. Normalement, il
convient de fixer ce taux a 99 °/0.

En principe, l'assureur dispose de trois mesures pour obtenir le

degre de securite necessaire, notamment:

a) inclusion d'un chargement de securite dans les primes de risque
exigibles,

b) constitution de reserves de risques,
c) reassurance adequate.

En general, il est indique d'appliquer ces mesures conjointement. Si

l'on fixe la probability de ruine, l'une des trois mesures proposees se

trouve completement definie par les deux autres. Ainsi, par exemple,
lorsque les reserves de risque et le mode de reassurance sont connus,
il est possible d'en deduire les chargements de securite qui doivent etre
preleves en meme temps que les primes de risque. Le probleme ainsi

pose, qui revient au calcul du coüt ä l'aide de methodes propres ä la
theorie collective du risque, est significatif dans l'assurance de choses

et fera 1'objet du paragraphs suivant.

1. Calcul de la prune ä l'aide de la theorie collective du risque

II a deja ete signale que le calcul de la prime dans la science actua-
rielle elementaire s'effectuait ä l'aide du principe d'equivalence. Le
maintien de ce principe dans le cadre du modele elargi de la theorie
collective du risque conduirait en fin de compte ä la prime de risque
theorique P. Cette prime ne contiendrait par contre aucun chargement
de securite X. II results de la formule (6 a) que la probability de ruine
atteint la valeur 1 lorque le chargement de securite X et la reserve de

risque S sont nuls. En d'autres termes, la ruine de l'assureur serait
certaine s'il s'en tenait uniquement au principe d'equivalence. Le principe

d'equivalence ne constitue done pas un fondement adequat pour
le calcul de la prime dans les assurances de risque telles qu'elles se pre-
sentent dans l'assurance de choses. II convient plutot de determiner

13
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la prime de telle maniere que l'assureur soit en mesure de faire face ä

ses engagements avec le degre desire de probability de securite. Un tel
resultat ne peut etre obtenu qu'en prevoyant dans la prime un charge-
ment de securite X tel que la probability 1—F d'un excedent de risques
relative a une annee d'assurance ou la probability de ruine xp correspon-
dante soit egale au complement de la valeur adoptee pour la probability
de securite. Plus precisement, si aucune reserve de risque n'existe ou
si une reserve de risque n'cst constituee qu'en vue de cas de besoin

extreme, il y a lieu de faire appel ä la probability 1—F d'un excedent
de sinistres. Si par contre un excedent de sinistres peut etre auto-

matiquement preleve du fonds de risque, il irnporte de partir de la

probability de ruine xp(S) definie par les formules (6) et (7). Dans la

suite, seule cette derniere eventuality sera etudiee plus ä fond. Elle

permettra d'obtenir des resultats particulierement intercssants pour
la pratique grace ä l'independance de la probability de ruine xp(S) de

la grandeur du portefeuille considere.

Dans les developpements qui suivent, il sera opportun d'intro-
duire comme unite de compte non plus la valeur moyenne des sinistres
conformement au chapitre II mais l'unite de monnaie en vigueur. La
valeur moyenne des sinistres exigibles, exprimee en unites demonnaieP,
s'ecrit alors:

Si, en vue de simplifier l'ecriture, la variable z' est remplacee par z,

les formules (6), (7) et (7') prennent la forme suivante:

o

y,(S) eRS (12)

ou le parametre B est defini par les equations de risque

1 + (1 + X) Bm pour h0 ^ (13 a)oo

J eBs p(z) dz
o

La formule (13 b) peut etre transformee en la formule (13 a) a 1'aide

du theoreme de transformation (10). II suffit des lors de ne considerer

que la formule (13a).
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Si l'on suppose la probability de ruine ip egale a une valeur choisie

judicieusement, par exemple y> 1CT2, on obtient pour R

— In w

R=~s (14)

et pour le taux de chargement (1 +1)

j" eRz p(z) dz— 1

1 + A
0 — — (15)

Rm

Le taux de chargement (15) etant, connu, il est alors possible do

calculer la prime nette süffisante du point de vue de la theorie collective

du risque. A cet effet, il suffit de multiplier la prime netto resultant
de l'application du principe d'equivalence par le taux de chargement (15).

Selon la formule (15), le taux de chargement est determine d'unc
maniere globale pour l'ensemble du portefeuille considere. Si l'en-
semble considere peut etre decompose pratiquement en une Serie de

sous-ensembles, il sera alors aussi possible de calculer le taux de chargement

separemont pour chaquo sous-ensemble. A l'intorieur de chaque
sous-ensemble on pourra meine proceder plus exactement et tenir
compte, par exemple, de classes clistinctos de risques. A cet effet, on
attribue la reserve de risque disponible S dans sa totality ä la classe

de risques consideree et l'on introduit comme distribution des sinistres

exigibles p(z) celle valable pour la classe de risques en question. Ainsi

pour la classe % de risques, il vient

1 +
I eRz p^z) dz — 1

ö

Rmi
avec ^ (15i)

m, Jzpt(z) dz.
o

Si les taux de chargement sont calcules separement pour chaque
classe de risques conformement a la formule (15 i), on obtient pour
l'ensemble total des portefeuilles une recette en chargements de

security qui est egale ä celle qui resulterait de l'application globale de la
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formule (15) ä l'ensemble des portefeuilles. En d'autres termes, la me-
thode de decomposition appliquee pour le calcul du taux de charge-
ment conduit a une probabilite de ruine pour l'ensemble total des

portefeuilles egale ä celle qui a ete admise pour les sous-ensembles

respectivement pour les classes de risques. Ce resultat surprenant est

une consequence immediate de la propriete remarquable et dejä
signaled de la probabilite de ruine, ä savoir son independance par
rapport a la grandeur de l'ensemble des portefeuilles consideres. On

peut le demontrer de la maniere suivante:x)

Le montant total des primes encaissoes, j compris les chargements
de securite, s'eleve ä:

jeB'pt(z)dz-1
2 p, m, (i + it) -= 2 P; j f eli° 2 p» p*(2) äz- 2 p.

Mais on a d'apres la formule (11)

p p(2) et 2P» p-
L % %

II vient alors
oo

f eltz i)(z) dz — 1

2 P,«, (1 + A,) P
5

Pm (1 4- A)

a
c. q. f. d.

11 resulte done que le calcul de la prime selon la formule (15) peut
s'effectuer soit d'une maniere globale pour l'ensemble considere, soit

par l'intermediaire de sous-ensembles constitues arbitrairement, pourvu
que les risques assures evoluent d'une maniere stochastiquement in-

dependante d'un sous-ensemble a Fautre. La determination du charge-
ment de securite par l'intermediaire de sous-ensembles presente Favan-

tage que la marge totale de securite obtenue correspond toujours, en

vertu de la proposition demontree ci-dessus, ä la probabilite de ruine
admise pour l'ensemble total, meine lorsque la proportion des sous-

ensembles se modifie avec le temps.

1) Une propriete semblable a deja ete signalee en relation avec des problemes
de reassurance par differents auteurs, entre autres Wilhelmsen [13] et Thepaut [11].
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II importe de preciser que le calcul du taux de chargement no doit
pas necessairement s'effectuer exclusivement suivant les deux methodes

indiquees [methode globale suivant la formule (15) ou methode
individuelle portant sur des sous-ensembles suivant la formule (15 i)];
d'autres methodes peuvent etre utilisees, pourvu que le rapport entre
le total des chargements de securite oncaisses et la prime de risque
theorique ne soit pas modifie.

En fin de compte, soul le total des chargements disponibles importe
dans la recherche du degre do securite juge necessaire; il n'est pas fait
etat de la repartition individuelle des chargements, c'est-ä-diro du

chargement attache a chaque assurance individuelle. II est essentiel

ici de noter une fois de plus le caractere collectif des methodes

indiquees en vue clu calcul de la prime. L'empirismo qui si souvent preside
inevitablement ä la tarification dans l'assurance de choses, ne menacera
done pas la solvability do 1'assureur, pourvu que les primes encaissees

ne soient au total pas inferieures aux primes et chargements necessaires

du point de vue de la theorie collective du risque. II va sans dire qu'une
telle constatation ne modifie en rien le postulat qui tend a fixer la

prime individuelle le plus equitablement possible.
Enfin notons que pour le calcul de la prime ä l'aide de la theorie

collective du risque, il est indifferent que le portefeuille etudie soit

pris dans son ensemble ou decompose en sous-ensembles homogenes
ou non. Cette possibility est d'une grande importance dans l'assurance
de choses ou il n'est pratiquement pas possible meme approximative-
ment d'obtenir une decomposition d'un ensemble de portefeuilles en
sous-ensembles totalement homogenes, ainsi que e'est le cas dans

l'assurance sur la vie.

2. Autres applications

La methode collective relative au calcul de la prime, esquissee

sous chiffre 1, constitue aussi le fondement de la majority des autres

applications de la theorie collective du risque dans l'assurance de choses.

Par exemple, il est possible de calculer d'une maniere analogue le

Probleme inverse de celui traite sous chiffre 1, ä savoir la reserve de risque
necessaire lorsque le taux de chargement de securite est connu. On peut
aussi essayer de modifier par uno reassurance en quote-part ou en
excedent de plein appropriee la distribution des sinistres exigibles de

telle maniere que les reserves de risque disponibles soient süffisantes.
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A ce sujct, on pourra oonsulter les memoircs [9] et [11J et tout parti-
culierement les travaux presentes sur le theme II au XIVe Congres

International des Actuaires [13].

Einalement, il est possible d'etudier les repercussions d'une nouvelle
branche d'operations sur 1'equilibre financier d'une entreprise d'assu-

rances en s'appuyant sur la theorie collective du risque. Cette question
est particulierement importante lorsquo les bases d'appreciation
objective des risques relatifs ä la nouvelle branche d'operations sont

insuffisantcs, revolution des indemnites effectivement exigibles pou-
vant alors differer fortement des hypotheses adoptees. On pourra
tenir compte du degre d'incertitude dans un tel cas en supposant que
la probability des indemnites exigibles est fortement fluctuante, c'est-
a-dire en choisissant judicieusement la valeur du parametre de

fluctuations h0. Toutes ces applications ont une importance fondamentale
dans l'assurance de choses.

JjC !)C

*

Essayons de resumer ce memoire en quatro points:

1° Le modele do la theorie mathematique elementaire des assu¬

rances, construit plus specialement d'apres les circonstances qui
se rencontrent dans l'assurance sur la vie, n'est applicable que
dans une mesure limitee a l'assurance de choses.

2° Le modele de la theorie collective du risque tient compte de la

nature speciale des assurances de risque pur de peu de duree, soit

au point de vue de la theorie des probability, soit a celui des

applications, et se trouve par consequent tout designe pour constituer
le fondement de la theorie mathematique de l'assurance de choses.

3° L'application de la theorie collective du risque a l'assurance de

choses necessite seulement la connaissance des trois elements sui-

vants:

prime de risque theorique P
distribution des indemnites exigibles p(V)

parametre de fluctuations h0

qui sont donnes directement tous trois par la statistique des

sinistres survenus. II n'est pas necessaire de tenir compte des

particularites des assurances individuelles.
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4° Le calcul du coüt a l'aide du modele de la theorie collective du

risque ne conduit a un rösultat sans equivoque que pour la prime
totale du portefeuille considere. La tarification des assurances
individuelles en fonction do la prime totale necessaire peut s'effec-

tucr de differentes manieres en tenant compte de considerations
d'ordre financier et d'ordre actuariel. II est possible de fixer les

primes en fonction de classes de risques de fapon que les conditions
de securite exigees soient remplies independamment de la
composition du portefeuille.

* *
*

Le developpement de la theorie mathematique de l'assurancc de

choses a l'aide du modele de la theorie collective du risque offre aux
actuaires un champ de travail nouveau qui promet d'etre particuliere-
ment fecond. Si mon memoire devait contribuer ä interesser un plus
grand nombre d'actuaires a cette täche considerable, son but aura ete

atteint.
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