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Sterbegesetze, fiir welche sich der Leibrentenbarwert
durch Zeitrenten darstellen lisst

Von Ernst Rufener, Ziirich

Einleitung

Seit der Ausgleichung der Halleyschen Sterbetafel durch Abraham
de Moivre 1m Jahre 1724 wurden zahlreiche Versuche unternommen,
mathematische Formeln fiir die Sterbetateln, sogenannte Sterbegesetze,
aufzustellen. Im 18. und 19. Jahrhundert wurde diesen Formeln viel-
fach die Bedeutung universeller Naturgesetze, etwa im Sinne der Kep-
lerschen Planetengesetze oder des Gravitationsgesetzes, zugeschrieben.
Spiter sah man in einer Sterbeformel nur noch ein Hilfsmittel fiir die
bequeme Darstellung und Ausgleichung bestimmter Sterbetafeln. Der
neuern Auffassung iiber Modelle, die im Hinblick auf bestimmte An-
wendungen geschaffen werden, entspricht das Vorgehen, Sterbegesetze
zu finden, die im Hinblick auf diese Anwendungen giinstige analytische
Figenschaften aufweisen. Diese besondern Figenschaften, die sich im
Zusammenhang mit hiufig wiederkehrenden Berechnungen in einer
formelmissig geschickten Darstellung bestimmter Grossen dussern und
so das Rechenverfahren abkiirzen, sind dabei als gegeben voraus-
zusetzen. Beispielsweise fithrt die bei der Ermittlung von Versicherungs-
werten auf verbundene Lieben zweckmissige Higenschaft des Zentral-
alters auf die Uberlebensordnungen von Makeham und Quiquet 1).

Einen interessanten Beitrag fiir die Konstruktion einer Sterbeformel
nach der letztgenannten Methode haben H.Jecklin und W. Levmbacher 2)
geleistet, indem sie ein Sterbegesetz suchen, fir das der tempordre
Leibrentenbarwert durch Zeitrenten,

iy = v o} + 2o} 0
dargestellt wird. a1 = yAa) + xiomta

1) A. Quiquet, « Représentation algébrique des Tables de survie. Généralisation
des lois de Gompertzs, de Makeham, etc.», Bulletin de I'Institut des Actuaires
francais, 1893.

2) «Uber ein Sterbegesetz, welches eine exakte Darstellung der Leibrenten
durch Zeitrentenwerte erlaubt», Mitteilungen der Vereinigung schweizerischer
Versicherungsmathematiker, 53. Band, 1953, S. 129-139.
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Thre Ausfithrungen legen es nahe, den Ansatz zunichst in

zu verallgemeinern und hierauf Uberlebensordnungen mit der Eigen-
schaft

2T = ﬁ (6,0) D, (x), (k>1) (2)

zu betrachten. Die I'unktionen A, (¢,0) bedeuten Zeitrentenwerte im
weitern Sinne. Uberlebensordnungen mit Eigenschaft (2) haben — wie
wir zelgen werden — als notwendige und hinreichende Bedingung eine
lineare homogene Differentialgleichung k-ter Ordnung mit konstanten
Koeffizienten zu erfiillen; ihre explizite Darstellung entspricht dem
Auflésen der linearen Integralgleichung

t k
fz(m + & aE = U(a) S 4,(1,0) B, ().
0 i=1

Fiir die Berechnung des Bilanzdeckungskapitals eines versicherten
Bestandes 1st im Hinblick auf eine Gruppierung nach Dauer und Alter
im Leibrentenbarwert eine Separation von Dauer, (Zins) und Alter,
wie sle durch Ansatz (2) gegeben wird, erwiinscht.

Uber Sterbegesetze mit der Eigenschaft (2) ist die Literatur spér-
lich. Im Fall k =1, d,.71 = 4 ({,0) @(2), ist das Gesetz von Dormoy,
l(z) = A€, (p < 0), einzige Liésung; es hat nie praktische Bedeutung
erlangt und ist insofern trivial, als der Rentenbarwert von z unabhingig
wird. H.Jecklin und W. Leimbacher untersuchen in ihrer zitierten Arbeit
Sterbegesetze, welche auf eine zweigliedrige Barwertformel fiihren.
E. Albrecht ') hat mit Hilfe des Ansatzes

a ab
e =0k ) a -+ e
fir (e den Ausdruck
¥ 1 2bz = z = -
Bim] T lat e [¢%% (8 + ¢) 4-2ae™ @ (8 4 b+ o) + a2y (0 + 25+ 0)]

hergeleitet und zur gruppenweisen Reservenberechnung herangezogen.

1) «Beitriige zur gruppenweisen Berechnung der Priamienreserve», Diss. Bern,
Stampfli & Cie., 1947.
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1. Der einfachste nichttriviale Fall (k = 2)
Fiir die Uberlebensordnung, die zu bestimmen ist, lasse sich der
temporédre Leibrentenbarwert durch
7] = Ay (1,0) Dy (x) + A5(1,0) Py(x), (1= 0) (1)
darstellen. Die Funktionen 4,(t,0), (+ = 1,2), seien zweimal differen-

zierbar und fir die folgenden, aus ihnen gebildeten Ausdriicke seien
besondere Bezeichnungen eingefiihrt 1):

0A,(t,0) 0A,(t,0) . :
A, () A, (t
i e 1) Ay)
A = 2AS) 2ALS) | | . .|
L ¢ t) |
ke A Ay
0 A4,(0,6) . 0 44(0,0) .
"_*'lgt = 4,(0) = a3, - 28t = = 4,(0) = ay,
9% A4,(0,6) . 02 45(0,6) .
’781’{2' — = 4,(0) = a, - —#—— = A3(0) = ag,
und A(0) = (yy Uy | — A
| O1g Qgg |

Einleitend fithren wir einige Séitze als Hilfsmittel fiir spéitere Be-
trachtungen an; sie helfen gleichzeitig die Frage nach den besondern
Voraussetzungen, unter denen eine Verkiirzung der Barwertformel (1) in
.. = A(f) Dz
moglich ist, kliren. e ) )

Satz 1. Die Barwertformel a,.; = 4;(t) @1(x) + Ay(t) Dy(x) kann
genaw dann durch a,.; = A(t) D(x) dargestellt werden, wenn die Funk-
tionen A, (t) und Ay(t) oder @;(x) und Dy(x) linear abhingiy sind.

Beweis: Wird die Abhéngigkeit der Funktionen A4,(f) und A4,()
vorausgesetzt, so kann in ¢; 4, (t) + ¢, 45 (f) = 0 (identisch in ¢) ¢; 0
angenommen werden; es folgt

¢ ¢ |
Ay(l) == 2 Ayft) und fiir dpq = Ay(t) |0 Pofe) = > By(a) | = A() D(z),
6 1
die verkiirzte Formel.
1) Auf die fiir unsere Betrachtungen unbedeutende Abhingigkeit der Funk-

tionen 4. von ¢ wird in der Bezeichnung nicht mehr hingewiesen. Punkte be-
zeichnen Abteilungen nach .
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Ebenso schliesst man aus y, @, (z) + y, Py (z) = 0 (identisch in z) auf

%ﬂ=bﬁm%l%uﬂ@m=Ammm»

"1

Ausa, 7 = A(t) D(z) folgh umgekehrt eine zweigliedrige Darstellung
A7) = A1(1) D1(z) + 45(f) Py(x) vermittels der linear abhingigen
[ A1) = A1), 4,() =0,

Funktionen 1
| @y(z) = D(z), Dy(z) =0.

Satz 2. Sind die Funktionen @,(x) und @y(x) lhinear unabhdngiyg,
dann haben die A,(1) die Anfangswerte Null,

A,(0) = A4,(0) = 0. (8)
Beweis: Da die Funktionen @,(z) und @,(z) linear unabhéingig
vorausgesetzt sind, folgt aus
5= 0 = 4,(0) By () + 4,(0) By (x) (in @)
bereits die Behauptung.
Satz 3. Haben die Funkitonen A, () die Anfangswerte 4,(0) =0,

dann st thre lineare Abhingigkeit gleichbedeutend mit dem ideniischen
Verschwinden der Determinante

40|

Beweis: Sind die Funktionen A4,(t) und A,(f) linear abhéingig,
oy A1 (1) + e Ay(f) = 0
ey Ay (1) + e 4y(t) = 0
A (1) Ay (1)
Ay (1) Ay (1)

dann hat das System

eine Losung (cy,c,) £ (0,0), d. h. es 1ist ‘

A

Wird umgekehrt ' ( )Az(t)

4 (1) 4, (1)

nichst 4, (1) =k 4,(1), (k ;&O, ohne Einschrinkung der Allgemeinheit),

hieraus 4, (f) = k A,(t) 4+ h und wegen der Anfangsbedingung (3) h =0,
mithin die lineare Abhéngigkeit der Funktionen A, () und A4,(f).

]EO(int).

’E 0 vorausgesetzt, so folgt zu-

Satz 4. Verschwindet die Determinante A(t) an einer Stelle, S0
verschwindet sie identisch.
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Beweas: Aus den Darlegungen im Anschluss an Satz 8 geht hervor,
dass die Funktionen A, (f) ein lineares homogenes System von Dif-
ferentialgleichungen erster Ordnung erfiillen. Als dessen Wronski-
determinante ist A(f) Losung einer linearen homogenen Differential-
gleichung erster Ordnung und muss daher identisch verschwinden,
sobald der Wert Null an einer Stelle angenommen wird.

Satz . Das durch p, = — o charakterisierte Sterbegesetz von Dormoy,
lz) = Ae¥, (0 < 0), 1st die einzige Uberlebensordnung, fiir welche eine
verkiirzte Darstellung

a7 = A(t) P(z)
des Leibrentenbarwertes moglich ist. Die Funktionen A(t) und @(z) sind
durch

t
6”—

A(t):fe”dr: s le=1+0),

0

und
Dx) =1
bestymmdt.

Beweis: Fir das Sterbegesetz u, = — p nimmt das Barwertintegral
die einfache Gestalt

t (g—cﬁ)t__l 6”—1
T e (e—8)§ - € f— =] =
g = [ 4 = — — = A, (e =7+9),

an.

Umgekehrt, wenn a,,7; = A(t) @(z) gegeben 1st, dart A(f) von einer
Konstanten 4 verschieden angenommen werden (andernfalls miisste

wegen @5 = 0 = 4 &(z) a,7 identisch verschwinden). Aus den
Beziehungen

0dg. 7 .

20— A() O(a) = poe™,

02d,. -

ol = A() (@) = — 9. (e +9),
folgt, A(t)



und hieraus, A(0) = a;, 4(0) = a,, = r, (a; #0), gesetzt,
({1
Au:t - _—(T—[_(S) = — ¢
aner i) = Ae?.

¢
Durch A(t)—rA(@) = 0, A(0) = 0 ist A(t) = [e” dv als Zeitrenten-
endwert bestimmt und man schlhiesst aus 0

t t
Gpg = [ TP dE = A(t) D) = D(a) [erar
0 0

auf @Plx) = 1.
Satz 6. Der Barwertformel a,. 7 = A4(t) @y(x) + Ao(t) Do(t) entspricht

() g, falls A0, "
=y, falls A = 0.
Im Falle A +0, A4;(0) = 4,(0) = 0, st ausserdem
¥1(0) = 1,(0) =0
und . .
| hl) %@ A0
| 1(8) Ya(t) | 4(0)
Beweis: Leitet man
i
Gpgy = A3() Py () + Ao () Bo(z) = [ poe™ s
by
nach t ab, so gewinnt man die Relationen
8dz:ﬂ . . 5
T = A,(t) D,(x) + 4,() Py () = ;p, ¢,
&2af—xzi’i . . _51
T 40 By (2) + Aa) Bul@) = — 2e0™ (s + ),
die fiir t = 0 zum System
tyy Dy (T) + ag Dp(z) = 1, (5)

(ys D1 () + g Py(x) = — (1, + 9)

fithren, welches die Funktionen @, (x) und @,(x) bestimmt.
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Ist A == 0, dann hat (5) genau eine Liosung; man erhdlt
1
Dy (z) = o [ + a9 (1, + 8)]

] (6)
Dy(x) = A [“12 + ay (4, + 5)]

und hieraus
Ay (1) Dy () + Aa(t) Do) = y1(8) + y2(f) p2y
mit

Yp = — [ (ag 4 g1 0) A1 (D) — (12 + 241 6) Az(t)] )

7l

1
Ya = T [‘5121 1(8) —aqq A, (8 )] .

Der Zusammenhang zwischen den Funktionen A4, (f) und v, (t) wird
demnach vermittelt durch die Transformationen

1 || age + 93 6 — (a4 + 31 6
¥ — L., LZ_Z]_ 22 21 (g 11), M
oy —an
a a a ‘
A = IY, It = % 12 1+ 0310 J‘ (7
Ay — (bgg ~+ Qg1 )

bei denen die Anfangswerte A4;(0) = A,(0) = 0 und 7, (0) = y,(0) = 0
einander zugeordnet sind. Fir die Determinante der Matrix L ermittelt

1
man den Wert — R so dass

J Y1 (t) Ya(0) ‘
ya(t) ya(t)
und insbesondere | 972(0) 55(0) |

wird.

A = 0. Das System (5) ist nur dann losbar, wenn

1y O 1 Q17 Qg1
Rang

” ~ Rang

Uy gy — (1, + 0)

(19 Qo



oder a X | a 1
11 | 21 1 _ A — O
ey — (i +8) | |y — (u, +0)
und a a.
byt 6 = . -
5% an

mithin g, altersunabhingig ist, woraus nach Satz 5 die Behauptung
folgt.

Salz 7. Durch eime micht weiler verkiirzbare Darstellung d, ;=
= y,(t) 4+ yo(t) u, wird die Uberlebensordnung l(x) als Lésung einer
linearen homogenen Differentialgleichung zweiter Ordnung mat konstanten
Koeffizienten bestimmid.

Bewevs: Die Differentialgleichung des Leibrentenbarwertes

0dy,. 7 ) 0 a7
— = = @y (g, +0) —1 4 —=
e g7 (e ) 01
liefert fir den Ansatz @, 7 = y(f) + ya(f) 4, die Relation

3/2/«‘:’: == ?/2:”?:+(?)2+?/1+5?J2)Mx+?;1+5?/1"‘13

in der y,(t) nicht identisch Null angenommen werden kann und die
nach den Festsetzungen

Y+ Y1+ 0Ys .

R P(t) ’
| i’ 1 )
Yr + Yh— — Q(t) ,
. Ya
in der orm 1, = u2— P(t) u, + Q) (9)

geschrieben werden kann. Kine Separation der Variabeln wird durch
Differentiation nach t erreicht; die abgeleitete Beziehung (9)
— P(t) g, + Q) = 0 )
gibt Anlass zu zwei Fallunterscheidungen:
Ist P(t) == 0, so folgt aus
o

ﬂx:'—ﬂ—_g
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die fiir das Sterbegesetz von Dormoy charakteristische Altersunab-
héngigkeit der Sterbensintensitit; nach Satz 5 kann die Barwert-
formel in @, 7 = y(f) verkirzt werden, womit ein Widerspruch zur
Voraussetzung des Satzes entsteht.

P(t) = 0: Gemiss (10) verschwindet auch ()(t) identisch und die
Funktionen P(t) und Q(f) sind Konstante:

Plt) = %, Q) = %,
Die Sterbensintensitét u, hat nun Gleichung (9),
M; = g — Ky My + %1,

also einer Riccatrschen Differentialgleichung mit konstanten Koeffi-
zienten zu geniigen, welche durch die Substitution

! (2)
in die lineare homogene Differentialgleichung zweiter Ordnung
V(@) 4 o U (2) 42, l(z) = O (11)
fiir I(z) mit der charakteristischen Gleichung
02490+ =0 (12)
tibergeht. Satz T ist damit bewiesen.
Sa’tz 8 D’LLTCh da::ﬂ == yl(t) + y2(t) Mgy My :/& — 0 [yl(o) == yZ(O) = 0] ’

sind die Funktionen y,(t) und y,(t) als Zestrentenendwerte eindeutig
bestimmi.

Bewets: Unter Berticksichtigung von P(f) = %, und Q(t) = %,
stellt (8) ein lineares System von Differentialgleichungen erster Ordnung
mit konstanten Koeffizienten dar:

?;1:“691+”1y2+1’

. (13)
Yo = —Yy— (% + 0) Y2
oer Y =PY+Q (1)
mit
p_|—% = ’Q:\lu'
—1 — (%, + 0) 0

Y1(t) und y,(t) sind als dessen Losung durch die Anfangswerte
%1(0) = y,(0) = 0 eindeutig bestimmt.
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Die beiden linearen Differentialgleichungen zweiter Ordnung fiir
die unbestimmten Funktionen y,() und ,(t)

Yo+ (2 + 208) Y1+ (e + 0ep + 09 yy = 2 + 8,
Yo -+ (2 +28) Yo + (2 + Sy + %) yp = —1
sind System (13) dquivalent. Die charakteristische Gleichung

12 (e +20) 7 4 (¢ + 0ty + 6% = 0
oder (15)
stimmt nach der Substitution

o=r-+396 (16)

mit dem zur Differentialgleichung der Uberlebensordnung I(z) ge-
horenden charakteristischen Polynom (12) iiberein. Kin zu

Y+ (s +20)y + (¢ + 6234 0% = 0 (14')

gehorendes Hauptsystem ist demmach bis auf den Faktor ¢?* vom
selben Typus wie die linear unabhingigen Losungen fiir I(z) 1).

(14)

Iis ist 1m folgenden zweckmiissig, die Relationen

o1 ="1+0, 02=T"y+4 9,

01+ 02 = — %3, 0102 = ¥q, (17)
Po~ @ = Tg™ Iy
Myt 0 = —p—Ty = —py—"y

zwischen den Wurzeln der charakteristischen Gleichungen (12) und (15)
festzuhalten.

1) Tabelle 1
Wurzeln der
charakteristischen ALy Rbem
Gleichung zu Gleichung (11) | zu Gleichung (14)

01 =k o, reell) Q1% 02" e 0! tet’ e 0t peat
b) o1 =0 =0 e, xe%" et gft, 1g70t g0t
012 =0+ 18 (B 0)| e cos B, e¥sinfa | e cos Bt, O sin B
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Die durch die Anfangsbedingungen

y1(0) = 0, 14(

Q) = 1
15(0) = 0, 4,(0) =0

bestimmten Lésungen der inhomogenen Gleichungen (14) sind nun

gegeben durch 1)

a) falls oy = 0, 11 F 75 (reell)

1 7 !
Y1) = —— | o2 fc”’ dr — Qlfew dr] ,
=P i 4 0 Y
; . 3 ; » (18a)
yoll) = ——— | [ dr— (o drl;
i Tg==9, ;bf of
b) falls o, = 0y = g, 1, =15 =7
t 1
yf) = f " dr J e’ dt,
v (181)
Yolt) = — fre” dr;
0
¢) falls g1 = 0 + 18, ria=a—0+18, (B+0)
t ‘
(1) = f 7 cos pr dr — —;; ~ ] e gin fr dr,
° o ’ (18¢)
Yolt) = —— [ 07 sin fr dr .
o

Die Tunktionen A,(f) und A,t) erfillen wegen (7), ¥ = L4,

!L’ =+ 0, das System

4 = EhPL A 4 I,

4,(t) und A,(t) sind unter der Voraussetzung

linear unabhingige Losungen der homogenen Gleichung

4 = L_IPLA;

-_—

A:Eallamlq’:o

(1 Ugg

1) Etwa E. Kamke, Differentialgleichungen reeller Funktionen, Leipzig 1930,

S. 249,
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sie fallen wegen

‘L_]PL—’I‘E’=]P—TE’ = o= M = (r+ 02+ sy (r+0) + %, =0

—1 — (% +6+7)
mit einem Hauptsystem der Gleichung
Y = PY (13"

zusammen. Den Konstanten a,, konnen daher die folgenden Werte
beigelegt werden:

Tabelle &
Fall (1 Gz | Qor | Qo2
a) 017 02, T F Ty (reell) 1] |1 ]n
b)oy=p=g0, 11 =ry=7r 1 r | 0|1
c) ppp=atif, rp=a—0+18, (B+0)| 1 |a—6| 0 | B

Mit der Tabelle 8 zu entnehmenden Matrix L™ fithrt nun die Trans-
formation (7')

A =L1Y
zum folgenden Krgebnis fiir 4,(¢) und A,(t): Tabelle 3
Fall A L L Ay() At
1 1] 1 —oi| | |1 — ’ t
a) 02 01 01 ferlr dr ferzr dr
’I‘l frz Tz_Tl 1 —1 ]' —92 0
10 1 —ol ||l —e t t
b 7 ] T dr
) r 1 0 —1 0 —1 5f © ('f "
10| 1 8 —a|1 —af] o g
Rl (a-d)T (e-0)7 gin Pt dv
) y 5 o —1 0 _p Ofe cos frdr Ofe p
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Satz 8a. Die Funktionen y,(t), ys(t), A,(t) und 4,(t) werden durch

Barwertintegrale
: et —1

A — ot dr — — ,
ag(—m) Oje ¥ .
t 9 it rt +1 (7‘ - 9_6)
_ ’r ree” —e
(La)g(—r) = Of e

konstanter oder linear stewgender Zeitrenten dargestellt, falls das charak-
teristische Polynom der Differentialgleichung der Uberlebensordnung reelle
Nullstellen hat.

Im Fall konjugiert komplexer Wurzeln sind die Darstellungsintegrale

t

:
J ¢ cos frdr  und f 0" sin fr dr
0 0

als Barwerte variabler Zeitrenten, die sich nach ewner Cosinus- oder
Swnusfunktion verdndern, interpretierbar.

Fallen die Zinsintensititen r — p— 4 oder a— § positiv aus, so
haben dve Integrale die Bedeutung von Endwerten.

2. Explizite Darstellung von Uberlebensordnung
und Leibrentenbarwert (k — 2)

Im nichttrivialen Fall, u, &= — o, ist nach Satz 7 die Uberlebens-
ordnung [(z) als allgemeines Integral der Differentialgleichung

| V'(x) 4% U(x) + %, (2) = 0 (11)
gegeben durch
Ay
8) Uz) = A e84 Qe = [ — (6919‘—5— c"2m>, (19a)
) ( ) 1 2 0 /1]_"‘/12 )-1 y
falls »5 — 4%, >0, o, 5 0, (reell);
f y)
b) l(z) = (A; + A x) e = [, (1 +- f a:) i (19D)
1/
falls 22 —4x;, = 0, 0, = g3 = @3
) sin —
¢) l(z) = ¢ (A cosBz + Aysinfz) = Ae*smf(w—z) = I LS?IEC;L) g
w
falls 2} —dx, <0, g1 = a1f, (B+0). (19¢)

12
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Fiir Sterbensintensitit und Uberlebenswahrscheinlichkeit ermittelt
man die Ausdriicke

8) . A 91391x+22 chgzx . ) Aye®®
My = 691 _{_; (02 — O2 (92 01 Zleglm+ 12692:7:’
Ay €@ FE) 4 2, gealatd) 1
N ,, — 01§ 09§ 01§ 028\,
Ps Py P— [026 — 01 €% + p (%" —e2%)];
A
b) o= —o——r s
M+ Az
pe— (14 e = [+ o) ]
Mt Az £

Agc0s iz — Ay sin fix

Ay cos B+ Aysin

Ay 08 Sz — A, sin Sz
A cos fx + Ay sin fx

G) Mg = —&—

Pe = € [COS ps + sin B€

ol

— eﬁ- [B cos pE— (u, + o) sin BE]

und hieraus die nachfolgenden Beziehungen, welche zeigen, dass die
durch (19) bestimmte Form eines Sterbegesetzes hinreicht fiir die
Darstellbarkeit der temporiiren Leibrente durch Zeitrenten:

- 111 e - l e?3® _
a) Gpiq) = A 89’1;3'+ 2y 005 aﬂ( ry) + Ay 0 - Ay 0" ay (—17s)
) 1 T
=7 [A €M g (— 1) 4 Ap @™ agj (—12)] (204
1
= 10 a7 (—ry) — o1 (— Ta) + Uy [dT@ [—ry)—g = 7’2)]}’
Te—T
As
b) @, = an(—1) +—— Ia);(—r)
= () o (a
= d; (=) — o (1a); () — p,(Ta)7 (=), (&

Ay COS ﬁa: — 11 sin ﬁa;
Ay CObﬁx—l—Z smﬁx
t i
1
= fe(“é cosﬁrdrﬁ—f -0y smﬁrdt—-‘uxﬁf (@017 4in B dt. (20¢)
0

0

t t
o) 4,3 = f -0 ¢os Br dT + —— fe(‘“’ sin Bt dv

0
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Die Ergebnisse lassen sich auf temporiire Leibrenten beliebiger

Ordnung iibertragen. Der Barwert

1 t
P = [ @ e™ds, o
0

0,1,2 ...)

zerfallt fiir die Sterbegesetze (19) in eine Summe von zwei Gliedern, in
denen die Variabeln x und ¢ getrennt sind:

(I"a),.7

AP B, () + L) By ()
o0 + 900 .

(21)

Die Werte der Koeffizientenfunktionen sind aus Tabelle 4 er-

sichtlich.

Tabelle 4
Fall Dy(z) D)
) A €8 g €25
) N D,
2o
b i —
) A+ iz
AycosT— A sinz
¢) 1 .
A cosz + Apsing
Al AP
1/ I
a) | (I"a); (=) = ﬁof-r"e”’dr (I @)z (—1g) = J'Ofr e dr
1 i t
b ') (—r) = — Yo TPALE e v+ 17 g
)| ( a)g (=) 1)!6[1'6 dr |( @) (—1) (v+1)!0f17 e dr
t i
9) ™0 1 cos B dr ¢ * gin B dv
/ /
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Die Barwertformeln kénnen 1m allgemeinen zur Darstellung lebens-
linglicher Letbrenten nicht herangezogen werden, weil die Integrale
A4(f) und A4,(t) ber wachsendem ¢ fiir die aus den Beobachtungswerten
der l(z) ermittelten Parametern p, und p, (v, und »,) nicht zu konver-
gieren brauchen !). Der Verfasser hofft, damit zusammenhingende
Fragen spiter streifen zu kénnen.

In einem Sterbegesetz der Form (19) lassen sich die Integrations-
konstanten A, und 2, durch Differentiation eliminieren, und es stellt
z. B. im Falle (19a)

2
2

I"(z) of o
'(z) o1 02
@) 11
oder () — (o1 + 02) V(%) + 0102 U(z) = O

Gleichung (11) dar, die sich damit als charakteristisch fiir die verlangte
Darstellungseigenschaft der Barwertfunktion erweist.

Satz 9. Notwendige und hinreschende Bedingung dafiir, dass sich
fiir emn Sterbegesetz l(x) der tempordre Levbrentenbarwert in der Form

y.7) = A1) Dy(x) + Ao(t) Pox) = yi(0) + y2(D) prs (uy = —0),

darstellen ldsst, 1st das Bestehen einer limearen homogenen Differential-
gleschung zweiter Ordnung mat konstanten Koeffizienten fiir ((x).

Beachtenswert ist die formale Analogie zwischen Satz 9 und den
Bedingungen fiir die Ableitung der Sterbensintensititen u, in der Uber-
lebensordnung von Quaquet ?).

* *
*

Hs ist beabsichtigt, in einer weitern Mitteilung die Untersuchungen
auf den durch (2) eingefithrten allgemeinen Fall auszudehnen, sowie die
theoretischen Hrwigungen durch Beispiele, an denen die praktische
Bedeutung der Sterbeformeln gepriift werden kann, zu ergéinzen.

1 Die Uberlebensordnung hat dann die Bedeutung eines Zonengesetzes.

2) Damit fiir ein Sterbegesetz (puyzy ...z, = tPg &y, (0 >>2), gilt, hat die
Ableitung der Sterbensintensitiit u; als notwendige und hinreichende Bedingung
eine lineare homogene Differentialgleichung zweiter Ordnung mit konstanten
Koeffizienten zu erfiillen.
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