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Sterbegesetze, welche eine exakte Darstellung
der Leibrenten durch Zeitrentenwerte erlauben

Von Peter Leepin, Basel

Im 53. Band, 1953, der «Mitteilungen der Vereinigung schweize-
rischer Versicherungsmathematiker» ist unter dem Titel «Uber ein
Sterbegesetz, welches eine exakte Darstellung der Leibrenten durch
Zeitrentenwerte erlaubty» eine Arbeit von Jecklin und Levmbacher er-
schienen. Im folgenden wird das gleiche Problem mit etwas anderen
Mitteln untersucht und die allgemeine Losung niher gepriift, wihrend
in der erwiahnten Arbeit vor allem ein allerdings sehr interessanter
Spezialfall behandelt worden ist.

Wir suchen ein Sterbegesetz mit der Eigenschaft, dass
e = 4ut B0,
wo 4, und B, nur von n, C, nur von 2 abhéingt. Aus der Gleichung
a5 =1+4+vp, = 4,4+ B, C,
ersetzen wir C, durch p, und erhalten eine Beziehung von der Form

Da
Ay = 1 = ’l’pmam-i-lz?fii";
erhalten wir , ) , ,
An _’_ Bnp:c =1 + Dpx(An—l + Bn—l pa:-H)

und daraus 1—A, vA ,—B,

CPPprr = B, =+ B,
Wir setzen f, el

el gy el b
v B
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und v4, ,—B, e
il o ,
BI

n-1

wobei a und b nicht von z abhiéngen, und erhalten nach Multiplikation
mit v+,
’ D:c+2= (a+b)D:c+1—abe
oder

(Dppe—aDyyy) = 0D,y —ab,)

z+1
und daraus
D, —aD, = b*(Dy—aD,)

und symmetrisch
D,,,—bD, = a*(D;—bDy).

Durch Elimination von D, ergibt sich schliesslich

D, — gt 22 7D0 o Di— oDy
a—=b a—b

Setzen wir

D, —bD,

1 0 4D,

a—Db
so folet
. D, = Dy[da + (1 — A)b7. (1)

Es zeigt sich, dass a und b auch von n unabhingig sind.
Formel (1) deckt sich mit Formel (18)

L= 1, sin z(w — ) -

sin 2w

in der Arbeit von Jecklin und Leimbacher, wenn wir dort fiir die Sinus-
funktionen die Ilulersche Exponentendarstellung verwenden und setzen:

A == — P 3
elaw 6“120)
vk

@= g

b = vke*.

Jecklin und Leimbacher haben fiir den Fall 2 = 0 eine Darstellung
der Leibrente durch Zeitrentenwerte gefunden. Fiir den allgemeinen
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Fall ergibt sich in unserer Iform nun ebenfalls eine Darstellung fiir den
Rentenbarwert mit der Verwendung von Zeitrentenbarwerten, ndmlich

a"—1 b"—1 b"—1 a"—1

Ad® 1—A)b* b
Camg T T ey
Apin] = - T

Ad* (1 — AV a—b 2

—1 b1

=1 o b—1 A g® 1 1— A)peH1

AL U= g By,
a—b A+ (1— A

Die Richtigkeit dieser Beziehung ldsst sich durch eine Zusammen-
fassung der Briiche auf der rechten Seite leicht nachpriifen. Damit ist
auch gezeigt, dass die von uns bei der Herleitung verwendeten not-
wendigen Bedingungen hinreichen, um die gesuchte Funktion zu be-
stimmen.

Unsere Formeln gestatten nun ohne weiteres auch die praktische
Anwendung des allgemeinen Falles. Wir gleichen ebenfalls die Tafel
SM 1939/44 in den Altern zwischen 30 und 60 aus.

Es bestehen die Beziehungen
lo = lgo[4 a4 (1 —4) b1
lso = loo [4 0™ + (1 — 4) b
leo = lgp[4 a® + (1 — A4) b¥].
Daraus folgt

_ZEE __pio _Z§E b0 @ —_p30
4 — lao . l30 L 130
- al0— plo _ a2 — p20 T g0 __p3o”

Der Fall a = b entspricht einem konstanten p,, so dass wir ihn aus-
schliessen koénnen. Wir multiplizieren mit (a'®— b%) und erhalten aus
der Gleichung links

1’5.2 b0 E
alo _ l30 l3[}
142 — p1o
l30

11
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In der Gleichung rechts eingesetzt, folgt

_Z'L“ __p20 @ B30
L3 o Lo
150 puo Lo Lso p1o Efl?, Lso p10 L
Z_30]_ B . E‘;__ Ly o R 01 p2
. (- 40 pwo 0 __pi0
I30 L3 Lso

und nach einiger Rechnung

}20 ]’E_ <Z40>2 p1o ',Z}R : @—“ZGE-I 1 E“E : E‘E _ (,159 2: 0.
g 1% g Iy g s s L3y /
Setzen wir hier nach SM 1939/44 ein
lyy = 89014
ley = 69 435
so erhalten wir
0,028 713 b2 — 0,095 998 b1 4 0,066 799 = 0
und daraus a0 — 2,35 585
b = 0,987 514
A4 =1,015103
Damit ergeben sich folgende Werte fiir 7.
Tafel SM 1939/44 Jecklin/Leimbacher Formel (1) mit Zinsfuss 0%
I, l, A L, A
30 89 014 89 014 0 89 014 0
35 87 651 88 108 -+ 457 87 729 - 78
40 86 063 86 435 -+ 372 86 063 0
45 83 868 83 882 + 14 83 810 — 58
50 80 654 80 320 — 334 80 654 0
595 76 059 75 589 — 470 76 110 -+ 51

60 69 435 69 503 + 68 69 434 — 1
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Die Abweichungen mit der allgemeinen Formel fallen bedeutend
kleiner aus. Das war zu erwarten, da mit einem zusitzlichen Parameter
meist eine bessere Ausgleichung erreicht werden kann. Auch bei den
Rentenbarwerten zeigt sich das gleiche Bild, wobei die Konstanten a
und b mit v zu multiplizieren sind:

Tafel SM

1939/44, 39, Jecklin/Leimbacher Formel (2)

z n B Ay A A7) A4

30 15 12,032 12,054 -+ 0,022 12,036 -+ 0,004
40 15 11,807 11,733 — 0,074 11,804 — 0,003
20 20 14,931 15,248 -+ 0,317 15,031 —+ 0,100
30 20 14,845 14,851 -+ 0,006 14,848 - 0,003
35 20 14,685 14,597 — 0,088 14,673 — 0,012
40 20 14,398 14,295 — 0,103 14,397 — 0,001
50 20 18,307 13,421 -+ 0,114 13,241 — 0,066
35 25 16,880 16,760 — 0,120 16,868 — 0,012
30 30 19,028 18,986 — 0,042 19,082 -+ 0,004
40 30 17,864 17,822 — 0,042 17,814 — 0,050

Wir verzichten darauf, nun im allgemeinen Fall auch die Formeln
fir die Reserverechnung herzuleiten und zwar aus folgenden Griinden.

Iir die Reserverechnung entsprechend dem Verfahren von Lid-
stone ist der Ansatz

Az = An+ Bnpx

fir die Anwendung weniger geeignet, da bei der Reserverechnung der
Barwert a, ;= verwendet wird. Als Hilfszahl miisste deshalb p, .,
(oder ¢, ,) eingesetzt werden. Eine von ¢ abhingige Hilfszahl ist aber
praktisch unbrauchbar. Jecklin und Leimbacher haben deshalb in
ihrer Arbeit an Stelle von ¢,,, den Wert ¢, verwendet, was jedoch
eine Ungenauigkeit mit sich bringt. Ein den praktischen Erfordernissen
entsprechender Ansatz lautet

dy | An + Bn pm+n—1 (3)

und ist — in etwas anderer Schreibweise — in der Arbeit des Verfassers
«Uber die Anwendung von Mittelwerten zur Reserverechnungy in
Band 49, 1949, der «Mitteilungen der Vereinigung schweizerischer Ver-
sicherungsmathematiker» untersucht worden. Es ergab sich dabei keine
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praktisch brauchbare genaue Losung. Immerhin zeigte es sich, dass
folgende Beziehung ndherungsweise erfiillt sein muss, damit die For-
mel (3) ndaherungsweise gilt

Py = o+ fy°

eine Beziehung, deren Verwandtschaft mit der Makehamschen Sterbe-
formel offensichtlich ist.

Da es keine genaue Lidsung im gewiinschten Sinne gibt, diirfte es
am aussichtsreichsten sein, als Hilfszahl eine genaue Reserve zu einem
bestimmten Zeitpunkt zu verwenden. Sowohl in der bereits erwéhnten
Arbeit des Verfassers als in der Arbeit von W. Maurer und M. Boss
«Eine verfeinerte {-Methode» (Band 54, 1954, der «Mitteilungen der
Vereinigung schweizerischer Versicherungsmathematiker») zeigte es
sich deutlich, dass mit diesem Vorgehen die Genauigkeit der Reserve-
ermittlung wesentlich verbessert werden kann. Angesichts des regel-
méssigen Verlaufs der versicherungstechnischen Funktionen diirfen so
die genauesten Iirgebnisse erwartet werden. Im gewéhlten Zeitpunkt
sind die Reserven genau und in der Umgebung treten nur kleine Ab-
welchungen auf.
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