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Beziehungen zwischen den abhingigen und
den unabhingigen') Ausscheidewahrscheinlichkeiten
bei besonderen Annahmen iiber den Verlauf
der Ausscheideintensititen

Von Paul Adrian, Ziirich

Im folgenden werden einige Beziehungen zwischen abhingigen
und unabhingigen Wahrscheinlichkeiten hergeleitet, die sich auf das
Mowresche Sterbegesetz und weitere Annahmen stiitzen. Einige der
abgeleiteten Formeln wurden schon von Spangenberg im Heft 10 der
Mitteilungen unter zum Teil etwas abweichenden Annahmen gefunden.

Es seien folgende Bezeichnungen eingefiihrt:
Die auf die Gesamtheit ;

z

der z-jihrigen Personen einwirkenden Ausscheideintensititen seien

bezeichnet mit n
ezeichnet mi P

ithre Summierung ergibt die totale Ausscheideintensitéit

Die Gesamtheiten in den partiellen Ausscheideordnungen seien mit
1 2 n
I;r’ Ia: s I:c’

die einjihrigen Ausscheidewahrscheinlichkeiten mit

| (e Gz - - - G, (abhingige)
und mit Qs> Gz - -+ g, (unabhingige)

und die totale einjihrige Ausscheidewahrscheinlichkeit mit

bezeichnet. Tz

1) Die von Karup eingefiihrten Bezeichnungen ¢abhéngige» und «unabhéngige»
Wahrscheinlichkeit wiirden, wie Herr Prof. Dr. W. Saxer in Band 53 dieser Mit-
teilungen auf Seite 108/109 vorgeschlagen und begriindet hat, besser durch « Wahr-
scheinlichkeit» schlechthin und «partielle» Wahrscheinlichkeit ersetzt. Da sich in-
dessen die vorliegende Studie eng an den eingangs angefithrten Aufsatz von
SP&ngenberg anschliesst, wird darin noch die alte Bezeichnung verwendet.
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Iis gelten dann die folgenden Beziehungen, in denen allemal

y=1,2...mn zu setzen 1st.
; { 1 2 n
_f‘”errd’ - f("$+f+“$+r+ T Hge)dT
by = 1€ 0 = l,e0 ; (2)
t
v
» Hf'ux-}-"-'dr
I.I;-i-‘f = ZIG 0 3 (8)

1 1

l ; 1 2 n
- /-“:c-i-rd"' “f(n"x+r+!“‘x-|—1:—|— N 21
v v - _ v
Gz = J Mzy1€° At = ) fip €0 dt, (4)
0 0

1
1

1
=2 ] 0 dt =1—ce¢ o0 5
S fioy € 0 ; (5)

0
1
4 1
—fﬂx+rdr _f“i"-i—idt
q, = Mpre€ 0 dt = 1—e¢ 0 ’ (6)
0
1—q=1—g—Go— - — (= 1—4,) 1—§) ... 1—=28)

1 1 2 n
- f(a":t-}—t'*'l”x—{-!"' +#x+t)dt

—e - (7)

Fiir eine einfache Ausscheideordnung /, mit der Ausscheideintensi-
tit w, und der einjédhrigen Ausscheidewahrscheinlichkeit ¢, gelten
unter der Annahme, dass die Ausscheideordnung nach der Mowreschen
Hypothese verlaufe, die folgenden Beziehungen:

Z:G—H = l:cm (lx_ l:c—]—i) t!

1 _ _7717* ] dl:c+t _ l:c_lx+1
= Z:r:—l—t dt th' (lzm—lz-}-l)t ’
I.—1
4 = R g 5 (8)
L,
My
_ E g
HI#—! 1—Mxt 4 ( )
t
_f.uxi}_rdr Z
e o = Tt — 1 —u,t. (10)

[

T



— 119 —

Die Aufgabe, die unabhiingigen Wahrscheinlichkeiten in den ab-
hiingigen auszudriicken und umgekehrt, wiirde erfordern, aus den
Gleichungen (4) und (5) die Grossen &, zu eliminieren. Dies ldsst sich
in dieser Allgemeinheit nicht ausfithren, weil die Wahrscheinlichkeiten
nicht von den einzelnen Werten der Intensititen f,, sondern von
deren ganzem Verlauf binnen eines Jahres abhingen. Dagegen lisst
sich die Aufgabe losen fiir bestimmte Annahmen iiber den Verlauf der
Intensitatsfunktion.

Annahme 1

Die {1, mogen proportional zueinander verlaufen.

Aus Gleichung (1) folgt

frops = Oy figyss (11)
C,+Co+...+C, =1. (12)
Unter Berticksichtigung von (6) geht (4) tber in
= C s (13)
und (5) iiber in ) "
, , 1—q, = (1—q)" (14)
BEs 18t somit
v v 1 2 n
ax _ (1 __gx)QI:QLE — (1 _(}x_qﬂm__ . _gl‘m)qa;:(qjﬁqx-l- R (15)
oder ¢l (1—§) = g In(1—q) (152)

und unter Beriicksichtigung von (7)

o Wl g

Wir betrachten noch zwei Spezialfille zu unserer Annahme 1.

Spezalfall a)

s sel fis 1y == konstant = B (17)
Dann ist
1
Y % “t(}l;r‘l“,am‘}“"““;:m) ljm 1 _/-i‘a:_.zx_"'“ﬂa:
4z = My ¢ dt = 1 2 N n ( == )
R R
4 (18)

J, = L —e™"=. (19)
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Spezalfall b)

In der totalen Ausscheideordnung [, soll fiir jede Ausscheide-
ursache der Abgang wihrend der betrachteten Zeiteinheit proportional
der Zeit erfolgen.

Als Gleichung ausgedriickt: in

— yx_'__.,_.dt'
lﬂ_ﬁ:lx(l—vf 9:_Heof dt)

soll der Ausdruck

“ffua:-} 747
] A = konstant = K, (20)
sein.
l, o verliuft nach der Mowreschen Hypothese, und aus (10) folgt
) K, 5
Mot = 17—”,;; ;i?’ (21)
+ K, + . + n
gy = AL (29
—i”m

feys = = )

lu'x+t_ 1+I{—|— ‘{"IS. lu'.’l:—i-t

Aus (23) 1st ersichtlich, dass die obige Voraussetzung, wonach die
Abginge proportional der Zeit erfolgen sollen, wirklich ein Spezialfall
unserer Annahme 1 ist.

Aus (9) folgt g Rk 4 . LK —p. (24)
Um Ubereinstimmung mit (11) bis (14) zu erzielen, setzen wir
K, = 4,0, (25)

und erhalten "
b, =0 "% 26
Mgt ey (26)
¢z = C, o (27)

Spangenberg hat aus der Annahme des Spezialfalles b) die For-
meln (15) und (16) hergeleitet; wir haben hier gezeigt, dass diese
Formeln auch unter der allgemeineren Annahme 1 gelten.
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Annahme 2

1 2 n
Die partiellen Ausscheideordnungen 1,1, ... [, mégen nach der
Motvreschen Hypothese verlaufen. Es ergibt sich dann

ax = /"vx’
3 &
o l—ﬁa;t
i
_,fpta:_‘_.rd‘r ) n
€0 :(I_J&xt)(l_(uxt) "(lytua:t)’

G = iy [(—Aut) A=) (LT (A= 0) (L— )

0
1
= G [(1=&) Q=& ... A="q) ({1 ="80) ... (1 — g d¢,
0

Q1 M Q2 (") )3 () Qrt

S 1__n—1 n-1 _n1 . _lyg—lﬂtl -,

wobel y y ) e 29

08, ge . e i

die symmetrischen Grundfunktionen 1., 2. ... (n—1). Grades der

(n—1) Elemente §,, Gy - - - 'Gas Qs - - - o bedeuten.
Fiir n = 2 geht das Gleichungssystem (29) iiber in

PR
1 T

(30)

, 1
2 o 2 1____(1{).

Die Gleichungen (30) finden sich bei Spangenberg. Fiir n > 2
stimmt die Gleichung Spangenbergs — dort Gleichung (11) — mit unserer
Gleichung (29) nicht iiberein. Obschon die Gleichung Spangenbergs
etwas einfacher aussieht, ist unserer Gleichung (29) entschieden der
Vorzug zu geben; denn die letztere wurde erhalten aus der einfachen
und anschaulichen Annahme 2, wihrend Spangenberg bei der Her-
leitung seiner Gleichung schwer abschitzbare Niherungsformeln ver-
wendet, und unsere Gleichung (29) erfiillt die Beziehung (7), wihrend
die Spangenbergsche Gleichung dies fiir 7 > 2 nicht tut.



— 122 —

Aus der Annahme 1 ergab sich Gleichung (15), aus der Annahme 2
Gleichung (29). I'iihrt nun aber auch umgekehrt die Gleichung (15)
notwendig zu der Annahme 1, die Gleichung (29) notwendig zu der
Annahme 2? Diese Frage ist zu verneinen; vielmehr fithren die Glei-
chungen (15) und (29) auf Bedingungsgleichungen zwischen den u, fiir
die die Annahmen 1 und 2 zwar die einfachsten, aber nicht die einzig
moglichen Lijsungen darstellen.

Aus Gleichung (15a) ergibt sich

1 1

! t
—f1;$+,dr 1 Jﬁ —fuﬁ,rdr 1
f/:"z-u e’ dtfﬁxﬂ dt = ] pigq €0 dtfl&z+tdt
0 0 0 0

) 1
( '"f‘”;c-Hdt) 1
S Y . 17 (31)

0

Die entsprechende, aus Gleichung (29) hergeleitete Beziehung
zwischen den w wiirde eine komplizierte Gestalt annehmen.

Um zu beweisen, dass die Annahmen 1 und 2 nicht die einzigen
Bedingungen sind, die auf die Gleichungen (15) bzw. (29) fiihren,
geniigt es, ein einfaches Beispiel zu konstruieren, bei dem diese Glei-
chungen durch eine von den Annahmen 1 und 2 abweichende Voraus-
setzung erfiillt sind.

Fir n = 2 lauten die Gleichungen (31):

1
t
fl “f(!i:c-%r"f‘iz’x-kr)dr 1 ; \
. Poyi€ © dtaf‘ﬁ%w + fiyy ) di

ik

1
’ i 1 2
f ; . = [ (Mt + bay ) .
- (1“9:+t + /jxirt) e 0 dt f:uaﬂ-t dt
0

oder 9

. ; ! ; (32)
o 2 1 1 2 1
J I L I e
fhyy e 0 at [fpy it = | g at [yt
0 0 0 0

Die Gleichung (32) gilt sowohl fir » =1 wie fiir v = 2.
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Die Gleichungen (30), in x ausgedriickt, lauten:

1

"'- 1 2
- I ('”a:-l-r + -"‘J;f#r)dr
1 ;
Mzt e

0
1

; 1 2
f = [(Haoor + iz gz) a7
a"i’a:—l-t e
0

dt

dt

[lesa)( [
- ,Léx+t(lt - ,llx,¥Atdt
l(1—6 0 )(1 =g 0 )

/ Ly i1
1 ( =4 #x+td‘>( "f#ﬁt‘“)
~\l—e¢ 0 1+ eo0 :

Durch Addition der beiden Gleichungen (33) ergibt sich eine
Identitdt; d. h. die zweite Gleichung ist eine Folge der ersten und

umgekehrt.

Die folgende Uberlegung gilt sowohl fiir die Gleichung (32) als
auch fiir eine der Gleichungen (33).

Wir nehmen beispielsweise an, si,,, sel eine Konstante ¢, von
zuniichst noch unbekannter Grosse. Fiir f,,, nehmen wir irgendeine
bestimmte, einigermassen plausible Funktion von ¢ an, die keine Kon-
stante sein darf. Unsere Gleichung gestattet uns nun, die Konstante s,
zu bestimmen. i, , und g, , erfillen die Annahme 1 oder 2 nicht,
und unsere Behauptung ist damit bewiesen.
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