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Ein Verfahren zur Bestimmung der Rendite

von festverzinslichen Anleihen

Von E. Zwinggi, Basel

l)ie Bewertung der festverzinslichen Anleihen (Wertpapiere) zu
«mathematischen Kursen» kann von zwei Voraussetzungen ausgehen.
Beim ersten Verfahren (Renditemethode) ist der Bewertungszinsfuss
vorgeschrieben; aus dem Tilgungsplan, den Zinsterminen und der
nominellen Verzinsung sind die jeweiligen mathematischen Werte (Kurse)
auf Grund des gegebenen Bewertungszinsfusses ohne jede Schwierigkeit

berechenbar. Beim zioeiten Vorgehen (Anschaffungswertmethode)
ist der Anschaffungswert (Kurs) als bekannt anzunehmen. Aus diesem

Wert, ferner aus dem Tilgungsplan, den Zinsterminen und der
nominellen Verzinsung ist zuerst die Rendite (effektive Verzinsung) zu
bestimmen; sobald diese berechnet ist, lassen sich die jeweiligen
mathematischen Werte ebenfalls leicht ermitteln. Das Hauptproblem beim
zweiten Verfahren besteht somit in der Berechnung der effektiven
Verzinsung.

Wir wollen im folgenden ein Verfahren entwickeln, das mit
verhältnismässig geringem Rechenaufwand die effektive Verzinsung von
festverzinslichen Anleihen zu bestimmen erlaubt; dabei wollen wir
möglichst allgemeine Annahmen über Tilgungsplan, Zinstermine und Laufzeit

treffen. Allerdings scheint es dabei einfacher, einige Typen
herauszugreifen und unabhängig für sich durchzurechnen, statt allgemein den

umfassendsten Fall anzusetzen. Es ist dann ohne weiteres möglich, die

verschiedenen Typen miteinander zu kombinieren.
Die Lösung der gestellten Aufgabe ist sinnvoll, auch wenn die

Bewertung auf das erste Verfahren gestellt ist. Der Gläubiger will
nicht nur die mathematischen Kurse kennen, zu denen er bilanzieren
muss, sondern er möchte auch wissen, wie die Anleihen sich effektiv
verzinsen.
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1. Typus A

Kennzeichen: Keine vorzeitige Kapitalrückzahlung (Tilgung), künftige

Laufzeit ganzzahlig, Zinszahlung unterjährig, nomineller Zinssatz
zeitlich konstant.

Wir bezeichnen mit

n: ganzzahlige künftige Laufzeit;

Bn: Rückzahlungswert der Kapitaleinheit;

i0: nomineller Zinssatz (zeitlich konstant);

i: effektiver Zinssatz (zu bestimmen);

m: Anzahl Raten der Zinszahlung;

K0: gegebener Anschaffungswert der Kapitaleinheit;
1

Vn
1 + 'o

1

V

1+i
Für die Kapitaleinheit gilt der Ansatz

%o Bnvn + i0(m)a-l. (1)

Zur Bestimmung von i aus (1) stehen zwei Wege offen:

a) Der Barwert wird durch eine der bekannten Näherungen er-

-n (mi (-l)(l-ün)setzt, z. B. {m)a-{ ~ a-^ H ;
Am

b) der Barwert wird genau ausgewertet.

a) Näherungslösung

(to —1) (1— O
•2 m

geschrieben werden als

Mit {m)a-j o^H und a-{ —1 kann (1)
I I »/ yy-, I I

Ao R„ »" + f0 — • (2)
^ 2 m 1 2 m
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Aus (2) ist i zu bestimmen. Die Lösung gestaltet sich einfach,
wenn wir

v (1 + e) »o (3)

setzen und vorerst nach e auflösen. Wenn noch

(m — 1) i0
R B-

2m
(4)

bedeutet, erhalten wir aus B vn Jf (1 + e)n bei Entwicklung von
(1 + s)n in die Binomialreihe mit

die Reihe

m0 vi,
m[ nvo,

m'2 (ri2— n) vi,

(7Yhm0-\- e mi e2 ——[-

(5)

(6)

Wird weiter (3) in eingeführt, so folgt für io^+Ti

m'ö as+i |

C'o) >

Oo) — (n + 1) ®o
„n+1

1 fn

m0
2Wj M(w + l)f",n+l

1 — Vn

(7)

die Darstellung *)

» \

'oa^ri io(ml+eml+e2—-+ ...j. (8)

L Es ist überflüssig, die Ableitung hier zu wiederholen. Man hat in den
Formeln (25), (26) und (27) der Abhandlung «Un procedimento per determinare
il saggio d'interesse di rendite vitalizie e rendite certe» bloss n durch n + 1 zu
ersetzen.
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Weil K0 (2) (6) + (8) — -—77—-- ist) folgt mit
2m

M0 Bm'0 + f0 ml -
Mj Bmjr i0m'j,

M2 B m'2 + io m'2,

(m + l)i0
2 m

(9)

die Reihe
K0 M0 -f s Mx + e2

M0 ~t~ s Mi 11 -j-

M2
- 4

2!

sM2

2Mj

Mo + —

Sei

dann ist aus (10)

und aus (8)

_
e~M2

'

2M\

Ä0 Mn;

2zl • Mi
A M2 -f

1 + 'o

1 +£

2 M\

1.

(10)

(11)

(12)

(13)

Damit ist die gestellte Aufgabe gelöst; die Berechnung der m'0,

ml und m'2 aus (5), der m'l, m[ und m"2 aus (7) und schliesslich der M0,
Mx und M2 aus (9) ist sehr einfach.

Spezialfall: Bn 1 (Rückzahlung zu pari) und m — 1 (jährliche
Verzinsung). Man rechnet aus (4), (5), (7), (9) und (11) leicht nach,
dass gilt B 1,

M0 1,

a^iO'o),

M2 - - {M1 — nvl'1).

(14)

ZI K0 — 1
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b) Genaue Lösung

Gleichung (1) lässt sich schreiben als

K0 By + i0 (Was-, + —) (Bn + -°) + i0 (m)a^-|

\ m in J \ m)

Wir setzen

+ 1 _4_ Mo-, °

m

(15)

B B„ + -,m
(16)

ferner
v (1 + s) u0,

(1 + s)llm 1 + sm '

v^ v (1 + 0«#" (l + em)v0,

1

vn
l+^o

1

w

und erhalten für

1 + t

Bvn B(l + sm)nmvl,

und nach Entwicklung in die Binomialreihe mit

m'0 vn0,

m[ nntj,
m2 (n2 — n m) vi,

(17)

die Beziehung: — m9
B vn B m0 + e fflj + e2 — +

(18)

(19)

Das zweite Glied in (15) formen wir folgendermassen um. Es ist,
unter Beifügung des Zinssatzes zu den Symbolen,

n nm-1 g nm-1 u nm-l
G(m)+-;(0 - 2 »t,m -E®'=-°I(1 + OX

m i=o m /=0 m f=o

_ /j nm-l / /b / 4\
~ +ST| W ~ 2 ^ + (l) £m + (2) e">

2 m2
£ m0 + e» % + c« W7 + • • • )' (20)
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wobei [entsprechend (7)] gelten

mo o) :

1 —

1 — vn

i—

—„ 2 mt
m„ _

nm (nm —• 1)

1 — vn

(21)

Es ist aber K0 =» (15) (19) + (20) Bezeichnen wir mit
m

jj7 p-- 'oK-1)
M0 B m0 +

m

— ——, lnWi
E mt -

M2 Um2

m

TO

(22)

so wird — — M.
K0 M0 + emM1-\- e2m

-^y- +

M0
SmMl

sm M2

woraus mit
2 Mx

Z K0-Mg (23)

schliesslich 2 Ä • ~M

em= ' (24)
Z|.M2 + 2M*

Ist em bestimmt, so folgt aus (17) für

e=(l + Om-l, (25)

und 1 -4- ii (26)
1 + £

Der Spezialfall En 1 und to 1 führt auf die frühern
Beziehungen (14).
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Beispiel zu Typus A für Genauigkeit des Verfahrens

Annahmen: Laufzeit n 20 oder n 30; Rückzahlungskurs
Rn 1; nominelle Verzinsung i0 =3%; Anschaffungswert K0 so

festgesetzt, dass die effektive Verzinsung i genau 2% oder 2,5% oder

3,5% oder 4%.
a) Jährliche Zinszahlung

n 20 n 30

genau

%
Ä„

i
genähert

°//o
K0

i
genähert

%

2,0 1,1635 2,0023 1,2240 2,0044
2,5 1,0779 2,5003 1,1047 2,5005
3,5 0,9289 3,4997 0,9080 3,4995
4,0 0,8641 3,9977 0,8271 3,9958

b) Halbjährliche Zinszahlung

oII n 30

genau

%

*
o

i
genähert
nach (a)

i
genähert
nach (b)

K«
i

genähert
nach (a)

2,0 1,1660 2,0023 2,0023 1,2273 2,0044
2,5 1,0809 2,5003 2,5003 1,1086 2,5005
3,5 0,9327 3,4997 3,4997 0,9129 3,4995
4,0 0,8682 3,9978 3,9978 0,8323 3,9958

*) Weil die Genauigkeit der beiden Verfahren zu prüfen ist, müssen je
nach dem Vorgehen [Näherung für (m)cin. oder genaue Auswertung] zwei
verschiedene K0 vorausgesetzt werden. In der angegebenen Stellenzahl
unterscheiden sich jedoch die beiden Werte infolge Rundung höchstens um 0,0001.

2. Typus B

Kennzeichen: Keine vorzeitige Kapitalrückzahlung (Tilgung),
künftige Laufzeit gebrochene Anzahl Jahre, Zinszahlung jährlich (der
Ansatz wäre ohne weiteres auf unterjährige Zinszahlung ausdehnbar),
nomineller Zinssatz zeitlich konstant.
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Wir bezeichnen mit

n — h: künftige Laufzeit, wobei n ganzzahlig, 0 < h < 1;

Bn: Rückzahlungswert der Kapitaleinheit;
i0: nomineller Zinssatz (zeitlich konstant);
i: effektiver Zinssatz (zu bestimmen);

K0: gegebener Anschaffungswert der Kapitaleinheit.

Für die Kapitaleinheit gilt die Beziehung

K0 Bn v"-h + ?0 vh a-1 Bn vn'h — i0 vh + i0 v'h a^pr,. (27)

Die gliedweise Umformung mit den gleichen Ansätzen wie bei

Typus A führt auf

mit

ferner auf

m.
Bnvn '

— Bn^m0 + efflj + e2+

?n v
1

m0 vi'1,

»h (w —7()<~\

m2 (n — Ii) (n — h — 1) v^h,

I ' ' „ m2
h \ '"no + enh + £" +

(28)

(29)

(80)

mit

sodann auf

m[ —h v'0h,

m0 (.h2 -j- Ii) v0h,
(81)

; / m2 \ I » ii m2, \
W 'a.„+11 i01 m0 -+- E fflj + e2

—j + (wiQ + £TOt + e2~-j- + • •

(82)mit m0 a„+i j (<o).

«S+U ('o) — (n ^ ^o+1

"i —;—;1 v0

„ 2 m'[ n(n + l)®o+1

1 — v0

(83)
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und schliesslich bei Ausmultiplizieren in (32) auf

h (m'o + em'i + e2%% + • •

mit m0 ra0ra0,
m tu. tum1 m0 mx + mx m0,
III ' H r\ " < I II

m2 m0 m2 + 2, m1 m1 + m2 m0,

(84)

(35)

Weil K0 (28) — (30) + (34) ist, kann man schreiben

mit

K0 M0+sM1+e^+

Mo Rn mo — 1o (wio — m'o) >

Mi ^«i —»o(% —«1").

M2 Bnm2 — i0(m'2 — m'2),

(36)

(37)

Endlich folgt mit
—Mo

wie früher 2/d • Afj
ZI -M2 + 2Mf '

(38)

(39)

Beispiel zu Typus B für Genauigkeit des Verfahrens

Annahmen: Laufzeit: n 20, h — Rückzahlungskurs Bn 1;
nominelle Verzinsung i0 — 3%; Anschaffungswert K0, so festgesetzt,
dass die effektive \7erzinsung i genau 2% oder 2,5% oder 3,5% oder

i i
genau

%

Ko genähert
%

2,0 1,1751 2,0022
2,5 1,0913 2,5003

3,5 0,9451 3,4997

4,0 0,8812 3,9978

5
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3. Typus C

Kennzeichen: Vorzeitige Kapifcalrückzahlimgen (Tilgung), künftige
Laufzeit ganzzahlig, Zinszahlung jährlich und zeitlich variabel.

Wir benennen mit

n: ganzzahlige künftige Laufzeit;

Tt: Nominalbetrag der jährlichen Kapitalrückzahlung (jährliche, nach-
schüssige Tilgungsquote);

Bt: Rückzahlungswert der Kapitaleinheit;

it: nomineller Zinssatz (it bezieht sich auf das Zinsjahr t—1 bis t);
i: effektiver Zinssatz (zu bestimmen);

Kq: gegebener Anschaffungswert der Kapitaleinheit.

Die Anfangsschuld sei«1». Dann ist die Restschuld (nach Zahlung
der Tilgungsquote) im Zeitpunkt t dargestellt durch

D( l -2 T,. (40)
A=1

Für die Bestimmung des effektiven Zinssatzes gilt die Kelation

n

X0 2>'(B(T( + i(l7M). (41)
* 1

Wir setzen wiederum v — (l + fi)v0 un(^ erhalten aus (41), wenn
n°Ch

^ (t) vt0(BtTl + itUt.1) (42)
bezeichnet,

n n 11 ' \ n / f\
K0= V(i + e)<a(l) 2«(0 + eS i ««+ •••

t l t= 1 t \ ^1/ 1 W

Ähnlich den Summen der diskontierten Zahlen der Lebenden

Nx, Sx, Sf\ gelten, wenn allgemein

n

sf vaW,

V 0(°h
t j ^



bedeutet, die Darstellung

Va (f) ö>l0),
i i

2 U(0 E^o) ^1).
/=! M/ f=i

2 y a(/)

(44)

Damit folgt aus (48), wenn noch

M0 <Zf,

M1 0W,

M8 2(<Z><2>-0<1)),

für M
K0 M0 + e Mj -f- £2 ---—b • • • >

woraus mit •

gleichlaufend wie bei Typus A

und

A — K0 M0

•2 A M1
A .Mg + 2M?

1 + ''o jl + £

(45)

(46)

(47)

(48)

Beispiel für das rechnerische Vorgehen bei Typus C

Annahmen: Laufzeit n= 5; Tilgungsquote Tt 0,2 (jährlich
gleichbleibend); Rückzahlungskurse Bt von 1,000 jährlich um 0,005
auf 1,020 steigend; nominelle Verzinsung it 3%; Anschaffungswert
K0 1,03 789 (entspricht genau einer effektiven Verzinsung i 2%).
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Tilgungsplan Für Berechnung von i nötig

t
Tt ut it Ut-1 Rt Rt Tt Rt Tt +

it Ut-i a(t) 0(0) 0(p

0
1

2

3

4
5

0,2
0,2
0,2
0,2
0,2

1,0
0,8
0,6

0,4
0,2
0,0

0,030
0,024
0,018
0,012
0,006

1,000

1,005
1,010
1,015
1,020

0,200
0,201
0,202
0,203
0,204

0,230
0,225
0,220
0,215
0,210

0,22 330

0,21 208

0,20133
0,19 102

0,18115

1,00 888

0,78 558

0,57 350

0,37 217

0,18115

2,92128
1,91 240

1,12 682

0,55 332

0,18115

df> 6,69 497

M0

M,

s

i genau 2%.

Beispiel zu Typus C für Genauigkeit des Verfahrens

Annahmen: Laufzeit n 20; Tilgungsquote Tt 0,05 (jährlich
gleichbleibend); Bückzahlungskurse Rt von 1,0000 jährlich uin 0,0025
auf 1,0475 steigend; nominelle Verzinsungit 3%; Anschaffungswert
K0 so festgesetzt, dass die effektive Verzinsung i genau 2% oder

2,5% oder 3,5% oder 4%.

%

genau
%

K0
i

genähert
%

2,0 1,1093 2,0008
2,5 1,0610 2,5001
3,5 0,9735 3,4999
4,0 0,9338 3,9992

1,03 789 (gegeben), &)?> 6,69 497,

0<o) 1,00 888, M2 2(0j2) — 0[1]) 7,54 738,

0{i] 2,92 128, A K0-M0 0,02 901,

2A-M, 1 + L1
0,009 805, i 0 —1 1,9999%

A-M2 + 2M\ 1 + e
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4. Berechnungen des mathematischen Wertes
in einem spätem Zeitpunkt

Aus dem Anschaffungswert K0 und den Gegebenheiten des

Anleihens (Tilgungsplan, nominelle "Verzinsung, Laufzeit usw.) sowie aus
der nunmehr bestimmten effektiven Verzinsung i ist der mathematische
Wert für einen spätem Zeitpunkt ohne Mühe durch Rekursion
bestimmbar. Sei Kt der mathematische Wert der Kapitaleinheit im
Zeitpunkt f. Dann gilt gemäss Definition z. B. für den Typus C

n

KtUt (49)
A=/ +1

Bilden wir Kt Ut—Kt+1Ui+1, so ist

K u Kt+1Ut+1 + Bt+1 Tt+1 + it+1 üt
1 1

1 + i
v ;

Weil aber KnUn 0 ist, folgt aus (50) mit t n — 1

TT TT "k ''n ^n-1 /ri\
n-1 n-1 — Ii" ' ''1 + t

Allgemein gilt dann für die Rekursion «von oben herab»

^n-t-l ^n-t-i
Kn-t Un-t + R'n-i ^n-t + Vi ^n-t-1

1+i
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