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Die Faktorenmethode
bei der individuellen Witwenrentenversicherung

Von Walter Vogel, Ziirich 1)

I. Einleitung

Bei den neuen schweizerischen Gruppenversicherungstarifen von
1953 beanspruchen die Tabellen fur die Versicherung von anwartschaft-
lichen Witwenrenten einen Platz von nur 16 Druckseiten [1]. Fir indi-
viduelle Tarife ist dies sehr wenig, da bei der ublichen Individual-
methode die Tarife auf den Uberlebensordnungen I, aufgebaut sind
und daher prinzipiell fir alle Alterskombinationen (z,y) der Ehegatten
tabelliert werden miissen. Wiirde dieser zweidimensionale Aufbau kon-
sequent durchgefiithrt, so bendtigten die vollstandigen Tabellen ein-
schliesslich Bruttotarife usw. itber 300 Seiten 2).

Die Probleme der numerischen Erfassung von mehrdimensionalen
Mannigfaltigkeiten auf beschrinktem Raum und entsprechend mit
elnem angemessenen Arbeitsaufwand, sowie die besonderen Schwierig-
keiten, die sich einer allfillic notwendigen Extrapolation iiber den Rand
des durchgerechneten Bereiches hinaus entgegenstellen — alle diese
Einzelprobleme seien zusammenfassend als das Darstellungsproblem bei
den mehrfach abgestuften Tabellen bezeichnet. So gefasst, besteht
dieses Darstellungsproblem nicht nur bei den Witwenrententarifen,

1) Nach einem Kurzvortrag an der Jahresversammlung 1953 der «Ver-
einigung».

%) Die Gruppenversicherungstarife von 1939 und 1948 kamen mit je rund
100 Seiten aus, was jedoch nur darauf zuriickzufithren ist, dass zu verschiedenen
Vereinfachungen Zuflucht genommen worden war: inshesondere waren die Tarife
nur fiir bestimmte Basis-Altersdifferenzen, z. B. 0, =3, +6 usw., aufgestellt
worden. Fiir die tibrigen Altersdifferenzen galt innerhalb des tabellierten Bereiches
der niichstgelegene Basistarif und ausserhalb eine einfache Lxtrapolationsregel.
Durch diese Zusammenfassung zu Altersdifferenzen-Gruppen mussten relativ
grosse Abweichungen in Kauf genommen werden. Innerhalb des tabellierten
Bereiches betragen diese bis zu 209, der genauen Werte, ausserhalb noch mehr.



— 48

sondern bei simtlichen Versicherungen auf mehrere Leben, wie Uber-
lebensleibrenten, verbundene Renten, gemischte Versicherungen auf
zwel Lieben usw., da die vollstindigen Tariftabellen aller dieser Ver-
sicherungsarten im Prinzip mehrere Einginge besitzen.

Eine besondere Stellung nehmen dank dem Gesetz vom gleich-
missigen Altern — De Morgan [2], Makeham 1860 [3] — gewisse Ver-
sicherungsformen auf mehrere Lieben ein, wie verbundene Renten und
Kapitalversicherungen, bei denen die Summe fillig wird im ersten
Todesfall. Sofern némlich die Absterbeordnungen 7,1 , ... Gompertz-
oder Makeham- (allgemein Quiquet-) Funktionen sind mit der gleichen
Konstanten ¢, zerfillt bekanntlich die mehrdimensionale Mannigfaltig-
keit {,, ~in emne eindimensionale [,, = und einen expliziten Ausdruck
fir die Altersverschiebung x—z. In diesen sehr speziellen Ifillen
findet somit das Darstellungsproblem eine elementare Liosung, indem
an Stelle des mehrfach abgestuften Tarifes (z,y,...) ein einziger
Basistarif tritt, in Verbindung mit einer einfachen Hilfstabelle zur
Bestimmung des «Zentralalters» z.

Leider ist der Anwendungsbereich dieser einfachen Darstellung
von mehrdimensionalen Tarifen sehr beschrinkt. In mathematischer
Strenge existiert eine lilementarlosung nur unter den erwihnten ana-
lytischen Voraussetzungen. Daneben kommt sie nur noch als Annéhe-
rung in Betracht, so z. B. far die angefihrten Versicherungsformen,
wenn die verschiedenen Absterbeordnungen wohl einer der aufgezihlten
Funktionen folgen, aber nicht die gleiche Konstante ¢ aufweisen oder
wenn die in Frage stehenden Ordnungen iiberhaupt nicht nach Gom-
pertz oder Makeham (Quiquet) ausgeglichen sind [4], [5]. Fur Versiche-
rungsarten auf mehrere Lieben, bei denen es nicht nur auf den ersten
Todesfall ankommt, muss jedoch das Darstellungsproblem auf andere
Weise gelost werden 1),

Als Illustration einer neuen Losungsmoglichkeit des Darstellungs-
problemes diirfte es daher allgemein interessieren, welche Iirwigungen
1m Spezialfall der Gruppen-Witwenrententarife zur Anwendung einer
Faktorenmethode fithrten, die es ermdglichte, Tabellenzahl und Ar-
beitsaufwand auf emnen angemessenen Umfang herabzumindern.

1) Einzig bei den sogenannten Renten auf das letzte Leben B besteht
noch eine dhnliche, aber weniger weittragende Beziehung, die zudem nur tiir ganz
spezielle und praktisch uninteressante Absterbeordnungen gilt [6].
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II. Theoretische Erwédgungen zur Faktorenmethode

Die eingangs erwihnte Losung fiir die Verbindungsrenten usw.
legte es nahe, auch fir die Witwenrentenversicherung den analogen
Ansatz einer néherungsweisen Darstellung mit einem einzigen Basis-
tarif zu versuchen.

Daber zeigte sich, dass hier mit Vorteil nicht fiktive Alter z ein-
gefihrt werden, mit denen als Argument in den Basistarif einzugehen
ist, sondern Faktoren, mit denen jewerlen die Werte des Basistarifes noch
au multiphizieren sind, um die gewtnschten Tarifwerte fir die Alters-
differenz A = z—y zu erhalten. Da diese Faktoren von z und 4 ab-
héngen, ist die zugehdérige Tabelle doppelt abgestuft, im Gegensatz zur
eindimensionalen Tabelle fiir die Alterskorrektur bei den Verbindungs-
renten.

Wéhlt man, wie dies in der Gruppenversicherung tiblich ist, als
Basis-Altersdifferenz Ay, = + 3, so gilt beispielsweise fiir die Netto-
Elnlalgb aa:;y S ax\:c—d = f(x?A) az;a:‘3' (1)

Der naheliegende Gedanke, f als Quotienten fur alle Altersdiffe-
renzen aus den Werten a,, und a,, 4 #u bestimmen, fillt ausser Be-
tracht, da gerade die Vermeidung der zeitraubenden Durchrechnung
der Tarife fiir simtliche Altersdifferenzen das Ziel der gesuchten Me-
thode ist. Man wird daher f als Funktion auffassen und mit moglichst
guter Annidherung durch eine analytische Formel wiederzugeben ver-
suchen.

1. f(z,4) als Funktion von A:

Fiur ein festes Alter z hat f den monotonen Charakter einer Ver-
teilungsfunktion.

e
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Die beiden Asymptoten ergeben sich durch einfache Uberlegungen :

a) Mit wachsender Altersdifferenz nimmt die Frauensterblichkeit ab;

mm Grenzfall wird lim ¢, = 0, das heisst vom Tode des Mannes
A—» +oo

an lauft eine ewige Rente, was gleichbedeutend ist mit einer
Todesfallsumme a; = 1/d auf das Leben des Mannes:
Ay = By — 8y g —A, = —s

b) Eme abnehmende Altersdifferenz hat eine wachsende Krauen-

sterblichkeit zur Folge, was im Grenzfall mit lim ¢, = 1 dazu
O-» —oco
fiuhrt, dass nie eine Frau ihren Ehemann tberlebt, womit der

Barwert a,, verschwindet:

a 0.

ZY Ay — oo

Der einfachste Typus einer derartigen Verteilungsfunktion ist die
bekannte logistische Funktion

A -+ Bet

) =

die sich an die gegebenen Rechnungsgrundlagen anpassen lasst durch
geeignete Wahl der Parameter, notigenfalls verbunden mit einer Sub-
stitution t(x,4) an Stelle von t = 4 —4,.

2. f(x,4) als Funktion von x:

Je nach dem Wert von  ergeben sich verschiedene Kurven f(z, 4),
was beispielsweise schon daraus ersichtlich ist, dass sich die obere
Asymptote 4,/d mit z verschiebt. Diese Anderungen erfolgen jedoch
nicht sprunghaft, so dass sich die Parameter durch stetige Funktionen
von z annidhern lassen.

3. Im weiteren unterscheiden sich die Kurven f(x,4) auch von-
emnander, je nachdem sie fir Priamien oder Finlagen, Brutto- oder
Nettowerte und feste oder planmissig verdnderliche Leistungen be-
stimmt worden sind.

Im Vergleich zu den Abweichungen, die auf Grund der bisherigen
Methode mit den Altersdifferenzengruppen entstanden, sind diese
Unterschiede jedoch meist von untergeordneter Bedeutung. Falls sie
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daher vernachlissigt werden dirfen, wire damit eine betrdchtliche
Herabsetzung der Tabellenzahl erreicht: alle iblichen Tariftabellen
der Nettowerte, der Bruttoprdmien bei verschiedenen Schlussaltern,
der Bruttoeinlagen und der Grundzahlen zur Tarifierung von ver-
dnderlichen Leistungen fallen weg, ausser denjenigen fiir die eine
Basisdifferenz 4,, wéhrend auf der anderen Seite eine einzige Hilfs-
tabelle mit zwei Eingédngen dazukommt. Dies bedeutet vor allem eine
handlichere Tarifsammlung und zudem eine Arbeitsemnsparung bei der
Aufstellung und dem Druck der Sammlung, der nur die geringfiigige
Mehrarbeit gegeniibersteht, spiter jeden auszurechnenden Tarifwert
noch mit dem zugehorigen Faktor zu multiplizieren, falls 4 nicht
zufillig den Wert A, besitzt.

III. Die Anwendung der Faktorenmethode
auf die Gruppenversicherungstarife 1953

Zur Bestimmung der Parameter in der Formel (2) und zur Ab-
klirung, welche Substitution t(xz,4) allenfalls noch einzufithren war,
wurden numerische Untersuchungen angestellt mit elnem weitmaschi-
gen Netz von Bruttoprdmien und Bruttoeinlagen, sowohl fiir feste wie
auch fir steigende Leistungen auf Grund einer fiir diese Versicherungs-
form typischen Skala. Die Kurven f(z,4) fiir pramienfreie feste Lei-
stungen liegen 1n den unteren Altern immer zwischen den extremalen
Werten, die zudem héchstens um 29, voneinander abweichen. Fiir die
héheren Alter — von iiber 65 Jahren — wo es meist nur noch Deckungs-
kapitalien zu berechnen gilt, sind die Versicherungen ohnehin prémien-
frei und fest in der Leistung. Ohne somit den Verhédltnissen Zwang an-
zutun, konnten daher fiir alle Kombinationen einheitlich die Faktoren
der pramienfreien Versicherung mit fester Leistung als allein mass-
gebend erklidrt werden, womit die neuen Witwenrententarife nur eine
einzige Faktorentabelle aufweisen 1).

Die genauere Untersuchung der Kurven x = const. dieser Einheits-
faktoren ergab, dass die Kurven im Gegensatz zur einfachen logistischen

1) Wird bei den priamienpflichtigen und den préimienfreien Versicherungen der
gleiche Einheitsfaktor f verwendet, so bedeutet dies unter anderem, dass es auch
nicht mehr unterschiedliche Primienbarwerte az,| gibt fiir verschiedene z -y,
sondern nur noch den einen Wert az., 3., fiir die als Basis gewihlte Alters-
differenz 4, = + 3.
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Funktion nicht symmetrisch sind und auch eher etwas steiler ansteigen.
Fine befriedigende Ubereinstimmung zwischen Formel und direkter
Berechnung konnte durch folgende Substitution erzielt werden: zuerst
wurde t = (4 —38)* gesetzt und auf dieses ¢ sodann eine projektive
Lineartransformation ausgeiibt. Damit ergibt sich unter Beriicksichti-
gung der Asymptoten die endgiiltige formel

fa: 10% (=4

[(x,4) = fo—1+ TN (3)

(A — 3)]“:( C,
x b:r: -+~ (A _ 3)1“ - 1 L bx (A _ 3)—1»‘3:

mit  sgn (4 —8)f = sgn (4 —3).

wobel p(x.A) = ¢

Der Parameter [, 1st fiir alle Alter gegeben. Er entspricht der oberen
Asymptote der logistischen Kurve. Ifiir die anderen Parameter konnten
Polynome in z angesetzt werden, fiir k, sogar ein linearer Ausdruck 1).

N

IV. Die numerische Berechnung der Faktorentabelle

Die praktischen Anforderungen an die Gruppenversicherungstarife
1953 fuhrten dazu, eine Tabelle aufzustellen, aus der sich die Einheits-
taktoren f(x, 4) mit 3 Dezimalen entnehmen lassen fiir alle ganzzahligen
Argumentwerte im Bereich

mit Ausnahme der Werte mit y << 20.

Das bedeutete die numerische Berechmung von rund 2500 Faktoren.
Im Hinblick auf die grosse Anzahl wiire eine emmfacher gebaute I'or-
mel (3) vorzuziehen gewesen. Dem stand anderseits die Notwendiglkeit
einer guten Anpassung gegeniiber. Diese emander widersprechenden
Forderungen lassen sich im allgemeinen auf einen Nenner bringen,
wenn es gelingt, zum Teil mit Interpolationen auszukommen.

1) Formeln wie (3) eignen sich insbesondere fiir die Extrapolation von Funk-
tionswerten von grossen, nicht mehr tabellierten Altersdifferenzen, da die extra-
polierten Werte gegen ihren genauen (irenzwert streben und nicht wie z. B. bei der
parabolischen Extrapolation schliesslich {iber die gegebenen Asymptoten hinaus-
fithren.
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U diese Moglichkeiten abzukldren, wurden zuerst Interpolationen
angesetzt bei festem A und variablem z, da in dieser Richtung die
Kurven f(z,4) die kleineren Variationen aufweisen. Fiir dquidistante
Punkte (x,,4), (x,,4), (x5;,4), ... wurden die Ausgangswerte der
Interpolation auf Grund der Formel (3) bestimmt. Zum Unterschied
gegeniiber den interpolierten Werten seien die auf Grund von (3)
berechneten als Kardinalwerte I'(xz,,4) oder kurz als F, bezeichnet.
Fur alle z = 20, 21, 22, ..., 100, wurden dann die Zwischenwerte
f(z,A) interpoliert.

Wird dies fir eine Folge dquidistanter Werte von A, nidmlich
Ay, A, Ay ...
Kardimmalwerten I'(z,, 4,) auf Grund von (3) bestimmt werden. Zu-
sammen mit den interpolierten Werten f(x,4,) bildet dieses Netz
dann die Ausgangswerte fiir die Interpolation der restlichen Zwischen-
werte bel festem x und variablem 4.

durchgefithrt, so muss 1m ganzen ein Netz von

Ber Wahl der Interpolationsintervalle { = s = 5 ergab sich die ver-
langte Genauigkeit, wenn auch die héheren Differenzen bis zur 3. Ord-
nung berucksichtigt wurden. Durch die Vernachliassigung der Gheder
hoherer Ordnung in der allgemeinen Newtonschen Interpolationsformel
ergeben sich Interpolationsparabeln, die bei einfacherer Rechnung prak-
tiseh zu den gleichen Resultaten fithren wie die bekannte oskulierende
Interpolation. Die Abweichungen gegeniiber der genauen Rechnung
mit (3) besitzen — zumindest im Innern des tabellierten Bereiches —
die Grossenordnung von Rundungsfehlern, die auch bei jeder anderen
Berechnungsweise auftreten wirden. Einzig am Rande (4 = —10, —9
und —8!) wurden etwas grossere Abweichungen in Kauf genommen,
da der Arbeitsaufwand zu deren Herabsetzung auf die Grissenordnung
5 - 10" angesichts der praktischen Bedeutungslosigkeit der entsprechen-
den Faktoren unverhiltnismissig hoch gewesen wire.

Die gewihlte Interpolationsmethode reduzierte somit die Fak-
torenberechnung zunéchst auf die formelméssige Berechnung von rund
100 Faktoren F, wobel fiir jeden dieser Kardinalwerte ein zweimaliges
Logarithmieren notig war 1). Aber auch die interpolatorische Bestim-
mung der rund 2400 restlichen Faktoren f hitte bei gewohnlicher

1) 100 = 25503 :




Durchfithrung eine sehr grosse Arbeit verursacht ). Nun ldsst sich jede
parabolische Interpolation zuriickfithren auf eine Folge von sich immer
wiederholenden Differenzen- und Summenbildungen. Fortgesetzte Ad-
ditionen und Subtraktionen nach einem festen Schema sind aber
Operationen, die man bei grosser Anzahl vorteilhatt von Lochkarten-
maschinen ausfithren lasst.

Das Prinzip fir die Bewéltigung derartiger Arbeiten mit Lochkarten
stellte J. L. Comrie bereits um 1930 auf [7]. Die Erweiterung auf die
vorliegende zweidimensionale Aufgabe fithrt auf drei Arbeitsgénge fiir
jede Interpolationsrichtung. Die Umstellung auf die andere Richtung
erfolgt durch eine gewohnliche Umsortierung der Lochkarten.

Die drei Arbeitsginge lassen sich kurz wie folgt beschreiben:

1. Bestimmung des Differenzenschemas von F:

Zur maschinellen Berechnung von [7*F, ?) miissen die Operationen
fir jeden Argumentwert ¢ einen in sich geschlossenen Zyklus bilden,
so dass die Tabuliermaschine nach abgelaufenem Zyklus automatisch
die ndchste Karte verarbeitet und so den ganzen Arbeitsgang in einem
Kartendurchlauf ausfihrt. Jeder Zyklus zerfillt seinerseits in mehrere
Iiinzelschritte, von denen im ersten — wenn jeweilen ¢ = 0 gesetzt
wird —

Sy = Fy+ VF, + V2, + P3F, gebildet wird, im zweiten

PiE, = F,— 8, und in den folgenden sukzessive
V3F,, V:F, und P I nach der Vorschrift
V¥F, = P*F,+ V**'F, (k=38,2,1).

1) Bei der verlangten Genauigkeit von 3 Dezimalen wire mit linearer Inter-
polation nicht viel einzusparen gewesen. Je nach der Variation von f(z,4) wire ein
Interpolationsintervall von der Linge 2 oder 3 in Frage gekommen, womit
schitzungsweise 400 bis 500 IFaktoren direkt nach (3) hitten berechnet werden
miissen.

2) In der Schreibweise der sogenannten aufsteigenden Differenzen lautet das
Differenzenschema von F, :

F, gy VA,
7 73
b Ve mit

By Wl g Pht1F) = VkFy — VEFs;
V Fqy .

Fyp entsprechend wiire zu setzen:

Vh+1fy = Vhfy — Vkfiog.
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2. Bestimmung der Leitdifferenzen 7" f,:

Die fir die Aufsummierung notwendigen Leitdifferenzen p*{,
(Anfangswerte) und P* f, (Korrekturglieder) ergeben sich unmittelbar
aus der Interpolationsformel 1):

fo = Fo
Vi, = 0,2 7 Fy4 0,032 P2 F, 4 0,048 72 F,
P = 0,008 P2 F, 4 0,032 |2 F,
Vo = 0,008 73 F}
Pilseq = Plyy == 00BBPE, .
Py = = + 0,072 P4 F, , 4
Vifsy = Vispn = 0 Poam Ly By cnns

Mit einem Rechenlocher lisst sich auch dieser Arbeitsgang rein maschi-
nell ausfithren.

3. Bestimmung der interpolierten Werte f,:

Die fortgesetzte Aufsummierung der berechneten Leitdifferenzen
ergibt laufend die gesuchte Interpolation f,. Maschinell entspricht dies
der Umkehrung des ersten Arbeitsganges.

* *
*

Die dargelegte Methode ist nicht auf den Spezialfall der Uber-
lebensrenten (Witwenrenten ohne Bertcksichtigung der Wiederver-
heiratung) beschrinkt, sondern lisst sich ohne grosse Anderungen er-
weltern. So kann der Abzug wegen der Wiederverheiratung der Witwen
beriicksichtigt werden durch einfache Umrechnung der Iaktoren fiir
die gewdohnliche Uberlebensrentenversicherung oder durch eine geeig-
nete andere Wahl der Parameter.
| Ferner liessen sich analog Faktoren aufstellen fiir andere Formen
der individuellen Witwenrentenversicherung, z.B. fir den Fall, dass
beim vorzeitigen Tod der Ehefrau die aufgewendeten Mittel nicht ver-
fallen sollen.

1 Formel von Laplace-Everett (symmetrische Form der allgemeinen Newton-
schen Formel) s ¢
[ PR P e
me =

]‘ + uF, + ('“ by 1) ) W T

; o [0 s D

| e 12 g,
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Zusammenfassend darf die beschriebene Faktorenmethode in theo-
retischer Hinsicht als befriedigend und praktisch als arbeitssparend be-
zeichnet werden. Thre Anwendung beschrankt sich nicht auf die im
Gruppenversicherungsgeschiaft iibliche mdividuelle Witwenrentenver-
sicherung, sondern ldsst sich ohne weiteres auf andere mehrfach ab-
gestufte Tarifarten ausdehnen.

Parabolische Interpolation mit Hilfe von Lochkarten

a) Allgemeines Schema b) Schema des 1. Arbeitsyanges

tum 5
vergrossern

i [umsoriieren]

t—>s

Oxx0XX¥X0
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