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Renten und Todesfallversicherungen höherer Ordnung

Von E. Rufener, Zürich

Es ist möglich, die kommutierten Zahlen zu beliebiger Ordnung
als Operatorenprodukte aufzufassen. Eür die Operatoren zeigt man
das Bestehen der elementaren Rechengesetze (distributives Gesetz,
kommutatives Gesetz), deren Anwendung mühelos und ohne jede
Rechnung auf eine Reihe bekannter Relationen für die Barwerte von
Renten und Todesfallversicherungen höherer Ordnung führt, die in
der Regel voneinander unabhängig, aber stets mit denselben Methoden

(partielle Integration oder Variabeintransformation mit Vertauschen
der Integrationsreihenfolge in einem mehrfachen Integral) hergeleitet
werden.

Der Zusammenhang zwischen den Operatoren, die auf diskontierte
Zahlen kontinuierlicher und diskontinuierlicher Art führen, wird
vermittelt durch eine erweiterte Eulersche Summenformel mit
verallgemeinerten Bernoullischen Zahlen als Koeffizienten. Ihre Anwendung
führt auf eine Eormelgruppe, die den Zusammenhang herstellt zwischen

Grössen wie (Iä)xund {Isl)x, (IIä)x und (I7a)xoder den entsprechenden
Barwerten für die Todesfallversicherung.

Es ist uns bewusst, dass die Ergebnisse dieses Aufsatzes Relationen

von arithmetisch einfacher Natur sind und dass ein Grossteil von ihnen
bekannt ist. Den Zweck der Note sehen wir vor allem in einer methodischen

Vereinfachung: wir erhalten von einem höhern Standpunkt aus

Einblick in den einheitlichen Aufbau einer Klasse häufig verwendeter

Beziehungen, die als Spezialfälle der elementaren Relation 6adb da+i

erscheinen. Daneben vertieft die durch unsere Methode erzielte
Verallgemeinerung das Verständnis für den einzelnen Sonderfall und wird
auch damit zum Hilfsmittel für die praktische Anwendung.

Benützt wird ein sich auf die Abbildungseigenschaften spezieller
Funktionaltransformationen (Eouriertransformation, Laplacetransfor-
mation) stützendes Verfahren, auf das man durch die Struktur der

betrachteten Funktionen geführt wird. - Durch eine geeignete Eunk-



— 167 —

tionaltransformation bildet man die gegebenen Funktionen
(Originalfunktionen) in einen «Resultatraum» ab. Komplizierte und
unübersichtliche Relationen zwischen den Originalfunktionen erscheinen im
Bildraum als algebraisch einfache Beziehungen, die nach unbekannten
Grössen aufgelöst oder aber in einer zur Lösung des gestellten
Problems geeigneten Weise umgeformt werden können. Die inverse
Transformation lässt uns dann aus den Ergebnissen im Bildraum auf die
gesuchten Relationen zwischen den Originalfunktionen schliessen.

1. Die Zahlen Sx als Operatorenprodukte

Die Rekursion _ ^?_
Sx J Sr1 di j Sr~+t dt, (r> 0 ganz), (1)

x 0

die mit dem Anfangswert _ p jr> _ j e-sx m-i
X X ' XX \ /

die diskontierten Zahlen kontinuierlicher Art der Lebenden zur
Ordnung r definiert a), führt auf die Darstellung

oo T

Srx i^Jd^j Ds — Jr {Dx}' (3)

in der Srx Ergebnis einer r-fachen bestimmten Integration von Dx ist.
Formel (3) ermöglicht aber auch eine abstrakte Interpretation: Srx

entsteht aus Dx durch Ausüben des Operators Jr auf die Funktion Dx.
Jr ist Operator einer bestimmten Integration, bei der der Punkt oo

ausgezeichnet ist. Jr werde auf Funktionen ausgeübt, die im Unendlichen

von beliebig hoher Ordnung verschwinden. Für das Produkt
des Operators Jr auf die Funktion &(x), JT (<Z>(a:)}, also für das r-fache
bestimmte Integral von &(x), gilt dann die Beziehung

(4)
OO CO OO \ /

Jr{0(^} ^Jdij0(i) j^J(£-xr10(i)di j^jrl&(x + t)dt,

0 (r > 0) b)

a) Es ^S°x Dx,Sl Nx,Sl Sx.
oo

b) Jr f(|-»)r-i 0(f)df ist das Weyische Integral der

Ordnung r [1], (?"V
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die das r-fache Integral durch ein einfaches darstellt und die für unsere

Betrachtungen grundlegend ist. Insbesondere wird

oo oo

S'x Jr{Dx} =J^f tf-xr'DtäS ^Dx+t dt. (5)

x 0

In (4) und (5) ist eine Beschränkung der Integrationsordnung r auf

ganze Zahlen überflüssig; das Ergebnis der Integration ist analytische
Funktion von r, das neben seiner Bedeutung als Ordnungszahl zur
komplexen Variabein wird a). Für unganzzahlige r > 0 interpoliert (4)

die ganzzahligen Integrale. Die hier betrachteten diskontierten Zahlen
Srx stehen somit im engen Zusammenhang mit dem Problem der
kontinuierlichen Integration [1], [2].

2. Eigenschaften der Operatoren Ja

Mittels (4) verifiziert man für Ja das Bestehen der Gesetze

Ja{k0{x)} kJa{0(x)}, (I)

und damit ^ <!I)

<5,(1) + kIr{®1(x)) + *2J'{®2(x)), (ir;
das Ja als linearen Operator kennzeichnet. Die Grössen Ja erfüllen
überdies das kommutative Gesetz (Gruppengesetz)

Ja{Jß[0(x)]} Ja+ß{0(x)} Jß{Ja[0{x)]}
oder

J«Jß Jf+P JßJ«. (III)

Wir beweisen (III), indem wir zeigen, dass das Gruppengesetz
unmittelbare Folge des Faltungssatzes der Fouriertransformation ist.
Mit Hilfe der Funktion

1, x < 0

rj{x) { I, x 0 (6)

0, x > 0

a) Z. B. ist Sx die durch —-j— f ]/1 Dx+t dt —= j ]/1 Dx+t dtr (y) J i n
wohldefinierte Funktion. o o
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ist J {<£(£)} als Faltungsprodukt darstellbar
OO OO

J J 0(g) dg jf 0(g) rj(x-g) dg j?(F) *0(x),
X -oo

so dass Ja{0(a;)} Faltungsprodukt von 0(x) mit der Faltungspotenz
rj(x) und

Ja(Jß[0(x)\\ i](x)*a *r](x)*ß * 0(x)
wird. Weil das Faltungsprodukt kommutativ ist, entnehmen wir der
letzten Beziehung

Ja{Jß[0{x)]} r}{x)^+ß]*0{x) Ja+ß\0(x)} Jß{Ja[0{x)]}. (III)
Beachtet man die Relation

[H—; X>Q |oo, x 0, (a<l)
fj{x)*a I r(a) (ac> 0) mit yj{x)*a | 1 x 0, (a 1)

'
0 ' ^<0 1,0, x 0, (a> 1)

so lässt sich aus Ja[0{x)} 7]{x)*««0{x)

noch mühelos auf die Formel
oo

Ja{0(x)} J(i~xrl0(i) dg, (a> 0) (4)

schliessen. 1

Definitionsgemäss sei

jo{0(a;)| 0(x); (IY)
der Operator J° lässt 0(x) unverändert, stellt somit in der Operatorenmenge

Einheitselement dar. Die Beziehung
oo

~ j 0(g) dg -0(x)
dx

ermöglicht eine Erweiterung der Operatoren Ja auf negative Parameter.

Mit der Bezeichnung D folgt zunächst
dx

D(J[0(x)]) 0(x) oder DJ J°. (Y)

n d
u — —z— ist mithin zu J invers: D — J

dx



Ebenso verifiziert man für ganzzahlige n die Relationen

D" J» jo, D" J« (oc > ra),

[ d\ndie Z)" J " als zu Jn inverses Element erklären und für
\ dx J

beliebige ß > 0 zur Darstellung

Dß Z>M+1 JM+HJ (0 < ß - [fl] < 1)
hinweisen.

Das Verschwinden der Funktion 0{x) mitsamt ihren Ableitungen
0'(x), 0"(x), im Punkt °o ist notwendige Bedingung, damit das

Gruppengesetz ^ ja Ja^
oder (a > 0, ß > 0) (III')

J-PJ* J«J-P

uneingeschränkt gilt a). Die in unsere Ausführungen eingehenden
versicherungstechnischen Funktionen haben die Eigenschaft, im Unendlichen

von beliebig hoher Ordnung zu verschwinden.

Im Hinblick auf spätere Anwendungen halten wir noch die zu

<5 {®(x); y) <p{y)

gehörenden Verallgemeinerungen

%{J°[0(x)];y} J^<p(y)
und

y)
(8)

5 {Da[0(a;)]; y) (iy)*<p(y)
fest.

3. Anwendung des Gruppengesetzes

In der Form J® Jß Ja~ß wenden wir das Gruppengesetz auf die

Funktionen 0(x) Dx und 0(x) fixDx an und erhalten

m - j>m'}

a) Die Operatoren bilden wegen (III'), (IV) und (V) eine einparametrige
Abelsehe Gruppe.
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Insbesondere ist D% DE* R? (10)

und

somit

Aü1 — J 1
Ac — — At — ißx + <5) Ac>

?XDX= (J~1-d)Dx. (11)

Für Rx gewinnen wir nun die Darstellung

R« J*{pxDx} J*{(J-1-d)Dx} J^DX-ÖJ«DX,

also die Beziehung ^ ^ (12)

die in einfacher Weise die diskontierten Zahlen von Gestorbenen und
Lebenden miteinander verknüpft.

Den Beziehungen

d At1, ,X1 (> 0, 7c 2^+1

(A) si j >0'l l*,,\dx / [ <0, & 2k + 1

entnimmt man noch, dass St für k
konvex! ^ej, Ordnung

(2a: konkavJ
und Rl für k {^+1 konkav) (fe-1)"ter 0rdnunS ist ^

Für die durch
öa+l

(l«ä)x (I°Ä)X -f-, (« > -1) b) (13)
X X

definierten Barwertfunktionen weist man nun mühelos mittels (9) die
Relationen

a) /(&+1) (x) >0 (< 0) ist notwendig lind hinreichend dafür, dass f(x) konvex
(konkav) fc-ter Ordnung ist.

b) Diese Parameterauswahl genügt für die Praxis; sie ist an sich willkürlich
und braucht nicht das Existenzgebiet der Formel zu bezeichnen. Insbesondere ist

(I-1 ä)x 1
> (7° ä)x äx, (I1 a)x (I ä)x, (I2 ä)x (II ä)x,

{l~lÄ)x l*x, (I°Ä)X ÄX, (PÄ)X (IÄ)X, (PÄ)X (IIÄ)X.
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Dx(I°ä)x je{Dx(r*ä)x} mj
0

>o

t^(I^ä)x + tDx+ldt, (14)

DX(I°Ä)X Jß{Bx(F'ßI)x} - m J
0

(a > 0,

>0

i^(ia-ßI)x+tnx+ldt, (15)

0 1,2,..., a -f-1)

nach. Sie lauten beispielsweise für a 2 :

a 2 ß i ß 2 COII

(mx
oo

0

oo

täx+tDx+tdt

0

oo

I t2Dr, dt
2DXJ x+t

0

(HÄ)x

oo

JQ- A)x+tDx+tdt

0

oo

j^t-d-z+iDx+idt

0

oo

2 Dxfl ^+tDx+'dt
0

(12) führt noch auf die Beziehung

(l«l)x {F-H)x-d(Fä)x, (« > 0) a). (16)

4. Die Zahlen Srz

oo

si s ^r1' (r > °> sanz)>mit si Dx hvX b) (17)
$=x

definiere, in geringfügiger Abweichung zu den üblichen Bezeichnungen,
die diskontierte Zahl diskontinuierlicherArt der Lebenden zur Ordnung r.
Sx geht aus Dx hervor durch r-fache Summation und ist auffassbar als

Produkt des Operators Sr der r-fachen Summation auf die Grösse Dx.

Sl (fJD, Sr Dx.

a) Äx l-däx, (IÄ)x ax-d(Iä)x, (II Ä)x (lä)x - ö(Ilä)x
si^nx, sl sx.



— 173 —

Durch die Funktionaltransformation werden die unübersichtlichen
iterierten Summationsprozesse abgebildet in algebraisch einfache
Operationen. Tabelle 1 orientiert über die im Original- und Bildraum
einander zugeordneten Funktionen. Die Pfeilrichtung zeigt, in welcher
Weise auf ein Ergebnis geschlossen wird. r b 11 1

Originalraum Bildraum

0(x) <p(y)

0(X + v) e~"v (y)

CO

s{0(x)} v 0{x + v)
v 0

- * <Pi(y) - 1_e-iy<p(y) a9)

Sr{0{x)} SfjSf-l[<P(a:)]}

(21)

- yAy)
i / l V

1_e-iy<Pr-l(y)=[1_e-is)<P(y)
(20)

v) --
00 fr -L V — 1 \2 [

v
)e-""q>(y), (r>0)

v=Q \ V /

S°{0(x)} 0(x) - <p(y), (r=0)

6-{0(x)} 2(- iy(n)0{x
v 0 v

+ v)* -<p-n{y) 2(-irC)e-"'?'(3/),(r=-n)
v=0 xv/

(— l)nAn0(x)

Dem symbolischen Produkt Sr0(x) entspricht im Bildraum das

Produkt der r-ten Potenz —^ mit der transformierten Funktion.
\ 1 — e~w J

Die Bechenregeln für die Potenzen ^ übertragen sich nun auf

die Produkte mit Operatoren und sind nicht auf positive und ganze
Exponenten beschränkt. Wir entnehmen Tabelle 1 die Beziehungen

S°{0(x)} 0{x) und S^{0{x)} (-l)nAn0{x);
S° ist mithin in der Operatorenmenge Einheitselement und (-1 )n An

ist zu Sn invers.



Beziehung (21) gibt die Vorschrift, wie die r-fach iterierte Summe
sich durch eine einfache Summation bestimmen lässt:

s'{0(*)} 2(r+J 1)ö>(® + ") S(rt_i 1)0(x + v) (21)

Die Gesetze
(I)

Sx{01(x) + 02(x)} S«^®)} + S"{02(s)}, (II)

S^k^x) + k202(x)} k1Sa{01(x)} + k2Sc'{02(x)}, (II')

charakterisieren Sa als linearen Operator. Wegen

S^S"^®)]} ^{Sa[0(z)]} Sa+^{0(o;)}, (III)

S°{0(a;)} 0(x), (IV)

Ä"1 {^(m)} -A0(x), (V)

bilden auch die Operatoren Sa eine einparametrige kontinuierliche
Abelsche Gruppe.

Namentlich in der Form Sa Sß Sa~ß ist das Gruppengesetz für
versicherungstechnische Anwendungen geeignet und führt zu einer

Reihe elementarer Relationen. Wir wählen hierzu 0(x) Dx und

0(x) vqxDx; dann wird

SS S«{DX} S^S^}
Bl S^{vqxDx} S^{B^}

(22)

Insbesondere ist S_1 Sx — A Sx Sx 1,

(23)
S'1 Bax -ABax Bl1

und S£ -ADX Dx-Dx+1 (vqx + ä)Dx,

mithin vqxDx (S'1 -d) Dx (24)

und Bax Sa{vqxDx} S^S^-d) DJ ^D^dS'D,
oder B^S^-dS«. (25)
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Aus A*»S*- (-!)»«(„,,-MJD, (>° \\Z\1 + 1

schliesst mail, dass S* für k j * komex j ^4er Ordnung ist und
^ 2x konkav &

ebenso iolgt ans v '

dass die diskontierte Zahl Bx der Gestorbenen für k | konvexe

Funktion (fc-l)-ter Ordnung ist a).
I2* + 1 konkave

Definiert man die Barwertfunktionen durch

ga-fl
(laa)x -£-, (IaA)x ^-, («>-1)»») (26)

X X

so ergeben sich als triviale Folgen des kommutativen Gesetzes (III)
die Beziehungen

Dx(l*a)x SH{Dx(I**a)x} 2 f +ßlt *) (I"-ßa.)x+vDx+v,

DX(FA)X S^{DX(I^A)X} § (F~?A)X+VDX+V,

(a > 0; /? 1, 2, a + 1)

die z. B. für oc 2 explizite ausgeschrieben werden:

CN

I
11«

1
ß l CO

(«a),= l 00

T\ ^ ^X+V -^X+V
J^X f=0

1 00

yr 2 (v +1) 2-x+,Dx+v
aJx v—0 if/rN-

tt2 (ia)x+v Dx+v
v 0

1 00

7^"2(a'+1)^+rZ)x+v
-^ic v=0

^ 1 — da.x lässt sich gemäss (25) zu

(FA)X {F~xa)x-d{FA)x, (a > 0) verallgemeinern °). (28)

a) zlfc+l f(x) > 0 ist notwendig für die Konvexität fc-ter Ordnung der Punktion
/ (at) und hinreichend in bezug auf nur ganzzahlige Argumente.

») (2-^ 1, (2° a)x zx, (21 a)2 (2 (22a)x (22 a)*,
(I~1A)x vqx, (PA)x Ax, (PA)x (1A)x, (PA)x=(IIA)x.

c) (2A)x ax_d(2a)x, (22A)x (2z)x - d(22a)x.



5. Bernoullische Polynome und Zahlen höherer Ordnung

Für nicht-negative, ganze v und n lässt sich das Bernoullische

Polynom vom Grade v und der Ordnung n durch die Eigenschaften

(I) Bf(x) fßW(x), (v > 0, n > 0);
dx

(II) f (v>0),n>0);
0 0

(III) B^(x) 1

definieren, welche für n 1 die gewöhnlichen Polynome Bv(x)
charakterisieren. Um die übrigen Eigenschaften der Polynome B{"\x) zu

überblicken, empfiehlt es sich, auf ihre erzeugende Punktion

z F(x,y) 2 "41 f (29)
v 0 Vi

zurückzugehen. (I) stellt für a eine lineare partielle Differentialgleichung

p — yz 0.

mit dem allgemeinen Integral

cta. z-to{y)e
Die Mittelwerteigenschaft (II) und Beziehung (III) lassen uns

co(y) aus

l l
J... JF(£i +••+£„>£/) d£i • d£n
o o 11 / y ^

•

co(y) f... fey{*1 +- + $n)d£1... d£n miij) 1 1,

oo \ y

bestimmen, so dass

z F{x,y) — (30)
v i" (eV — \y

elementar geschlossene Darstellung der erzeugenden Punktion der Ber-

noullischen Polynome höherer Ordnung ist.
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Aus der Fülle der Beziehungen, die sich nun aus (29) und (80)
ergeben, seien nur folgende erwähnt:

a) Bl0)(x) xv,

b) ABf?\x) vB^\x) ~B^~\x),

c) B<?+"\x+y) %[Vi)B<?Xx)BWl(y),
A=0 ^

für m 0, y 0: BW(x) 2 (f) ßWxx\
A=0 W

d) B<-;+1Xx) (1 --) Bl»'(i) + (X - ra) - BW(ir),
\ nj n

e) Die Grössen ßW(0) B{f>, Bernoullische Zahlen höherer
Ordnung genannt, sind als Koeffizienten der Reihenentwicklung

y \n ~ B{n)

!l/l<2» (3D

Polynome in n. Sie lassen sich etwa mit Hilfe der Rekursion

b{;] -- 2 (-!)" (l)Bi:\, B^ i
v Jl l

aus den Bernoullischen Zahlen niedrigeren Grades und den gewöhnlichen

Bernoullischen Zahlen R berechnen:

0 — 1

n
BW

1
2

3 n2 — n
BW

2 12

Bw
n3~n*

15w4 — 30w3 -)- 5n2 + 2n

240

3 n5 —10 n4 + 5?i3 + 2n2
5

96

B(n) _
—315w5 + 315w4 + 9ln3 —42n2 —16w

6
4032

12
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Die für die Anwendungen bedeutsamen Werte sind in der
nachfolgenden Tafel enthalten a). t b II 2

X\n 1 2 3 4 5

0 1 1 1 1 1

1 1

2 -1 _ 3 -2 _ _5_

2 1

6
5
6

2 ii
3

35
6

3 0 1

2
9

4 -6 ~~ T

4 1

30
1

10
19
10

251
30

24

5 0 1

6
3
4 -9 475

12

6. Der Zusammenhang zwischen den Operatoren Jr und Sr

Für die Differenz (Jr — Sr) 0{x) lässt sich im Bildraum eine

Potenzreihenentwicklung herleiten, die im Originalbereich den gesuchten

Zusammenhang vermittelt. Mit Hilfe der Beziehungen (8) und (20)

erhält man für

%{(Jr-Sr)0(x);y}
\ 1 1 1 1 \

)(^~~(l-e-yj ^ ~ W |
1 -w \r\

e~w — 1
<p{y

und, weil der Klammerfaktor von <p(y) im wesentlichen erzeugende
Funktion der Bernoullischen Zahlen r-ter Ordnung ist, die nach
Potenzen von iy fortschreitende Reihenentwicklung

g((Jr-S')0(*);?/}

die invers transformiert wird:

l ~ (-lr+ißw
(w)">(iyyä vi [J)'

(32)

a) Vgl. N. E. Nörlund, Differenzenrechnung, Berlin (1924), Springer. Die

Polynome sind für v 0 bis 12 im Tabellenanhang enthalten.



Die Differenz Jr@(x) — Sr&(x) der Operatorenprodukte lässt sich
demnach darstellen durch Integrale niedriger Ordnung und durch die

Ableitungen von &(x). Entwicklungskoeffizienten sind die im
vorangehenden Abschnitt eingeführten Bernoullischen Zahlen höherer
Ordnung. Für r — 1 stimmt (32) mit Eulers Summenformel überein. Mit
den Zahlenwerten von Tabelle 2 folgen aus (32) die Formeln

S J + i + ±D--&Va,
S2 + ^ + ^VD-|- -gig- D2, (33)

J3 + |J2 + J + A + J0_D+^D2j
welche die mehrfachen Summen in Form einer symbolischen asymptotischen

Reihe durch Integrale und Ableitungen ausdrücken. Durch
sukzessive Elimination der Integrale niedrigerer Ordnung entstehen
hieraus die Beziehungen

J S — y — + ^fö-D3,

J2 S2-S + ±-^D2, (34)

j* S*-±S* + ±S + ^D,
die mehrfache Integrale durch Summen und Ableitungen darstellen.

Auf die Funktion 0(x) Dx ausgeübt, ergeben sich aus (33) die

Beziehungen _Nx Nx + \DX + + d) Dx,

Sx Sx +Nx + ^Dx + ji(ßx+S)DX, (35)

$1 Sl + fSx + Nx + -jDx + w(/L + d)Ac>

während (34) auf

Nx Nx — ^Dx-js(ßx + d)Dx,

Sx Sx — NxJr-^Dx, (36)

S% Sl-}SX + ±NX + -&(px + 8) Dx
führt.

(35) und (36) enthalten die Relationen, welche die Barwerte
kontinuierlich und diskontinuierlich zahlbarer Leibrenten miteinander
verbinden:
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—

(Ja),

(Ha)x

+ 2" + 12 ißx + a)

(J ®)x + 4c + Ä + Ä (/4c + $)

(II Ü), + y (I ä), + äx + y + w (A'X + <3)

(37)

<Ü ax — Y —12 (A«X + <5) a)

(Jä), (nji-a, + ^ (38)

(Ilä)x (JJ a)x—y (J a)x 4- t a, + w (/4c + <3)

7. Die Barwerte bei temporären Leistungen

Die Operation

1

Wz)} I»
tr 0{x + f) dt, (n > 0; r > 1, ganz) b) (89)

lässt sich durch elementares Umformen auf iterierte Operationen J
zurückführen:

(40)

Für 0(x) Dx und &{x) //XDX ergeben sich mithin die Beziehungen

-1 nxj'ln l _ cg_ V Qr-Jl°n\ xI ^_j
A=0

r-1 ^jr r) 1 __ pr l?r_ Pr~*
zf -^x:nj -^z ^_j -^x+n*

A=0 /i
(42) lässt sich noch mittels Brx S^1 — 6STX überführen in

„r-17b
J57 — qr-l cor
^z.-nl °x:n| ^ ^ J

*

(41)

(42)

(48)

a) Die Beziehungen zwischen a, und ax sind wohlbekannt und in der Kegel in
der Literatur erwähnt.

») J°n{&(x)} &(x).



Die durch
_ _

~> (X>-1) (44)
^X X

erklärten temporären Barwertfunktionen können nun mit Hilfe von
(41) und (42) durch Barwerte lebenslänglicher Renten- und
Todesfallversicherungen ausgedrückt werden a). Für die gemischte Versicherung
r-ter Ordnung (Barwert (Ir A)x.„], Erlebensfalleistung nr/rl) findet man
als Verallgemeinerung der Relation Ax-n\ ~ 1 — däx.-\

(rA)x:^ {F^ä)x-{-ö{Fä)x:-{, (r> 0) b). (45)

Algebraisches Umformen c) führt die durch

-SnW®)} ^ ®(x + v), (n> 1; r> 1, ganz) d) (46)
v=0 \ ' J- /

erklärte Summe über in

S;{^(x)} S'{0(a:)}-2of+/ 1)S-Ä{Ö>(® + »)} (47)

die den Zusammenhang zwischen diskontinuierlich dargestellten
Barwerten temporärer Leistungen mit den Barwerten lebenslänglicher
Leistungen vermittelt.

a) Es wird etwa:
- _ - &x+n
^x:n | — ^x

Dx
hx-\-n>

(%a)x:n\ — {%a)z

(IIa)x:n\ — (11 a)x

Dx+n [(Iä\'x+n'

x+n
Dx

n' _
(Ila)x+n+ n(lä)x+n + 0 ax+n

*x:n\ — 1 ~~ oax:n\y

| ax:n| — d(lG>)X;n\ >

(U--A)x:n\ ~ (Ia)x:n \ ~ ^ (^^a')x:n\•

c) Man hat das aus der Identität
1 1

(1 + ofyP+t+i (1 + x)v (1 -f aOe+1

sich ergebende spezielle Additionstheorem für Binomialkoeffizienten

(P + 5 + r\ y (P + A-l\ (« + r-A\
Q)

anzuwenden.
^ r ' fcfc 1 ' ' r~X '

d) -SS{®(®)} 0(X).
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Die aus (47) für die Punktionen &(x) Dx und @(x) vqxDx
sich ergebenden Beziehungen seien festgehalten:

«;{£*} s£n a)> (48)

S:{vqxDx\ (49)

Weil nach (24) vqxDx= (S_1 — d) Dx ist, erhält man aus (49) die (43)

entsprechende Relation

Kni S:{(S^-d)Dx] Sr{(S-^d)Dx}~^ (W+^1)s^{(^-d)Dx+n

s^-ds:-i-f^_7Va+»- (50)

Für die durch

(-T'a)^ ^a, (r>-l) (51)
-^a; a;

definierten Grössen gelten die Beziehungen

(I'a)..a - (l'a),-4hti g +)"1) (l'-'a),+>»), (52)

(-TM)L- - (1'2l),-~f!LE(n+j "') (i'J4,+». (53)

a) Formeln (48) und (49) sowie die daraus sich ergebenden Beziehungen fur
die Barwertfunktionen sind in einer nicht veröffentlichten Studie des Herrn
Dr. P. Adrian, Zürich, enthalten.

b)
Dx+n

i aT a.
Dx

(1 a)x
D.

(Iah —— [(la)J+„ + «aI+„],

(74a)I:n| — (IIa)j

D
D.c+n

Dx
(II a)I+B + n(la)x +

'w + 1

2 'Ax+n

Wir erwähnen, dass beispielsweise die Barwerte (IIa)x in der Formel fur
die ausreichende Bruttoprämie einer gemischten Versicherung mit niedriger
Anfangsprämie verwendet werden, wenn ein bestimmter Gewinnsatz nach dem

System der steigenden Dividende eingerechnet wird.
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Als Verallgemeinerung von Ax-\ 1 — da.x.^ erhalten wir für
den Barwert (F A)x.^ der gemischten Versicherung r-ter Ordnung

^Erlebensfallsumme ~^ ^
(FA)X~{ {F-^)x-rä{F a)^, (r > 0) »). (54)

8. Ungleichungen

Die grundlegenden Ungleichungen der Analysis geben Anlass zu
einigen bemerkenswerten Beziehungen zwischen den betrachteten
Barwertfunktionen [3], [4],

Schwarzsehe Ungleichung (f f gdt)2 < j fdt f g2dt (Gleichheitszeichen,

wenn af==ßg, (ot,ß) ^ (0,0)) b). Wir ordnen die in der

nachfolgenden Tabelle enthaltenen Funktionen f und g zu. Die unter
der einzigen Voraussetzung der Integrierbarkeit der beteiligten
Funktionen gewonnenen Belationen sind ebenfalls in Tabelle 3 enthalten.

Tabelle 3

/ 9 Ergebnis der Ungleichung

(Uü)L-, <^ (lr+ 10-)x:»n ä)x-.n\'

(r > 1)

(U1)L-|< (Ir+1I)i:iT

(r> 1)

^r+1Dx+t ]/ f""1 Dx+

l/r+V*+iD,+< y 1

^x+t^x+t

Im Fall der lebenslänglichen Leibrente kann das Ergebnis noch
etwas verschärft werden.

a) Ax:ni ~ 1 — däx:nj,

{hA)x:n\ &X:n\ — d(-la)x:nj,

(F^)x:n | U-A)x:n\~ d(Il Ä)x:n\•

b) Inequalities [3], Seite 132. Aufgaben und Lehrsätze [4], Seite 54.



ta+b0dt) cll-f—^—H I t2a0dt I t2i®dt*),j 1 V«+f>+i,MJ J
0 0 0

(a>0, fe>0, a^b; 0(<)>O, 0(i1)><P(y, (^<^2)) gibt nämlich

für a b a + & r' (r > !); ^(*) Dx+t

t --4-2

(r>l). (55)
r +1

Cauchys Ungleichung (2 a&)2 < 2 0,2 2 (Gleichheitszeichen,

wenn <x.av=ßbv, (a,/?) ^ (0,0) b) führt bei der diskontinuierlichen
Betrachtungsweise zu analogen Formeln. Setzt man

Tabelle 4

a b

I/cvk
l/(r+:+>9.+.i>,+. )!(+.ß,t.

und beachtet

_^rr),<r + : + i)r+r:)j (r>1)_

so folgen

(ra)L- <^ Cr+1a)KÄ1(I^a)^, (r > 1)

und (56)

(JM)I:nl < ^±1 (P+1 Ä^-ßl^Ä)^, (r > 1).

a) Inequalities [3], Seite 166.
b) Inequalities [3], Seite 16.
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Tschebycheffs Ungleichung. f(t) und g(t) seien ähnlich geordnete
Punktionen, d.h. {/(h)-/(^)} {d(k) - 9(h)} > 0. Dann gilt für die

gewogenen Mittelwerte

/pf dt

j p dt

unter der weitern Voraussetzung x > 0

(Ungleichung von Tschebycheff). Der Sinn der Ungleichung ist
umzukehren, wenn {/(fj) — f(t2)) [g(tß — g(t2)} < 0 ist; das Gleichheitszeichen

gilt in ihr, wenn sich eine der beiden Punktionen zur
Konstanten reduziert.

Pür x 1

und p(t) sZt ~K+t (Mz+t + d) Dx+t> /(0 =~lp, 9(t) St1*
&x+t

(1 < ß < r) sind, unter der Annahme px+tl < px+t2, (tx < t2), die

Voraussetzungen des Satzes erfüllt. Man erhält zunächst

Dxs:+1<SßxSr~ß+1, (l<ß<T)
und hieraus

(rä)x<(l^ä)x(I^ä)x, (l<ß<r). (57)

Im Fall ß 0 gilt trivialerweise das Gleichheitszeichen. Die letzte
Delation lässt sich zu

(F ä)x < (IU-I ä)x (1^ ä)x... (1^ ä)z (J^T. • -ßr ä)x

abschwächen und heisst für ßx ß2 ßr 1

(Fä)x < ärx+1 »). (58)

Schliesslich wird man noch auf

(Fä)x<]/{äx(Iä)x...(F-lä)x}F (r > 1) (59)

geführt, wenn für ß 1, 2, r die Ungleichungen (57) miteinander
multipliziert werden.

a) -4. Berger, «Mathematik der Lebensversicherung», Wien (1939), Springer,
Seite 104, Formel 98.
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Wenn /ux < [ix+t, (t> 0), fällt äx monoton; wegen

kann noch auf

(lrä)x< (l<ß<r +1) (60)
(ßx + °)

geschlossen werden.

Die Mittelwerte
9^(0) /_2

\ 2P / ' (p, > o)

erfüllen die Ungleichung

9Kk(6) < mx(ab) a)

unter den beiden Voraussetzungen

(an ~av) {bß — by) > 0, d. h. {av} und {bv} ähnlich geordnetb) und x > 0.

Sind die beiden Dolgen entgegengesetzt geordnet, so ist der Sinn der

Ungleichung geändert; sie geht in eine Gleichung über, wenn eine

der beiden Polgen aus identischen Gliedern besteht.

Wir wählen x — 1,

unter der weitern Voraussetzung qx+Vl<qx+V2 oder px+Vl> px+Vt>

(vi < vi) sin(i die Polgen

geschlossen wird. Für ß 0 wird a„ 1, (61) geht in eine triviale
Gleichheit über. Wird die Ungleichung wiederholt auf die rechts

stehende Eente (Ir"ßSi)x angewendet,

und Vv ~ADcc+v (®3*+, + d) Dx+vl

woraus

ähnlich geordnet. Tschebycheffs Ungleichung gibt

DxS^<S^+\ (l<ß<r)
WOraUS (^,<(^,(^4 (l<ß<r) (61)

a) Inequalities [3], Seite 43.
b) Dies ist der Fall, wenn beide Folgen nicht zunehmen.



so folgt

(Fa)t < (I*"1a)x (Iß^a)x -^a),

und für ßx ßs ßr 1.

(i'4<a;+1. (r>l). (62)
Formel (59) entspricht

(Ua)x<y{ax(Ja)x... (I^a),}2, (r>l). (63)

Um für die Barwertfunktionen (F a)x und (F a)x Grenzen für die

Abschätzung nach unten anzugeben, wenden wir die für konvexe
Funktionen 0(t), (to < f < M), richtigen Ungleichungen

JJT- (?(')>»."•<«')<")). (64)

{Py>0, m<fv<M) b) (65)
\2jP/ ZJP

an.

Es sei

f~ r' (r > 2) o), p(0 -K+t und /(*) *•
T

(64) führt mit den Integrationsgrenzen 0 und ®o zur Beziehung

äl+1

V'^-rbüT' {r>1) (66)
(r +1)!

die dann und nur dann zur Gleichung wird, wenn f(t) konstant, d. h.

r 0 ist.

a) Inequalities [3], Seite 151. Aufgaben und Lehrsätze [4], Seite 53.

b) Inequalities [3], Seite 74. Aufgaben und Lehrsätze [4], Seite 53.

°) 3>"(t)
tT 2

^>o, (t>0: rä 2). 0 ist notwendig und hin-
(r-2)!

reichend für die Konvexität von CP(t).
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It + t —1\
Für das für t > 0 konvexe 0(t) j (r > 2), schliesst

man mit p„ — Zl und /„ v -f-1 nach (65) zunächst auf

a,(a, + l)(a, + 2)...(a, + r-l)
r!

woraus mühelos
r+1

(I,a)a> fr+wr' (r>1) (68)

folgt.
Für r — 1 wird $>(i) f linear; (67) wird zur Gleichung.

Die Barwerte (Ira)x und (Fa.)x lassen sich demzufolge in die

Grenzen _r+1^ < (lrä)x<är+\
(r + 1)!

(r > 1) (69)
^+1

<{lr a),<a;+1,
(r +1)!

einschliessen. Beispielsweise wird für r 1 und 2

-2 2

aF<(lä)x<&l, ^<(IcC)x<al,

-3 3

-y <{llä)x<äl, ~<(IIa)x<al.
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