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La generation d'une chaine de Markoff

Par E. Franckx, Bruxelles

I. Position du probleme

1. Resume

Dans une note anterieure [1] nous avons mis en lumiere la relation
existant entre les echelles numeriques et certaines chaines de Markoff
particulieres que nous avons denommees elementaires.

D'une maniere plus precise, nous avons constate qu'ä toute chaine
de Markoff d'ordrer, on pouvait adjoindre un nombre k < r de chaines
de Markoff elementaires.

Le but de cette note est de montrer:

a) comment les chaines de Markoff d'ordre r peuvent etre engendrees

par les chaines elementaires,
b) que les chaines elementaires sont irreductibles, en ce sens qu'une

chaine elementaire ne permet plus de definirun nouvel element generateur.

2. Chaine de Markoff d'ordre r — Generation globale [2]

Rappeions brievement les elements de depart de la theorie classique.
Une chaine de Markoff comporte essentiellement:

1° Une suite de matrices {M"j, definie par:
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2° Une relation de composition

fa spst11?*,- (2,3)
Ä 1

relation qui exprime que le Systeme, apres (n — 1) Stades, a neces-
sairement occupe un des etats Elt E2 Ek Er.

Cette relation de composition definit la generation globale de la
chaine de Markoff, car la relation matricielle:

M«-1M1 M" (2,4)

multiplication colonne par ligne, resulte directement de la relation
de composition (2,8).

Remarque: Theoriquement les etant des probabilites represented

des quantites non negatives.
Cependant toute la theorie developpee est applicable, si les p* de

la matrice M1 obeissent a la seule condition.

i l, 2... r.
3=1

C'est a ce point de vue que nous nous plagons.

3. Generation par colonnes

I. Nous conviendrons:

a) de representer une matrice quelconque d'ordre n, sous la forme
«ctorielle: Jf _ [g, g (3.1)

pi indiquant un point, dans l'espace ä r dimensions, qui fixe les

probabilites de passage en n stades, a partir de l'etat

b) de representer de plus, la matrice d'ordre 1, sous la forme
colonne, c'est-a-dire:

M1

h
~h

(3,2)

It

li indiquant, un vecteur dont les coordonnees sont les elements de la

ligne i;



c) moyennant cette convention la relation de composition (2,3) peut
se mettre sous la forme d'un produit scalaire:

Pg vVh (3,3)
avec r r

!• (3,4)
j=l ]—i

II. II resulte de la notation l'isomorphisme:

(3,5)

par suite le vecteur p" est completement determine, par la connaissance
de son antecedent et des r vecteurs de base: \

En conclusion, il est possible d'etudier la generation de la suite:

Vlft p" (3,6)

en dehors des elements des autres colonnes.

Sous cet angle, la suite de Markoff est completement definie par
r suites du type (3,6), pour i 1, 2 r. La generation plus parti-
culiere, qui precede, sera denommee generation par colonnes, et une
suite (3,6) une suite de colonnes.

Nous demontrerons que cette generation est completement deter-
minee par une chaine elementaire de Markoff (mais qui peut etre une
chaine dont la derniere colonne de la matrice M(1) contient des

elements negatifs).

II. Suite de colonnes et chaine elementaire adjointe

4. Base d'une suite de colonnes

a) Les differents vecteurs p" appartiennent a l'espace a r dimensions,

il en resulte qu'ä partir d'un indice fc + l<r + l on tombe
necessairement sur un vecteur pj+1, qui est lineairement dependant de

ses antecedents, qui eux-meme constituent un ensemble de k vecteurs:

p'lv'T1 Pi (4,1)

lineairement independants. Nous exprimons aussi simplement le fait
que la suite definit une multiplicite lineaire de dimension au plus
egale a r.
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On aura par hypothese:

pW gipf+ + qkp\, (4,2)

b) d'autre part (4,2) donne:

<hfjj + • • • + %vkj,»

et d'apres (3,3) et (3,4)

PI+2 iiPi,+1 + +%vl>
de cette formule, on deduit un double resultat:

1° en sommant par rapport a j, on obtient:

1 + % + • • • + (4,4)

2° et puisque cette relation est vraie quel que soit j, on en deduit
la relation vectorielle.

P1+2 <liPl+1 + ••• +%pt (4,5)

ce qui prouve que la relation (4,2) est vraie quand on passe de

fc + 1 a k + 2, eile est generale par induction, et on obtient la

relation recurrente,

P" PT1 + • • • +QkPTk+1

relation qui prouve: la suite de colonne p est engendree par une

echelle vectorielle [1]. Eemarquons que les nombres qx qk ne

sont pas necessairement non negatifs.

c) La relation (4,5) indique que tout vecteur depend lineairement
des n vecteurs qui le precedent dans la suite, on en deduit de proche
en proche que p" depend lineairement des k premiers vecteurs:
p\ p\ (4,1) et par suite cet ensemble (4,1) constitue une base de la

suite on pourra ecrire:

Pi Afl + xlPlt1 + • • • + %tP\> (4>6)

xx xk\ etant les coordonnees du vecteur p" dans la base choisie.

5. Tableau des coordonnees et sa generation

a) En vertu de l'existence de la base, la suite des colonnes est

completement definie si on connait le tableau des coordonnees,



149

a k lignes infinies:

1 0 0

0 1 0

0

Ik

9i

(4,7)

ou les elements de la colonne d'ordre n, donnent les coordonnees de p".
Les k premieres colonnes resultant du fait que les k premiers veeteurs
sont lineairement independants (base de la multiplicite).

La (k -|- 1) colonne resulte de la relation (4,2).

b) Chacune de ses lignes est une solution -particuliere d'une meme
echelle numerique.

En remplagant dans (4,5) des differents veeteurs, pour leur expression
dans la base (4,6), on obtient immediatement:

9i xT1 + % %T2 + +ikxlk
(4,8)

4 h 4'1 + % XT + • • • + %
,n-k

ce qui demontre la propriete: Remarquons en outre qu'il resulte de (4,8)

2 s? 1.
i— 1

6. Chaine de Markoff elementaire adjointe

a) Considerons la chaine de Markoff, dite elementaire, definie par:

M1

fO 0 0 qk
-

1 0 0 g/;_!

0 1 :

: : 0 92

_ 0 0 1 9i -

(4,9)

et ou la derniere colonne peut eventuellement comporter des elements
negatifs, mais

2 9i 1 •
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b) Theoreme de base.

La matrice d'ordre n, de la chaine est:

Mn

_n+l „m+2

,n+1 «+2
^1 X1 • • •

En effet, le theoreme est vrai pour n 1, en vertu du (4,9) s'il
est vrai par n, en vertu de la methode globale (2,4)

Mn+1 MnMl

y>n+k

(4,10)

X,n+1 „n+2
k X, v,n+fc-

\-X,n+l
1

•v.n+2

-y.W+2

- 0 0...0R
1 0 : Pk-1

0 l

L o o lpi -
y.n+k VkLn +1+lh~^l+2+ ••+?!
y.n+k

Vk xl+1 +
ce qui demontre le theoreme, en vertu de (4,8).

c) On deduit du theoreme de base que le tableau des coordonnees

est completement engendre par la chaine de Markoff elementaire;
la generation par colonnes est conditionnee par une chaine de Markoff
elementaire d'un ordre k au plus egal ä r.

Par consequent, la generation complete de la chaine de Markoff
peut etre obtenue en considerant r chaines elementaires au plus, dont

Vordre est au plus egal ä r; car il est possible qu'une meme chaine

puisse definir plusieurs suites de colonnes; on en verra un exemple

au paragraphe suivant.

pt x\+h
(4,11)

III. Les chaines elementaires

7. Pour terminer cette etude de decomposition d'une chaine de

Markoff, il est necessaire de prouver une propriete complementaire.

Theoreme d'irreductibilite:
Les chaines elementaires sont irreductables ou indecomposables,

au sens de la methode precedente.
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En effet, pour une chaine elementaire donnee on a les deux
proprietes:

a) Les differentes suites de colonnes d'une chaine de Markoff
elementaire sont engendrees par une seule et meme echelle vectorielle
elementaire.

Cette propriete resulte directement du theoreme de base, car en

comparant (4,10) et (4,11), on a identiquement:

(M)
d'oü de proche en proche:

Pl Pti •. Pl+h-y- (5,2)

La suite {p)1} definit automatiquement toutes les autres suites de

colonnes, par consequent une seule chaine elementaire est adjointe a
1'ensemble des suites.

b) La chaine elementaire qui definit la suite |p"} s'identifie avec
la chaine elementaire donnee.

En d'autres termes une chaine elementaire est son auto-adjointe,
ce qui justifie son irreductibilite.

La demonstration resulte du fait que, d'apres le meme theoreme
de base, le k premiers vecteurs de la suite p" sont precisement les k
colonnes de la ma trice M1 (4,9), qui caracterise la chaine elementaire

generatrice de la suite p" avec la chaine donnee.

Les proprietes a) et b) ci-dessus demontrent le theoreme d'irre-
ductibilite.
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