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Eine Invarianzeigenschaft
von Standard-Absterbeordnungen und deren
praktische Anwendung

Von Walter Vogel, Ziirich

Den Begriff der Standard-Absterbeordnung verwendeten um die
Jahrhundertwende Blaschke und Gram in ithren Arbeiten iiber die An-
wendung von gewissen analytischen Figenschaften der Makehamschen
Absterbeordnungen [1], [3]1). 1924 dehnte Sazer diesen Begriff auch
auf andere Sterbegesetze aus und untersuchte ihn systematisch [4].
Die vorliegende Arbeit versucht diese Theorien weiter zu entwickeln
und anschliessend eine kurze Ubersicht zu geben iiber die Moglichkeiten
einer Anwendung der gewonnenen theoretischen Krgebnisse.

I. Analytische Eigenschaften der Absterbeordnung

In der Versicherungsmathematik hat sich eine Rechenmethode
herausgebildet, die fiiglich als klassisch bezeichnet werden darf: Zuerst
wird schrittweise eine ganze Kolonnenfolge von Hilfswerten durch-
gerechnet, die sogenannten Kommutationszahlen D und C, und deren
Summen, Doppelsummen usw. N,, M_, S,, .... Erst nachher konnen
aus diesen Hilfszahlen die Versicherungswerte selbst bestimmt werden.
Dieses systematische Vorgehen ist unbestritten das rationellste Ver-
fahren zur Aufstellung von ganzen Tabellenwerken. Es ist aber ganz
auf diesen speziellen Zweck zugeschnitten, so dass es fur anders ge-
richtete Aufgaben oft nicht besonders geeignet ist.

Als einfaches und bekanntestes Beispiel fiir eine derartige Auf-
gabenstellung sei das Zinsfussproblem erwihnt: Zu einem gegebenen

1) Die Zahlen in eckigen Klammern beziehen sich auf die Literaturangaben
am Schlusse der Arbeit.
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Versicherungswert ist die entsprechende Grosse bei einem anderen
Zinstuss gesucht. Die oben beschriebene klassische Methode, bei der
far mindestens eine Kommutationszahl alle Werte bis zum Schluss-
alter der Absterbeordnung durchgerechnet werden miissten, wire hier
zu umsténdlich. Es scheint sich daher bereits in den Frithzeiten der
Aktuarwissenschaften das Bedirfnis nach anderen Rechenverfahren
fiir diesen Fall gezeigt zu haben, denn schon 1853 verdffentlichte
James Meikle eine Ndherungslosung hiefiir [5]. Seither ist dariiber
eine ganze Literatur entstanden mit den verschiedensten Lésungs-
versuchen, obwohl es sich hier nur um ein ganz spezielles Problem
handelt, bei dem ein einziges Rechnungselement variiert [6]. Bel
den gegenwirtigen fliessenden Sterblichkeitsverhdltnissen interessiert
z. B. der Finfluss einer Variation der Sterblichkeit mindestens ebenso
stark oder gar der allgemeinere Fall von gleichzeitigem Varileren
mehrerer Elemente.

IFMar diese und dhnliche Fragestellungen ist zu erwarten, dass ana-
lytische Methoden rascher zum Ziele fithren werden: Den gesuchten
Wert fasst man auf als Funktion seiner Bestimmungsstiicke, wie Alter,
Sterblichkeit, Zinsfuss usw. und versucht, spezielle Funktionaleigen-
schaften fiir die Berechnung auszuniitzen. So kann oft aus der Varia-
tion der Veriinderlichen direkt das Variieren der Funktion selbst er-
mittelt werden. Fiir das erwdhnte Zinsfussproblem ist beispielsweise
bekannt, dass beim Leibrenten-Barwert eine Zinsfussreduktion einer
Herabsetzung der Sterblichkeit um eine Konstante gleichkommt und
umgekehrt:

oo

t
—[(6+ng)dx
a,= ] e” dt,

(0—0¢) +p,= 0+ (u,—c)-

Unter der speziellen Annahme von Makeham tiir die Sterblichkeit
15t jede Variation der Rechnungselemente, bis auf einen Faktor, als
Zinsfussinderung darstellbar, verbunden mit einer linearen Umformung
des Alters. Das entdeckten bereits um 1870 der Amerikaner Meech und,
unabhingig von ihm, Woolhouse (a.a. O. [T] 8.311). Dabei sind der
erwihnte Faktor und die Lineartransformation der Zeit eng mit-
einander verkniipft.
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Diese linearen Verkniipfungen bildeten den Ausgangspunkt fir
verschiedene interessante Finzeluntersuchungen, die sich von einem
gemeinsamen Gesichtswinkel aus zusammenfassen lassen.

1873 zeigte Makeham [T] einen inneren Zusammenhang fir diese
Linearverkniipfungen auf: alle Leibrenten-Barwerte, deren zugrunde
liegende Absterbeordnungen der Makehamschen Formel folgen, lassen
sich auf die gleiche Funktion zuriickfihren, auf die unvollsténdige
Gammafunktion. Mit Hilfe einer Reihenentwicklung dieser bekannten
transzendenten Funktion stellte er daher allgemein brauchbare Bar-
werttabellen auf. Nach Makeham haben auch verschiedene weitere
Autoren Berechnungsmethoden fiir die Aufstellung solcher Tabellen
angegeben und zum Teil auch durchgerechnet, einige davon mif
neueren, besser konvergierenden Entwicklungen der unvollstindigen
Gammafunktion [8]-[20]. Das neueste und fiir die praktische An-
wendung geeignetste Tafelwerk dieser Art hat 1931 Thalmann ver-
offentlicht [20], das Dreyer in seiner Dissertation ausfithrlich beschrie-
ben und beztiglich des Fehlers bei linearer Interpolation untersucht
hat [21].

1914 stellte Blaschke im Anhang an eine Verdffentlichung tiber eine
grosse Todesursachenstatistik auch Linearbeziehungen auf fur einige
andere Versicherungswerte, immer noch unter der Makehamschen
Bedingung fiir den Sterblichkeitsverlauf [2].

In einer anderen Richtung bewegte sich die erwiihnte Untersuchung
von Sazer [4]. Er zeigte darin, dass die linearen Verkniupfungen zwi-
schen den Leibrenten-Barwerten nicht an die Hypothese von Makeham
gebunden sind, sondern allgemein gelten fiir Klagsen von verwandten
Sterbegesetzen. Diese Verallgemeinerung fihrt zu einer Einteilung
aller denkbaren Absterbeordnungen — also auch der durch mechanische
Ausgleichungen gewonnenen — in stetige Transformationsgruppen.

In der vorliegenden Arbeit wird versucht, die Gedankengéinge von
Blaschke und Saxer systematisch weiter zu entwickeln. Die Linear-
beziehung zwischen den Leibrenten-Barwerten wird zuriickgefiihrt
auf eine Invarianzeigenschaft der Werte ,F_. Mit Hilfe dieser Invarianz
lagsen sich neben den bekannten Beziehungen fiir die Barwerte a, die
entsprechenden Verkniipfungen fiir weitere und auch fiir komplizierter
gebaute Versicherungswerte aufstellen, wie fir (1), (I1a)z) usw-
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II. Die Transformation des allgemeinen Sterbegesetzes

1. Die Hilfsfunktion g (4, x)

In den Formeln der Versicherungswerte kommt iiberall der Aus-
druck 6 4 u, vor.

Beaspuele: s
P ~—f((5+uz)dt
1. b =¢® (1)

S=r

oder, als Differentialgleichung geschrieben:

d
- s—rE:c — [(3 e Mg s—xEx' (1’)

dz

= [(6+ny)de

2. A, = | me® dt - (2)
oder d _ — ;
_Aa:: (5+:ua:) ACD—!u{E‘ (2)

dz

Fihrt man die Bezeichnung

0+ pi, = 0(0,2) (3)

ein, so kann diese Funktion p als Ganzes genommen aufgefasst werden
als eine Art Ausscheide-Intensitit, nimlich als die Ausscheide-Intensitit
infolge von Diskontierung und Tod :

aD, dey
D dz Gz A - ludE

= 07+ -

Bezeichnet ¢z den um z Jahre diskontierten Betrag 1, so ist d; die
(eventuell verinderliche) Zinsintensitéatsfunktion. Bei fester Verzinsung
— die im folgenden stets vorausgesetzt sei — wird sie zur Konstanten o.

Fir mehrere Ausscheideursachen, Tod, Invaliditit usw., sowie
fir Versicherungen auf mehrere Leben ist entsprechend zu setzen:

0(8,@) = 6+ D .
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2. Die Fundamental-Transformation

Der allgemeine Versicherungswert F' — als Funktion der Variablen 2
und p aufgefasst — spannt geometrisch gesehen im dreidimensionalen
Raum (z, o, F) eine Fliche I'(x,0) auf iiber der xp-Ebene.

Eine Transformation der zp-FEbene, z. B. eine Verschiebung in
der z-Richtung, wird im allgemeinen die Fliche F'(z,p) in eine neue
Flache I (x*,0%) uberfithren.

Vorab stellt sich die Frage, unter welchen Bedingungen die trans-
formierte Flache tiberall mit der urspriinglichen zusammentéllt, d. h.
wann fiir den ganzen Definitionsbereich

F*(a*,0%) = F(z,0)

gilt. Mit anderen Worten: Wie muss die Transformation der Ebene
beschatfen sein, damit sie F' auf sich selbst abbildet ?

Die Abbildung auf sich selbst entspricht analytisch einer im
ganzen Definitionsbereich (z,p) giiltigen Invarianzeigenschaft:

F*(z*,0%) = F(z,0),

wobel
¥ = @ (33’ Q)

und o* =y(z,0).
Damit stosst man auf zwei weitere I'ragen:

erstens, existieren solche Funktionen I'(x,p), fiir die Variablen-Trans-
formationen angegeben werden kénnen, die F' invariant lassen;

zweitens, wie miussten gegebenenfalls ¢ und v beschaffen sein ?

Beim einfach gebauten Versicherungswert (1), dem Barwert der
BErlebensfallsumme ”
—fg dr

Flo,0) = )0, = ¢*

gentigt es fiir die verlangte Invarianz offensichtlich, dass die Variablen-
Transformation flichentreu ist. Dann veréindern sich ndmlich weder
das Flichenelement dp dx, noch das Integral [odx, noch schliesslich
I'(z,0) selbst. Die einfachste derartige Transformation, im folgenden
Fundamental- Transformation genannt, ist eine Dehnung in der einen
Axenrichtung, verbunden mit einer entsprechenden Stauchung in der
Richtung der anderen Axe.
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Die Existenz dieser Transformation bildet bereits den Inhalt des
grundlegenden Satzes, auf dem alle weiteren Ausfithrungen aufbauen.

Im Hinblick auf die versicherungsmathematischen Symbole
empfiehlt sich noch die Einfithrung der folgenden abkiirzenden Be-
zeichnungsweise: Das Argument x wird wie tiblich als Index unten
rechts hingeschrieben, das Argument p hingegen durch blosses Anfiigen
seines Index’ am Symbol oben rechts angegeben. IMir die urspringlich
betrachtete Funktion F'(x,p) = K, bedeuten dann beispielsweise

”n

—f(cﬁ+,uz+t)dt
B, =e" = F(z,0) -
= [ +ury gt
" wli; =" = I"*(z,0%)
= [(*+urpy it
WLy =e’ = I"*(z,0)

Ferner sei weiterhin stets vom System (z*, o*, F'*) ausgegangen,
d. h. F*(z*, p*) sei als bekannt vorausgesetzt und I'(z, ) die gesuchte
Grosse.

3. Der Invarianzsatz
Satz:

Eine lineare Transformation von z*
r = m(z* -+ p) (4)

lisst in Verbindung mit der dazu inversen homogenen Transformation
von o* = 6% 4+ i
1
e =—¢" (5)
m

den Barwert der Frlebensfallsumme invariant:

B, = I (6)

n—'z p s

Umgekehrt: Bei unverindertem ,.F,. entspricht einer linearen
Transformation von z* die inverse homogene Transformation von p*.
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Beweis:

a) Aus (4) und (5) folgt (6):

Dies ist einfach einzusehen mit der Integraldarstellung (1):

-—f{_)dr

s—xEx =" c

Durch die beiden Substitutionen (4) und (5)
T=m(t*+p), dv' = Pdv™

i *
g = ==g",
m

§*
_I#Q* mdr*
zn*

. &
wird L, Eu e = walize QoBids

b) Aus (6) und (4) folgt umgekehrt aber auch (5): Hier fiihrt
Substitution in der Differntialgleichung (1°) rasch zum Ziel:

d

E;s—xE;c =9 s—a:Ex =0 s*—x*E:‘*'

Anderseits 1st aber

a 11 R SRV
_C-iﬁ(T s—xlHe = TI/L— E.’E_; s*—:c*Ea:* = 3*—a:*Ea:* ’
woraus ]_ " d
0 — —— « 6. .
g 7 ¢ q

Bei fester Verzinsung zerfallt (5) in:

]' £
My = _’I?M’L_ [fum* + ’V]
und
6 — - [0*—]
e m v s

oder mit Briggschen Logarithmen:

_ 1
log (1 +41) = [log (1 +1%)—mn], wobei n = »loge.

m

(7)
die

(10)
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Nach + aufgelost:

m

i:l//“;"”*—z mit g — ¢ — 10" (11)
Die entsprechenden Umkehrformeln lauten:
B = i r—p (4"
m

frar = My — (8)

0% =mod—+w (9%

log(1+4+1*) =mlog (1 4+1)+n (107

1 =qg(14+2)"—1. (117)

4. Die Transformationsgleichung der Versicherungswerte

Die Anwendung des Invarianzsatzes auf die gebrduchlichen Ver-
sicherungswerte fithrt zu einfachen Transformationen, was hier nur am
Beispiel des Leibrenten-Barwertes explizite durchgefithrt werden soll.
Die ubrigen Transformationsgleichungen der nachfolgenden Tabelle
ergeben sich analog.

a, = [ Eydt = [ WErmdt* = mak.. (12)

0 0
In diesem Falle muss gegeniiber der Transformation (7) nochmals
tiber das Zeitintervall Az = m Az* integriert werden, d. h. im neuen

Koordinatensystem bei unverinderten Integranden iiber eine m-mal
grossere Strecke: ein Faktor m hebt sich nicht mehr weg.

Der Letbrenten-Barwert wird betr der Fundamental- Transformation
mit dem Koeffizienten von x* multipliziert.
Die Behauptungen: Aus (4), (8) und (9) folgt (12)
und umgekehrt: Aus (12), (4) und (9) folgt (8)
stellen den Inhalt des Verkniipfungssatzes von Sazxer dar (a.a. O. [4]

S.24). Hier ergibt er sich als unmittelbare Folgerung aus dem all-
gemeineren Invarianzsatz.
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Transformationsgleichungen der gebriuchlichsten Versicherungswerte

A — Barwerte

®
nE:c - n*Em* (6)
= —%
G, = M 0L (12)
= —k
o 3k
nlk“a: - lnln*lk*a’a:*

_ i _ _
(Ka) g = fﬁtEx dt = m* 1 (Ka*) g

0
ingbesondere &) = MF(La*) e
A_m = -121_:* + 7’(2::'*
.c-l__{-lj = 427*71.*‘ _‘{_ Vaman(
E:m_| - z*n*—l + v a‘z*ﬁ*—‘
(IA4), = m[L A%+ » T a*),] usw.
B — Prdamien
B, 1 _
5 - ® & _ L1 **
ﬂ'l xz (EIn—l m n Pﬂ:
_ A 1 _
Paj= =" = — (Pir +9)
— a —
Py =22 = P Usw.
_ i |

C — Deckungskapitalien

tv — n-—tE p (_L +iin—t| *VK
i 1 = n—fla‘x+t napxaxu ] — M 1*7 usw.
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5. Der gruppentheoretische Aspekt des Invarianzsatzes

Standardsysteme und Universaltafeln

Die Transtormationsgleichungen (4) und (5), bzw. (8), verbinden
zwel Absterbeordnungen u* und wx — oder, von einer gegebenen Ord-
nung p* ausgehend — die Gleichungen (4) und (5) erzeugen eine neue
Absterbeordnung u; fiir andere Werte der als Parameter aufgefassten
Koetfizienten m, n, p eine weitere y’ usw. Durchlaufen die Parameter
alle (reellen) Werte (m 7= 0), so wird dadurch @ber x* eine dreidimen-
sionale stetige Transformationsgruppe {u} aufgespannt.

Die wichtigste Gruppe von Absterbeordnungen bilden die Make-
hamschen Ordnungen, d. h. durch die Transformationen (4) und (5) geht
eine Makehamsche Ordnung wieder in eine solche tiber und umgekehrt,
zwel Makehamsche Ordnungen werden durch ein eindeutig bestimmtes
Parameter-Tripel m, n, p ineinander tibergefithrt.

Weitere Beispiele fiir derartige Gruppen sind nach Saxer beispiels-
welse alle Ordnungen mit konstanter Sterblichkeit:

i, = k = eongt. (Parameter k),

ebenso alle Ordnungen nach De Mowre:

1

w—2x

. 2 (Parameter w),

ferner alle Ordnungen nach Achard von gleichem Grade m:

m

i == (Parameter w),

w—
und schliesslich kénnen auch die allgemeinen Ordnungen nach Quiquet
in Gruppen vom beschriebenen Sinne eingeteilt werden.

Die Beweise dazu finden sich a.a. 0. [4], S. 25 ff.

Bezeichnet man die auf Grund einer Absterbeordnung p und eines
Zinsfusses ¢ berechneten Versicherungswerte mit F'(u,1, x), so lisst sich
die praktische Bedeutung dieser gruppentheoretischen Eigenschaft wie
folgt beschreiben:

Zu jedem Versicherungswert F'(u,1, z) findet sich mit Hilfe der
entsprechenden Transformationsgleichung aus der Tabelle auf 5. 124
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dessen Lineartransformierte F'* (u*, 0¥, x¥) 4+ Af*(u*, 1%, 2*) auf Grund
der Absterbeordnung u* beim Alter z* und beim Zinsfuss 1*. Besitzt
man somit eine (im allgemeinen mehrdimensionale) Tabelle der Menge
aller Werte F'* (u*, v¥, £*) und nétigenfalls f* (u*, 1*, £*) der Absterbe-
ordnung «* fiir alle Alter 2* und alle Zinsfiisse 1%, so lasst sich daraus
jeder Wert I'(u, 1, ) einer mit u* verwandten Ordnung u bestimmen.

Beispielsweise lasst sich aus einer zweidimensionalen Tabelle aller
Rentenbarwerte s auf Grund irgendeiner Makehamschen Absterbe-
ordnung u* = a* - b* ¢ und auf Grund von verschiedenen Zins-
fiissen 1* zu jedem Makehamschen Rentenbarwert a, fiir das Alter z

1

und den Zinsfuss ¢ der Wert a5 = —a,
m
an der Stelle ;
o* = —z—p, (4)
m
i* = q(L+im—1, (11%)

ablesen, eventuell mit Hilfe von Interpolationen.

Eine solche mehrdimensionale Mannigfaltigkeit von Versicherungs-
werten wird in der Literatur das Standardsystem {F} und p* die es
«erzeugende» Standard-Absterbeordnung genannt. Die Tabellen von
Blaschke und Gram stellen derartige Makehamsche Leibrenten-Standard-
systeme dar [1], [3], wovon besonders diejenigen von Blaschke auch
heute noch von praktischem Interesse sind.

Nun ist man jedoch fiir derartige Tabellen zur Bestimmung der
Werte F' nicht allein auf Standardsysteme angewiesen. Jede andere
Mannigfaltigkeit {F} von der gleichen Dimension spannt ebenfalls die
Menge {F'} auf. Die zugehérige Tabelle wird im allgemeinen nicht mehr
nach z* und *, sondern nach zwei anderen Argumenten, sie selen
E(x*,2%) und &(z*,7*) genannt, fortschreiten. Tabellen dieser Art
werden von verschiedenen Autoren zum Unterschied gegeniiber den
Standardsystemen als Universaltafeln bezeichnet. Makehamsche Uni-
versaltafeln — ebenfalls zur Bestimmung von Leibrenten-Barwerten —
haben, wie bereits erwithnt, Makeham selbst und nach thm van der Belt,
Cramér und Thalmann aufgestellt [7], [14], [17], [20]. Die «erzeugende»
Funktion F ist in diesen Féllen die unvollstindige I™Funktion.
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ITI. Die numerische Auswertung
der Sterblichkeits-Transformation

In der Literatur finden sich nur numerische Auswertungen der
Beziehung (12) fir Makehamsche Rentenwerte, obwohl auch die
tbrigen Beziehungen der Zusammenstellung auf Seite 124 sich analog
auswerten liessen, worauf in einer weiteren Untersuchung naher ein-
getreten werden soll.

Aber auch die Beziehung (12) ldsst viele Anwendungsmoglich-
keiten zu, mehr als man auf den ersten Blick hin annehmen mdéchte.
Nicht nur die Barwerte von verbundenen Renten lassen sich auf ge-
wohnliche Leibrenten-Barwerte zuriickfithren (Satz vom Zentralalter)
und damit unter Zuhilfenahme von Standardsystemen oder Universal-
tafeln direkt bestimmen, sondern auch kompliziertere Versicherungs-
werte, wie z. B.

A im Ausdruck fiir das mittlere Risiko (a. a. O. [21], S. 26),
az|, Leibrente fiir (z), beginnend, nachdem (z) und (y) gestorben sind,
Al Todesfallsumme, zahlbar, wenn (z) als Erster stirbt (a. a. O. [12],

Tyz

8. 58),

UsSwW.

Als letzter Punkt sei noch auf die Ansétze zu graphischen Hilfs-
methoden bei der Bentitzung von Barwerttabellen hingewiesen.

Gram figte seinem Standardsystem eine Hilfsgraphik bei zur
approximativen Bestimmung der Tafelargumente, wenn einzelne
Werte u, bekannt sind.

Christen und Lander veroffentlichten 1940 Hilfsnomogramme [22],
die gestatten, bei gegebenen Makeham-Konstanten s, g, ¢ nach einer
einmaligen Interpolation aus der Tafel von Blaschke ohne weitere
numerische Rechnungen den gesuchten Barwert a, direkt an einer
Skala abzulesen.
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