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Primien und Deckungskapitalien
in der Todesfallversicherung, wenn die Beitrige
nur bis zum T odestag geschuldet sind

Von Ernst Zwinggi, Basel

Einleitung

Die heute geltenden Tarife fiir Todesfallversicherungen sehen tast
ausnahmslos die echte unterjihrige Primienzahlung vor. Beim Ab-
leben des Versicherten sind demzufolge die Beitrige nur noch fir die
im Zeitpunkt des Todes laufende Versicherungsperiode geschuldet.
Formal versicherungstechnisch gesehen, ist diese Art der Priimien-
festsetzung durchaus richtig; die Pramie ist «gerecht», da sie ein Mattel
aus DBestinden gleichartsger Resiken (d. h. gleichartig auch in bezug
auf die Art der Primienzahlung) darstellt. Neben dieser Betrachtungs-
weise gibl es aber noch eine andere, der eine Berechtigung nicht ab-
zusprechen ist. Der Versicherte empfindet es oft als ungerecht, indem
er andividuell urteilt, wenn die Primie fir die ganze Versicherungs-
periode entrichtet werden muss, unbekiimmert darum, wann der Tod
eingetreten ist. Sofern der Monat oder gar die Woche die Versicherungs-
periode ist, entstehen praktisch kaum Schwierigkeiten; anders jedoch
wenn die Primien alg jihrlich oder halbjihrlich zahlbar vereinbart
sind. Der Versicherte mochte die Pramien nur bis zum Todestag
goschuldet ansehen, d. h. die tiber den Todestag hinaus (nach seiner
Auffassung zu viel) bezahlten Primien riickerstattet haben.

Wir mochten im folgenden zeigen, wie sich die wichtigsten Iformeln
fiir Privmie, Deckungskapital, Sparprimie, Risikopriimie und Bilanz-
deckungskapital gestalten, wenn angenommen wird, die Priimien seien
nur bis zum Todestag geschuldet. Die Ansiitze werden in diesem Fall
mit grossem Vorteil kontinuierlich getroffen. Unsere Darlegungen
konnen somib auch als ein Beispiel dafiiv gelten, wie kontinuierliche
Ansiitze umgewandelt werden kénnen (und unseres Krachtens auch
miissen), um praktisch verwendet werden zu kénnen.
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Wir werden die Ableitungen schrittweise vornehmen. Die Unter-
teilung wire nicht notig, wenn nur die Primie bestimmt werden
miisste; man konnte direkt die Aquivalenzgleichung durch niherungs-
weise Integration der numerischen Auswertung zufithren. Da aber
neben der Priimie auch Bilanzdeckungskapital und Risikopriimie zu
ermitteln sind, ist ein gestaffeltes Vorgehen vorzuziehen.

1. Rekursionsformel fiir das Deckungskapital

Fiir den Ansatz nehmen wir an, der Versicherte entrichte stetig
die Primie P,. Im Falle des Todes, spitestens nach n Jahren, werde
die Summe «1» fillig (gemischte Versicherung). Die als vorliufig
gedachte Annahme der stetigen Primienzahlung enthebt ung der
Beriicksichtigung der Pramienriickerstattung, denn es sgind keine
Beitrige itber den Todestag hinaus bezahlt.

Wir bezeichnen mit
0: Zinsintensitat,
u, bzw. q,: Sterbeintensitit bzw. einjihrige Sterbewahrscheinlichkeit,
,V,+ Nettodeckungskapital im Zeitpunkt ¢.

Zur Vereinfachung der Schreibweige fithren wir voritbergehend
T, =TV(0),,,.,V,=V()und z 4 = y ein, wobei t ganzzahlig sein soll.

Fiir den Zeitabschnitt ¢ bis ¢ + h (b < 1) gilt mit den gewdhlten
Bezeichnungen die (Rekursions-)Formel

h h

_ _ [ bz w1 S
V(O) e'jh _E_ I)th Gﬁ(il—f) ?y;_‘&_ dg_fe‘s(h“s) _U_Vl—_&‘L_tynl_t’E (lg‘--“ _y;-—h V(h) — O. (1)

Y tb’ 4

Innerhalb des Intervalls ¢ bis ¢-+h (h < 1) soll die Sterbe-
wahrscheinlichkeit linear verlaufen. s 1st also

l

"'yz"tf' =1—, = 1—&q,. (2)
v
Daraus folgt fiir u,, . = 1_%5—_ and (1) geht @iber in
— qy

’

h \
(V0) + Byiig) e —q, {57+ B, [ 609 )= (1~hg,) T(h) = 0. (3)
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h

ir gebzen Sh
W k, — j £ g o _612__ i} , (4)
0
Fir b =1 folgt mit ¢’ =141,
Jey == " (5)
1= e

und weiter aus (3) mit v = ¢ die Rekursionsformel

V(O) + I_Dw(al_l - vkl qy) — /Ugl_i y

V(1) = (6)
?pr ?)py
2. Auflésung der Rekursionsformel (6)
Wir schreiben (6) in der ausfithrlichen Form
o . (7
1 P (agi—vkyq,, ) — 9817, o _
l}_lV th HI— ( 1| 11 b4 llq Ft :f[(t)![/t+R(t).
UP:L 4 Py 41
Bezeichnen wir zur Auflosung der Differenzengleichung mit
=1
Uity = J] H(z)
=0
s0 wird g ) JR(T) g
vV, = Ut — 4 K.
! D25t
Wir nehmen o7, = 0 an; folglich ist K = 0. Ferner ist
-1 q I,
gty = Jl " =~
und damit . B ot e
l.TV-x =37 >_:1 v* lm+r { 139.(&1—[ m 'Ukl (I;v—k'c) - vgﬂ(];v-{—r} . (8)
v z-- ¢ =0

Weil 7V, = 1, folgt aus (8), wenn noch die iiblichen diskontierten
Zahlen der Lebenden und Gestorbenen eingefithrt werden,

Dm-l—n Z_)a: - & 2 < 81\ o (
SN AT T ST I I
o i =0 =0 ‘L =0
woraus i
l—)x _ n by _i“ 81| |n x . 4:::?] . (10)

a’1| an| kl !nAx a‘aﬂ
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Damit ist eine sehr einfache Formel fiw P, gewonnen ). Die
allys 144, und ag; sind die Barwerte bei diskonbinuierlicher Betrach-
tungsweise, und fir ‘Eﬂ bzw. §1~| gelten die einfachen Beziehungen

_ 1 = —
l—:igﬁbzw. s = (1 +1) ag.

Formel (8) 18t retrospektiver Art; fiir die numerische Berechnung
1st die Umwandlung in eine prospektive Formel angezeigt. Bei Teilung

des Intervalls 0 bis »n in (9) und nach Multiplikation mit folgt
unmittelbar a4t
‘T—/I = ety ETI J)HAwH o pm(f?ﬂ Agptint] ky |n—lA:1:-H) =
- f]m-H:wTﬂ — P, &x~i—t:}?:ﬂ' (11)

Zm prifen ist, ob die Beziehungen 4.7 = 1—daz; und daraus

~

Q. ;=T
= T fin-t : : T i
o s 1—-—~£—"-—| gelten. Nachdem in den stetigen Barwerten A
anl
und @z, die gleiche Niherung, ¢, = & ¢, gebraucht worden ist, folgt

rn
aus Aml = 1—dag die Gilltigkeit der eingangs erwihnten Formeln.

3. Die vom Versicherten zu zahlende Primie

Die Priimie P, ist als stetig zahlbar angenommen, kann also
schon aus threr Definition heraus nicht gleich dem vom Versicherten
verlangten Beitrag sein.

Die vom Versicherten zahlbare Nettoprimie sei I7,. Zur Fest-
setzung von I7, sind verschiedene Ansitze denkbar.

@) Der Versicherte entrichtet, wenn jihrliche Primienzahlung
angenommen ist, zum voraus den Barwert

I, = P,ag. (12)

Im TFalle des Ablebens ist der nicht geschuldete Teil einschliesslich
Zinsen zuriickzuerstatten. Frfolgt das Ableben im Zeitpunkt ¢-- &,

1) Man erhiilt die nimliche Formel, wenn im stetigen Ansatz fiir 4.7 und
am] der Integrationsweg 0 bis n in n jithrliche Stufen eingeteilt wird und innerhalb
eines Jahres der lineare Verlauf von £(y angenommen wud Warum wir nicht den
direkten Weg beschritten haben, ist in der .Lumle;i:un*T begriindet.
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so war fir das laufende Jahr Poaz (Wert zu Beginn des Jahves)
geschuldet, also einschliesslich Zinsen e™(P,ag— P, ap) riickzahlbar?).,

b) Fiir den Versicherten am besten verstindlich ist der folgende
Ansatz. Beim Ableben im Zeitpunkt ¢ -k 1st von der bezahlten Jahres-
primie 17, der Teil h 11, verbraucht, (1 —h) 11, also riickzahlbar, oder
einschliesslich Zinsen ab Zahlungstermin mit e™(1 —h)I7,. 195 muss

dann gelten sh ohm =
e"hIl, = ™ P, s

— /
m~r(1-1)

N

Woratus

(13)

Der Rickerstattungsbetrag emnschliesslich Zinsen wird damit
ML — h)IT, ~ (1 — h)IT,(1 -+ 1h).

Das Vorgehen fithrt zwangsliufig auf eine Priimie, die von h,
also vom Todestag abhiingig ist; man miisste zur praktischen Durch-
fithrung folglich einen mittleren Wert fiix £ annehmen, z B. bei

jihrlicher Primienzahlung h = } setzen, woraus

n

/

_ (0
Y = 1;(1 —- ) (14)

Die Lisung verliert dadurch an Geschlossenheit; auch wird noch zu
priifen sein, wie sich die Deckungskapitalberechnung gestaltet, wenn
die Priimie nach (14) angesetzt wird.

4. Interpolation des Deckungskapitals

Gleichung (8) stellt bereits eine Interpolationsformel dar, sie
beschriinkt sich aber auf den Iall der stetig zahlbaren Primie P,.
Sofern der Versicherte zu Beginn des Jahres die Priimie I7, entrichtet,
also nicht stetige Priiomienzahlung angenommen ist, muss (3) angepasst
werden. Man hat dabel zu beachten, dass beim Ableben im Zeitpunkt

1) Dieser Fall ist behandelt in J. M. Boermeester: Certain implications which
arise when the assumption is made that premiums are paid continuously and death
benefits are paid at the moment of death. (Transactions Actuarial Society of Ame-
rica. Vol. 50, 1949, S. 71-75.)
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t -+ h nicht nur die Summe «1» fillig wird, sondern auch die Pramien-
riickerstattung in Héhe von e"h(HIAPwim). Gleichung (1) nimmb
dann die Gestalt an

B (15)
_ l o l _
(V(0) 4 IT,) ™ — f A-5) _UJr_*fl”Lti [1 4 ¢*(I1,— P, ag)] dé — _'UZL" 7(h) = 0.

x v v
0

Mit dieser Schreibweise haben wir unterstellt, dass fiir ganzzahlige
t das Deckungskapital ,7, vorhanden sein soll. Sofern dem so ist,
also 7(0) das Deckungskapital bei stetiger Primienzahlung bedeutet,
muss J/(1) = V(1) werden; das ist aber nur moglich, wenn IT, be-
stimmte Bedingungen erfiillt.

Fiir den Augenblick betrachten wir (15) ohne Randbedingung
fiir 77, und werten nach gleichen Grundsitzen aus wie friher. Wir
erhalten ohne Miihe, wenn wir noch
g —1 4 hé

= 5 (16)

setzen,

(V(0) + I1,) o™ — g, (55 + he™ IT,~ 7, B,} — (1 — hq,) F(h) = 0. (17)
Sei A = 1. Dann wird
. V(O) L (1 — Qy) Hx + r1 F:c qy — vgﬂgy_
vp, vp,

g0l - §
s s (19)

(18)

mit

Sofern /(1) = V(1) sein soll, muss (18) = (6) werden, IT, also
die Gleichung ertiillen
(1 T qy) Hx e 51 }_)xgy = jjr((iﬂ_ e—d ley) ’
woraus unter Beachtung von (5) und (19)
H:I: — P_xle—'.

Das heisst, die Deckungskapitalberechnung fiir ganzzahlige ¢
darf nur dann nach der kontinuierlichen Methode und mit P, vor-
genommen werden, wenn die tatsiichlich erhobene Primie I7, = P, ay;
ist und im Todesfall e™(P, a;— P, ag) suriickerstattet wird.
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Wir werden spiiter priifen, wie gross die Abweichungen sein werden,
wenn I7, nach Beziehung (14) festgesetzt, das Deckungskapital aber
mit der stetigen Priimie P, bestimmt wird. Vorerst wollen wir eine
weitere Interpolationsformel fiir das Deckungskapital ableiten. Wir
I6sen (6) mit /7, = P,aq nach 17, auf und erhalten

I, = v7(1) — 7(0) + vg, (s + by P, — V(1)) (20)

In dieser Gleichung hat »J7(1) — 77(0) den Sinn einer Sparpriimie
IT%(y); der Rest vq,(sp -+ ky P, — V(1)) ist demnach die Risikopriimie
IT%(y). Nimmt man zur Interpolation an, die Risikopriimie werde
oleichmiissig verbraucht, so wird das Deckungskapital fiir den Zeit-

unkt ¢ h
p » , (21)

() = (P(0) +I1,) "~ [ o IT¥(y) dé = (V(0) + [T, — az [T(y)) ™

0
Weil aber I1, = IT%(y) + IT%(y) ist, folgt weiter
V(h) = {7(0) ”I"HS(U) F (L= ag) ()} e = {oT(1) + (1 —ag) IT%(y) }
mit, [7%(y) = IT,— V(1) 4 V(0) wird schliesslich
V(h) = {(1 — ag) V(0) + vag V(1) + (1 —ap) I} ™. (22)

Aus dem Ansatz, der zu (22) fithrt, geht hervor, dass J/(1) = V(1)
sein kann. Will man J(1) = V(1) erreichen, muss man annehmen,
dass der Bruchteil & der Risikopriimie I7%(3) als zu Beginn verbraucht
angesehen wird. Dann lautet die Interpolationsformel

V(h) = {(1 —h) V(0) + vh V(1) + (1 — ) IT,} & (23)
mit (1) = V(1)

5. Numerische Beispiele

Wir wollen die Formeln (17), (22) und (2‘3) numerisch ver-
gleichen und zugleich abkliren, welchen Wert ,,,V, annimmt, wenn

= b : . .
my = Pm(l”‘“z) gesetzt wird. Wir withlen die Kombination

z = 30, n = 30, die Sterbetafel SM 1921/30, den Zinsfuss 1 = 0,025.
Die Ergebnisse der Berechnung sind in der nachfolgenden Tabelle
zusammengestellt.
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5 -3 o
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111V, nach Formel t=0 =10 t=20
0/00 0/00 0/0()

] 24,91 285,74 608,6:

-mit [T, = P,agp 24,95 285,79 608,71

] 24,93 285,77 608,70

l A 25,07 285,90 608,79

- mit Hl(:l) = Pr(l - :L-) 25,()3 285,87 G()8,79

[ / 25,01 985,85 608,78
111V, nach Formel 2)

) 23,18 | 286,95 | 613,49

mit [T, = P,a, 23,23 287,01 613,56

1)[ 23,18 286,95 613,49

] 5 23,34 287,11 613,65

it 770 — )1(1—;) 23,23 | 287,01 | 613,56

1 ] ‘ 923,18 986,95 613,49

1) Identisch mit ;4 (V.

%) Iis handelt sich in jedem Iall um den rekursiven Aufbau

des Deckungskapitals.

Die genaue Formel (17) verlangt die Gliederung des Bestandes
nach dem erreichten Alter = ¢, ist also fiir gruppenweise Reserve-
berechnung nicht geeignet. Es zeigt sich, dass (22) und (23) zur
Deckungskapitalberechnung fiir gebrochene Zeitpunkte vollig aus-
reichen; die Abweichungen zu (17) sind belanglos. Ferner erweist es
sich, dass die Festsetzung der Primie nach (14), d. h. die proportionale
Beitragsriickerstattung im Todesfall, ungeachtet des frithern formalen
Einwandes, absolut brauchbar ist und in der Deckungskapitalbestellung

nur zu belanglosen Abweichungen fithrt.
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