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Eine Bemerkung zum Zinsfussproblem

Von E. Rufener, Ziirich

In seiner «Kleinen Bemerkung zum Zinsfussproblem» [1] hat
Hadwiger die Universallosung des Zinstussproblems fiir den Leib-
rentenbarwert gegeben. Ausgehend von der Differentialgleichung des
Rentenbarwertes hat er eine zinginvariante Differentialform konstruiert,
die zur Integraldarstellung der Liosung fithrt. Bemerkenswerte Folge-
rungen hat Spring in seinen « Analytischen Betrachtungen zur Anderung
dles Rechnungszinsfusses und der Sterbetafel bei Versicherungswerten»
[2] gezogen. Beide Arbeiten setzen die kontinuierliche Betrachtungs-
Welse voraus.

In der vorliegenden Note wollen wir zeigen, dass eine formal
analoge Darstellung der Universallosung fiir das Zinsfussproblem
richtig ist, wenn die Versicherungswerte auf diskontinuierliche Art
erklirt werden. An Stelle der Differentialgleichung tritt die Differenzen-
gleichung, deren Losungstheorie herangezogen wird.

1. Die Rekursionsformel fiir den allgemeinen Rentenbarwert

In der Darstellungsformel fiir die allgemeine Barwertfunktion

I D(x + t) t
g0 = ;o R(z -+ 1) W 0) (1)

bezeichne @(x) die Ausscheideordnung der versicherten Gesamtheit,

» den Abzinsungsfaktor und R(z -+ t) eine die Leistungen des Ver-
sicherers charakterisierende Grosse.
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IMar y(z + 1,v) tinden wir aus

(5+1,0) = S R(z -+t +1 Dlez+t4-1) , 1 D) S Rlo 4t B(a+1)
e - 1,v) = T gt — T 2 i
! =0 ) D(x -+ 1) I v Dz +1) 12;1 ) d(x)
zunichst die Rekursion
| 1 D) .t — B 2
Y& +1,0) = > Bz 1) Wz,v) — B(z)y, (

und aus ihr eine 1n v invariante Differenzenform

y(w,fu) -— R('L’) o (p(w _I— 1) o, (‘})
vy + 1) D) A |

Tormel (3) stellt gewissermassen die Inversion des Leibrentenproblems
cdar; als lineare homogene Differenzengleichung erster Ordnung er-
moglicht sie in 1hrer Lisung die Darstellung der Ausscheideordnung
®(x) durch die Barwertfunktion.

2. Eine Losung des Zinsfussproblems

Liine Liosung wird erhalten, wenn in

i D(z + »)
y(z,0) = > Rz 4+ 9) ———— o
%0 ) D(x)
2
_(;%ll mit Hilfe der zinsinvarianten Form (3) durch die Barwert-
z

funktion y(x,vy) = yy(z) ausgedriickt wird:

P+ = BatAED) et — R+ )

P(a) = @z + ) 5 vrele A1)

3

Inithin oo r r—1 l — Rix 4 ﬂ‘
y(w,0) = > Rz + ) (f’_) Yol + 4) — B(z + 1) (5)
v=0 Vo) 250 Yolx + 4+ 1)

wird. In (5) ist #(z,v) unabhiingig von der Ausscheideordnung und
stellt somit eine Universallésung dar (Faistensz der Universallosung)-
Wir zeigen, dass bei geeigneter Anfangsvoraussetzung iiber y(x,v) €3
auch die einzige st (Bindeutigkeit der Lisung).



— 213 —
3. Die Differenzengleichung des Zinsfussproblems
Zu einem Anfangswert vy set die Barwertfunktion
y(@,v0) == Yo()
bekannt. Wegen der Zinsunabhiingigkeit der Form (8) folgt, wenn noch
y(a,0) = y(z)
ylw) — Blz)  iye(e) — B(a)
vy(e 4+ 1) Uy Jo(mq‘mi)i

und hieraus ergibt sich

gesetzt wird

sorty— " WD T WD
v Yolx) — B(x) v 1/0(’1,) R(x)

eine lineare inhomogene Ditferenzengleichung erster Ordnung fivr die
Funktion y(xz). Stellen wir an die Losungsfunktion die fiir eine Bar-
werbfunktion verniinftige Forderung, dass sie im Unendlichen ver-
schwinde, so wird y(z) eindeutig durch die Koeffizientenfunktionen
bestimmt; y(x) wird mithin unabhingig von @(x) und ist somit
Universallosung.

4. Die Formel der Universallssung

Erkliren wir das Symbol Sf(E) A& durch

a

SHE 48 = [ (& ds— Y fo +9) (7)
a a Gl
wobel Integral und Summe nach demselben Summationsverfahren zu
ermitteln sind, so fithrt die Lagrangesche Methode fir die Auflosung der
allgemeinen linearen inhomogenen Differenzengleichung erster Ordnung

y(z + 1) + P(z) y(z) = Q(x)
auf die Losung

& &1
S log [-£(£)] A& -Slog [-P(§)] A&

y(z) = eo FSQ e a AC; (8)

14
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w(zr) = w(zr -+ 1) st eine beliebige periodische Funktion. Wir setzen
a = co und wihlen in der Lésungsgesamtheit die einzige im Unend-
lichen verschwindende Losung; fiir sie ist w(z) = 0:

Ct
Sm& @nag ¥ —Slog [-P(§)] 4§
y(z) = e Q) e = AL 9)
und nach Auflésung der Symbole
oo ~£‘: log [~ P(x+4)] oo ui log [~ P(4)]
y(@) = — 2 Q@ +v)e'” = — D\ QM) e~ , (10)
=0 pe=a
oder
o0 v 1 o_.; " 1
ZQ@+ H———=—290) [ ——. (11)

1=0 — P(z + ) v=t 1=z — P(4)

Mit den durch Gleichung (6) bestimmten Funktionen P(z) und
Q(z) folgt nach (10) als ormel fiir die Universallosung

_\1; vy Yo lz+A-1)

g v Yolx+v+1) 208 et - R ) *
\U R e A=0 )
W) = o B ) e Rt (11

und nach (11)
1 Yole +2) — (+M

::% w+”(%>£l Yol + A1) )

Damit ist aber gezeigt, dass (5) einzige Universallosung des Zinsfuss-
problems ist. Existenz-, Kindeutigkeits- und Darstellungsfrage fiir das
Zinsfussproblem der diskontinuierlich dargestellten Leibrente sind da-
mit behandelt. Das Frgebnis lasst sich in folgendem Satz zusammen-
fassen:

*) Man vergleiche die von Hadwiger mitgeteilte Losungsformel fiir dag Zins-
fussproblem in kontinuierlicher Darstellung

Yo() J {W ;:(z: )} k

— Rz - —_— dc.
vo) = | Baty- ¢
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Das Zinsfussproblem fiir die diskontinuierlich dargestellte Leib-
rente R(x 4 t) hat genau eine universelle Liosung, d. h. es gibt eine
einzige Liosungsfunktion, die den Leibrentenbarwert y(a,») als Funktion
des gegebenen Anfangsverlaufes y(z,v,) unabhiingig von der Absterbe-
ordnung @(z) darstellt. (5) ist die Losungsformel.
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