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Uber ein veL‘Sieherungsmathematiscl]es Problem

mit zwei charakteristischen Dauern

Voun H. Nagler, London

In dieser Arbeit setzen wir die Untersuchung von Problemen mit
charakteristischer Dauer fort, die wir an anderem Orte ') begonnen
haben. Die charakteristische Dauer (auf Englisch «ceritical duration»)
wurde dort als derjenige Zeitabschnitt definiert, nach dessen Ablauf
sich der Todesfallanspruch einer Versicherung aus einer anderen Regel
als zuvor ergibt und der selbst von der Primie abhiingig ist. Hier soll
ein gewisses Problem, in dem zwei charakteristische Dauern vorkommen,
eingehend behandelt werden.

1. Das Problem

19s set die jihrliche Nettopridmie zu berechnen, die ein Versicherter
des Alters 2 withrend ¢ Jahren fir die folgenden Anspriiche zahlen muss:
a) Im Todesfalle vor Erreichung des Alters x4t = y entweder 1
oder die Rickerstattung simtlicher bereits gezahlter Priamien,
falls deren Summe 1 tbersteicot.
b) Tm Uberlebenstalle des Alters y, eine jihrlich im voraus zahlbare
Rente 1im Betrage k;
¢) Im Todesfalle nach Frreichung des Alters i den etwaigen Uber-
schuss der gesamten Primienzahlung tiber die geleisteten Renten-
betrige.
Der Todesfallanspruch sei in jedem Fall am Ende des Versicherungs-
jahres zahlbar, in dem der Tod stattfindet.

1) «On the determination of the critical duration in certain actuarial problemss»;
Journal of the Institute of Actuaries’ Students Society, IX, 3 (1950).
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2. Einleitung

s se1 m die Anzahl der Jahre, in denen die Todesfallsumme 1 1st,
n die Anzahl Jahre, in denen der unter ¢) angefithrte Versicherungs-
anspruch zahlbar ist, und P die gesuchte Pramie. Dann ist

}:)(‘i\T;l' o ‘L\ry = J[L - ; +m + P{ (W " ]) C'l +m + T f(jb"*"'}
Ny Ny

~[ ([’f — /af) Uy Ai‘ . + (Pll N /‘) C f9i—1 (])

oder o ] i
P o L - + ( y-tn + L J""”) (2}

(1 == ﬂjr 4+m .,t -m +_ tMg/ 0

worin = W= N, B, |

(3)

{ =M +kN,—R) |

gesetzt wird. Die beiden charakteristischen Dauern sind m und n;
beide miissen bestimmt werden, bevor gich P berechnen lisst. Offenbar
befriedigen m und n die Ungleichungen

mP <1< (m+41)P (4)
nh < tP<<(n4+1)k. (5)

Aus (4) folgt zuniichst P > 0, dann m 4+ 1 > 0 oder, da m ganzzahlig
ist, m == 0. Iibenso folgt aus (5), dass n = 0. Dies ist nicht erstaunlich;
jedoch zeigt sich spéter, dass die ebenfalls zu erwartende Beziehung
n < t durchaus nicht bedingungslos gilt.

Durch Eliminierung von P aus (2) und (4) und nach einiger Um-
stellung der Glieder folgt

m{H+kR, , +2M,_ ) +R,,, <G+ tMH,_”
= (”l _{_ ) {‘PI _+_ ]‘: (Ri ESTE n 1{1/ )1)} [ R.r-f-m 1 : (6)

ihnlich ergibt sich aus (2) und (5)

" (G - ’IIZ,JL_'[I,_; m R;r+9n) ~thR

Y tn

1

< ('"' A{‘ﬁ 1) ((j‘ -m w‘I:L L R.rf-}—m) o tRy-}-n—!—l : (7)
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3. Existenz einer eindeutigen Lisung

Man stelle sich nun vor, dass die ganzen Zahlen m und n, welche
den obigen Bedingungen geniigen, durch stetige Verdanderliche « und »
ersetzt werden, welche als Koordinaten eines Punktes in einem ebenen
Cartesischen Koordinatensystem auftreten. Setzt man in (4) und (5)
fur P den Ausdruck (2) ein und setzt in den so entstandenen Un-
oleichungen m = u, n = v, dann 1st es klar, dass die Zahlenpaare (u,v),
die diesen Ungleichungen gentigen, durch die Koordinaten aller Punkte
opgeben sind, welche in dem durch die vier Kurven

'Z(-P == _I y ('I(, + 1) I) == s
vl = P, @41k =tP

eingeschlossenen Teil der (w, v) Kbene liegen. Die Ixistenz einer ein-
deutigen Losung des Problems folgt dann aus dem zu erbringenden
Beweig, dass es unter den Punkten dieses Bereiches genau einen mit
ganzzahligen positiven Koordinaten gibt. Da der positive Charakter
der Koordinaten eines solchen Punktes bereits erwiesen 1st, beschrankt
sich die folgende Erdrterung auf Punkte mit positiven Koordinaten.

Betrachtet man zunichst die kurve w PP = 1, so sieht man, dass
man thre Gleichung erhiilt, indem man die ersten beiden Seiten der
Ungleichung (6) emander gleichsetzt und w statt m, v statt n schreibt.
[bre Gleichung ist

wi{H +E(R,,,+ oM, ) +R,,, =G +1M,,. ()

v
Fir festes v gentigh 1thr genau em Wert von u; anders gesagt, eine der
u-Achse parallele Gerade schneidet die Kurve in genau emem Punkt.
Zum Beweis bilde man die erste Differenz der linken Seite von (8)
nach . Sie 1st

H+LE, ,+oM, )—M > M +8E8,,+oM, )—M

v & IR

=k (-Ryz - J'ﬂiy )

da 2 0 und ¢ == 0. Die linke Seite von (8) wichst daher unbeschrankt
mit zunchmendem . Bel w == 0 1st aber die linke Seite klemner als die
rechte. denn

G4+iM,, ,~R,>G-—R, — N, —R —(N,—R) =d(S,—5,) > 0.

e B .
Da die rechte Seite von n unabhingig ist, 18t bewiesen, dass Gleichung
(8) genau eine positive Lisung u besitzt.
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Man betrachte als niichstes die Kurve (v -+ 1) P —= 1. Ahnlich wie
oben erhilt man ihre Gleichung, indem man das zweite und dritte
Glied der Ungleichung (6) einander gleich setzt und « statt m, v statt n
schreibt. Auf diese Weise erhilt man aber eme Gleichung, die sich
von (8) lediglich dadurch unterscheidet, dass sie « -+ 1 hat, wo bei (8)
2 steht. Dies bedeutet, dass eine der u-Achse parallele Gerade, welche
die Kurve P == 1 im Punkte (u,v) schneidet, die Kurve (v 4+ 1)P =1
im Punkte (u 1, v) schneidet ; somit zeigt sich, dass die beiden Kurven
mit dem Abstand 1 zueinander parallel verlauten, wobet der Abstand
parallel der w-Achse zu messen ist; die Kurve P = 1 liegt oberhalb
der anderen.

benso Lisst sich beweisen, dass eine der v-Achse parallele Gerade
die Kurve vk — tp genau einmal schneidet und dass dieselbe Gerade
dann die Kurve (v -+ 1)k =tP un Abstand 1, parallel der v-Achse
und in negativer Richtung gemessen, schneidet.

Die vier Karven bilden also ein Kurvenviereck, welches in bel-
gegebener igur schematisch dargestellt 1st; seme vier Hekpunkte,
A, B, C, D bilden zugleich die Eckpunkte eines Quadrats, dessen Seiten
den Koordinatenachsen parallel sind. Bezeichnet man die Koordinaten
des Sehnittpunktes A4
der Kurven «P = 1 und
vk =1tP mit (my, ny),
so sind die Koordina-
ten der Punkte 3, C, D
durch

(my s My —1) 4

(m;—1,mn,—1),
(my—-1, 1y)
vegeben.

s wird zuniichst
cezeigt, dass genau ein
solcher  Sehmittpunkt
(mq, ny)  der Kurven
wP =1 und vk =1{P
existiert.  Fiar  diesen
Punkt cilt die Bezie-

hung v = t/kw, die aus

der Eliminierang von P

1
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aus den beiden Kurvengleichungen folgt; setzt man diesen Ausdruck
fir » in die Gleichung wP =1 ein, so ergibt sich die Gleichung

w (I'I‘Ry+f.,‘ku + H) + Ra:-%-u. = G ' (9)

Ahnlich wie zuvor schliesst man, dass bei u = 0 die linke Seite kleiner
als die rechte ist; dass die linke Seite bel wachsendem 2 unbeschrinkt
wichst, da nidmlich ihre erste Differenz nach u

ki R!f—‘,—t/k (TR S R RyH/ku +H = Mz'ﬂt = 4 = *;Wx Fu
>H—M,=kN,—E) = kdS,

1st; dass die rechte Seite von w unabhingig ist und dass demzufolge
genau eine positive Wurzel der Gleichung (9) besteht. Bezeichnet man
diese mit w = m,, so ist ny, = t/km,.

Die von den vier Kurven uP=1, (u+1)P =1, vk=1P,
vh = (t 4 1) P eingeschlossene Fliche ist also in der Tat ein Kurven-
viereck mit paarweise parallelen und je im Abstand 1 voneinander
verlaufenden Seiten.

Der Bewels, dass in einem solchen Viereck genau ein Punkt mit
ganzzahligen Koordinaten liegt, konnte ohne weiteres durch eine der
Theorie der Gitter entlehnte Betrachtungsweise erbracht werden; hier
aber wird ein elementarerer Weg beschritten, der zugleich ein spiter
u verwendendes FKrgebnis liefert.

lis bedarf keines Beweises, dass das Quadrat 4 BC D A4 genau
emen Punkt mit ganzzahligen Koordinaten enthélt. Ist dieser (my, ny),
so sind offenbar m, und n, die gréssten in m, und n, enthaltenen ganzen
Ziahlen. Ebenso leicht ist ersichtlich, dass das Kurvenviereck 4 BC 1) A
nicht mehr als einen Punkt mit ganzzahligen Koordinaten enthalten
kann; denn, wie bereits bewiesen, haben seine paarweise parallelen
Seiten voneinander den lings der Richtung der Koordinatenachsen
cemessenen Abstand 1.

Nun liegt (mg, n,) entweder im Kurvenviereck 4 B C 1) A, in
welchem TFall m = my, n = n,, oder aber in einer der vier segment-
formigen Flichen, die wie etwa 4 B 4 in der Figur ausserhalb dieses
Vierecks liegen. s liege etwa (my, ny) in dem Segment 4 B 4. Dieses
sowie das 1hm kongruente Segment IDC'D liegen aber simtlich
zwischen den beiden Geraden 4 D und B C; denn anderenfalls schnitte
eine dieser beiden Geraden die Kurve P =1 in mehr als einem



Punkte, was dem oben bewiesenen widerspricht. s gilt also n = n,,
m = my—r, wo r ganzzahlig ist; denn da die Kurven 4 B und ¢'D
im Abstand 1 vonemander verlaufen, konnen nicht alle Punkte
(my— 1, ny) ausserhalb des Kurvenvierecks A4 BC D A4 fallen.

Liage (mgy, ny) nnerhalb des Segmentes 4 D A4, so wirde eine
ahnliche Betrachtungsweise zu einem #dhnlichen Resultat fithren. Zu-
sammenfassend ldsst sich also sagen, dass es mnerhalb des Kurven-
vierecks 4 B C' D 4 nomer genau einen Punkt (m, n) mit ganzzahligen
Koordinaten gibt und dass sich dieser in hochstens einer Koordinate
vom Punkte (mg, n,) unterscheidet. m, und n, sind die in m, und n,
enthaltenen ganzen Zahlen, welche sich aus Gleichung (9) und
my ny = ket berechnen. Damit 1st also nicht nur der Beweis des Beste-
heng einer eindeutigen Liésung erbracht, sondern auch eine Handhabe
zu ihrer Berechnung gegeben, die unten weiter erliutert werden soll.

4. Eine Bedingung fiir k

Die oben angegebene Losung 1st nur dann von praktischer Bedeu-
tung, wenn die Anderung des Versicherungsanspruchs @) nicht nach
Ablaut der ersten t Versicherungsjahre stattfindet. s muss also eme
Bedingung gesucht werden, die m < t sicherstellt. Ks wird zuerst ge-
zeigt, dass .

e m < My. (10)
Im vorhergehenden Abschnitt wurde bewiesen, dass entweder m = n,,
oder falls m = m,, dann n = n,. Ist m = m,, so folgt (10) daraus,
dass m, <= my 1st. Ist hingegen n = n,y, so folgt aus ny << n; = t/km,,
dass n, < t/km; oder t/kn, < m;. Andererseits folgt aus (4) und (5)
unter Beriicksichticung des positiven Charakters der Zahlen m und n,
dass |

t
M = (m—+1) (n+1) (11)
und daher m < t/kng. Also 1st in jedem Falle m < m,.

Daraus folgt, dass, wenn nur m, <<t -+ 1, dann m < t, da m
ganzzahlig ist. Da aber, wie bereits bewiesen, die linke Seite von (9)
mit u stindig wichst, ist also nur zu verlangen, dass sie bei uw =t |1
grosser als die rechte Seite sei. Die Bedingung hierfiir lisst sich

schreiben o
i (i + 1) (!’:Ryfi‘,-“{t+l;,’.- =+ H) + Ryr;-  >G. («12)
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Das praktische Beispiel, welches im 6. Abschnitt folgt, erhellt die
Tatsache, die sich durch Anwendung bereits benutzter Gredankenginge
unschwer beweisen léisst, dass diese Bedingung von allen Werten von I
erfilllt wird, die nur ein gewisses Mindestmass uberschreiten.

5. Berechnung der Losung

Der Wert von (mg, 1) set bekannt; dann st mindestens eine der
Gleichungen m = my, n = n, erfullt. Die praktische Losung besteht
dann daraus, zu prifen, welche dieser Hypothesen wahr ist. Die Hypo-
these m = m, ist beispielsweise wahr, wenn eine positive ganze Zahl »
existiert, so dass mit diesen Werten (6) und (7) erfillt sind. Statt (6)
kann man auch die emfachere Ungleichung (11) nehmen. Die Prifung
der Hypothese m = m, geschieht praktisch so, dass man den grossten
Wert von n findet, welcher der Ungleichung

G—mM,. , 6 —R,

n— . T e B y (13)
t k

tur festes m = m, gentigt. Diese Ungleichung 1st lediglich (7) in anderer
Form, uwm die praktische Losung mit Hilfe einer Rechenmaschine
moglichst einfach zu gestalten ). Gentigt nun der so gefundene Wert
von n auch der Ungleichung (11) bei festem m — m,, so 1st die Hypo-
these m = my bewiesen. und n hat jenen genannten Wert. Dann lasst
sich I unmittelbar in der Form
H—M o . |

I T B +nlM,
B oo ‘,) .. .

\t/ G—mM,, . —R._., T

! Y-rn
t

H

errechnen, in der die i (13) vorkommenden Zahlenwerte in bestehender
Form verwendet werden.

Ist hingegen (11) nicht erfillt, =0 muss n = n, notwendigerweise
gelten; und m kann dann ihnlich wie oben n errechnet werden. Man
findet auch hier, dass die dazu verwendete Ungleichung die Zahlen-
werte zur unmittelbaren FEinsetzung in die Formel finr P liefert.

) Siehe des Verfassers eincanges genannte Arbeit unter Fussnote 1.
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6. Zahlenbeispiel
Mit den Rechnungsgrundlagen HY 89 und & — 40, 3 = 60 soll
I. bestimmt werden, welche Werte von £ zuliissig sind,
II. P berechnet werden, unter der Annahme, dass i = 0.2.

I. In der Bedingung (11) far & werden tir (v und H die Ausdricke

aus (3) eingesetzt, und es werde ferner

gesetzt. Nach etmigen Umstellungen folgt daraus
N F | N/ \T /i
N,—m{E+1)M,—N, + M,
t

I (N, RY<R,,,,

y

oder 5191,6 1 — 28057 << Ry, -

Die linke Seite dieser Ungleichung wiichst bestandig bei wachsendem /,
withrend gleichzeitig die rechte Seite abnimmt; daher wird die Un-
gleichung von allen Werten von [ befriedigt, die kleiner als die Wurzel

der Gleichung 51916128057 — Ry,

sind. Zur Bestimmung dieser Wurzel konstruiere man folgende Tabelle:

l Ro, o | 5191,61-28057 | B ., 519161 1 28057 | 2 13
9 34197 18667 15530
— 9220
10 30169 23859 6310 301
1850 5 — 8919 | 300 —2
L1 26442 29051 — 2609 299
— 8620
12 23031 34242 — 11229

Setzt man fir die Wurzel | = 10,5 4 z

so ergibt sich aus der Newton-Besselschen Interpolationsformel an-

genithert 21
1850,5 — 89192 + 300 ——* — 0,
9

und somit g == == 1),908,
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Algo st [ < 10,500 — 0,208 = 10,297 und damit

20)

k> = 0,002.
21 - 10,297

Daher sind sicher alle Werte von £ zulissig, fiir welche

e > 0,093 1st.

I Bei k = 0,2, welches laut obigem zulissig 1st, wird (¢ = 430404
und 1 = 17480,8. Gleichung (9) wird
(0,2 Ry s 005, + 17480,8) - Ry, ., = 430404 .

Die linke Seite dieser Gleichung ist bet w = 11 gleich 423563 und bel
1 == 12 gleich 446891, Hier gentigt einfache lineare umgekehrte Inter-
polation; es ergibt sich m, = 11,3, daher n, = 100/11,3 = 8.8, und

somit :
g == by, Wy == 8.

In diesem Talle zeigt sich ohne weiteres, dass m = 11 sein muss;
anderenfalls wiire némlich #n = 8 und, laut (10), m < 10. Aber bei
n=8und m < 10 1st (m 4 1) (n 1) < 99 < t/k = 100, im Wider-
spruch mit (11). Also ist m = 11 erwiesen.

Ungleichung (13) wird hier
863870 — 41624 < Ry, ,;
der grosste ithr geniigende Wert ist n — 8. Also 1ist
pp == 11, woe=l,
und daher P — 008852

7. Bruttoprimien

Die vorhergehenden Untersuchungen wiren lediglich von theo-
retischem Interesse, liessen sie sich nicht auf die Praxiz ausdehnen,
i der die Nettopriimie einen Zuschlag erfihrt. Es sei P’ die Brutto-
primie und P’ — P der Zuschlag, um Abschlusskosten e und einen
Teil » " jeder Bruttopriimienzahlung zu decken. Dann ist

(P'—P)ag =e+rPag
oder P(N,—N,) = {(1—n) P'(N,—N,) —eD,.

X
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Dieser Ausdruck ersetzt die linke Seite der Gleichung (1), wihrend
in der rechten P durchgehend durch P’ zu ersetzen ist. Iis folgt, dass

H, o E"’Im+,,l _7L k (Ry-f—)) + ﬂ'jk[!,l-i"i)

o __wr (14)
G — 'm“Mfcf}-m T Rx-jwm + tMy-}—n
WOorln 7 &= b p{l, — N | /
| ‘ | (15)
H = H +eD, I
oesetzt wird. Fs 1st zu bemerken, dass
(/< G; H =>H (16)

1st. Der Beweis des Bestehens einer eindeutigen Losung sowle ihre
Berechnung erfolgen dann wie zuvor, vorausgesetzt, dass » so gewihlt

wird, dass m, >0 cilt. Die Bedingung dafur ist "— I, >0 oder
B, —R

l—r = Tiii, (17)
;\.’(:P—ﬁ*\:y

Far den Fall des oben besprochenen Zahlenbeispiels ergibt diese Be-
dingung r - 0,452, was in der Praxis wohl stets erfiilllt sein dirfte.

In Anbetracht der Ungleichungen (16) ldsst sich aus (12) leicht
crsehen, dass das Auftreten eines Pramienzuschlags die Herabsetzung
des mindestzuliissicen Wertes von  zur Folge hat.

Anwmerkuny: Der Verfasser schuldet Dr. 5. Vadja grossen Dank fiir semne
Unterstiitzune bei der deutschen Version dieses Artikels.
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