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Kleine Bemerkung zu einer Klasse
\'ersicherungstechnischer Approximationen

Von Osc. W. Spring, Ziirich

In der Arbeit von Jecklin uber eine algebraische Begriindung einer
Klasse versicherungstechnischer Approximationen?!) wird unter anderem
nachgewiesen, dass fiir Quadrupel temporirer Renten gleicher Dauer
von der Art a,,.., 4,7, 4,57, a5 aus der gleichzeitigen Fxistenz der
Niaherungsformeln

Ay 8 am:n_z ay:?ﬁ (1)
und
1 1 1 1
e iy N 2
a.ry:i{l d, ax:ﬂ a'y:nl

die Kxistenz der weiteren Néherungsformel folgt
Ay T A~ Ay + Ay (3)

Ferner wird darauf hingewiesen, dass die Beziehungen (1) und (3)
nicht nur fiir Barwerte giiltig sind, sondern auch fiir die jihrliche
Priamie, die Kinmaleinlage, das Deckungskapital und die primienfreie
reduzierte Summe der Gemischten Versicherung auf zwei verbundenc
Lieben.

In den folgenden Ausfithrungen wird zundchst die Beziehung
zwischen den erwihnten Niherungsformeln auf Grund einer analy-
tischen Betrachtung begriindet. Ferner wird eine Verallgemeinerung
fir alle Versicherungsgrossen, die sich durch eine lineare Differential-

') Heinrich Jecklin: «Algebraische Begrimdung einer Klasse versicherungs-
technischer Approximationen» (Mitteilungen der Vereinigung schweizerischer Ver-
sicherungsmathematiker. 50. Band, Heft 1. 1950).
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gleichung erster Ordnung darstellen lassen, hergeleitet und abschhessend
eine allgemeine Betrachtung iiber die Giite der Approximationsformeln
dargelegt.

1. Approximationsformeln fiir die Barwerte temporarer Renten

In den folgenden Ausfihrungen wenden wir die kontinuwierliche
Betrachtungsweise an.

e > v P - o o = - o
Fuar die vier Barwerte a,., 57 Ger i)y Gyognmy; U0d @,
konnen wir die vier Differentialgleichungen aufstellen:

d

({% dr-:’ Lytton—t| = d’.r Lt ybim /;(!u.r-; t + n”_u { + é) """" -1 (l)
d T
a;‘ df('%—f:n—tj = d’z:—H:nw! | (r”lrE i 7% é) e ] (;)>
d ) | N
“l_f- ay—!—i::i--n-;’.“; == Oy iy | (fu'_!,'-} [ T 6) e (b)
( B
d / £y
d? (in__{ = d,’!:ﬂ é I l . (7)

Dabei stellen g, , und g, ., Sterblichkeits-Intensititen und 6 = — v
die Zinsintensitit dar.

Losen wir die Gleichungen (4), (5) und (6) nach dem Klammer-
ausdruck und die Gleichung (7) nach ¢ auf, so kénnen wir fir
(t, . + u,., + 0) schreiben

d d d d

e e e o (R, e o | Gy 41
df ey it di‘/ -t in—1 | df Y41 | 7T di —1 |

a

oty tint LN Py Uy tpn—t et |

oder, wenn wir die Ableitungen nach t der Kinfachheit halber mit
a bezeichnen,

= =1 - I - o
Uity tint| -+ 1 oy T 1 ax—;—f:)zﬁu 1 1 oy T 1

O it ytt it | (o L Py Wy ponp
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Diese Beziehung konnen wir auch in der Form schreiben:

!

s —7 -
; — — | |
-1, y-+tin—t | 'n—1 |
Ty =
Ayt yrtnt] L Gy t, y+ t:n=t vy
! -
a;z'-% {: ;1—71"‘ i a’y-%- font] 1 1
= — + — e B
‘ LRI P Qys oyt ot g0 Ay pomt
oder
d i i 1 1
df In (&IH,J/ e “T—f"!) L e o —
Y wLf, -ttt | _
d 1 1
T In(d,, 76y 500) + 7 + ———. (8)
( f ‘o frn—t a}/"'/lﬂ—f!
Wenn wir somit als Bedingung
1 1 1 |
‘ )
e e — ()
Uity ton 1) oy Ay pont Ay iy n—t
setzen, so folgt daraus weiter
d | \ d A
—In(@, ; ,p.5o710) = — In (d,. . O a5 0)
a+t,y-tin—t | -t 5 - fin—t | My b lin—t
di At |
oder hieraus wiederum
- z ¥ =
Ao gyttt — ¢ o pt Yy 007 (10)

Das 1st jedoch, abgesehen von der Integrationskonstanten €. die Re-
lation (1). Wenn also die Approximation (2) erlaubt ist, so besteht
immer gleichzeitig auch die Approximation (1). Ferner folgt aus (9)
and (10), dass auch gilt

= = R = A
sy teiet| =+ @y = C (a.v—;-:‘:n;ﬂ =+ Gyt t‘> : (11)
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Zahlenberspiel zur Darstellung von C

& == Grundlagen RAH 1930/40, 2149,
+t o _ o 3
v ‘ n—t |z nlazt toy+tin-t! dn—1] T=(1+©2)] 2 Azt 271 C = (‘?‘
3=t 4

(1) 2) (3) (4]
30 15 45 12,2828 12,6909 | 24,9737 24,9684 | 1,000 212
40 55 11,8752 12,6909 | 24,5661 24 5438 | 1,000 909
50 65 10,7678 12,6909 | 23,4587 23,3222 | 1,005 853
30 25 55 17,6198 18,8850 | 36,5048 36,4650 | 1,001 091
40 65 16,2144 18,8850 | 35,0994 34,8948 | 1,005 863
50 75 13,3409 18,8850 | 32,2259 31,2298 | 1,031 896

Far Kombinationen mit gleichem -+ n 1st € praktisch eine Kon-
stante und liegt fiir zahlreiche Kombinationen recht nahe bei 1. Die
Approximation wird um so genauer, je kleiner x - n ist und je kleiner
ber gleicher Dauer (n—1) das Alter (x -+ 1t) baw. (y 1) 1st.

2. Verallgemeinerung

Wir betrachten versicherungstechnische Grossen F'(1), fur die eme
Differentialgleichung von der Form

l
SR - F ) (1,0, +0) + B 12)

dt
erfullt 1st. Die Bedeutung von [7(f) ist bestimmt durch die Wahl von
@(t) 1). Setzen wir beispielsweise @(t) = —1, so stellt ['() einen
Rentenbarwert dar, der im weiteren charakterisiert ist durch w, , und .

Handelt es sich um Versicherungen mit mehreren Ausscheide-
ursachen, so konnen wir u, ., als Summe ebenso vieler Ausscheide
mtensititen betrachten

1 2 i m 4
B = Yoo < Moy <F cue b g (13)

1) Vgl. Spring, «Analytische Betrachtungen zur Anderung des Rechnungs-
zinsfusses und der Sterbetafel bei Versicherungswerten» (Mitteilungen der Ver-
einigung schweizerischer Versicherungsmathematiker, 50. Band, Heft 1, 1950).
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Handelt es sich anderseits um Versicherungen auf mehrere Leben,

so konnen wir u,. , ersetzen durch eine Kombination von der Art
(14)

T

Boprp == nu;r.lfi t +4ua‘2-5-f ""E_ #3:3%*8 + Tt + H

* %

Beispaele
a) Verbindungsrente auf 2 Leben, zahlbar bis zum Tode der ersten

Person
i G et 4
[votel, , 1, de

. r

a/.rl Llyag+t 77 77;1717_54 177'”775 h ’
v Ty+t Twa !

d
= Oy et eyt T Bayar T 0) — 1.

b) Verbindungsrente auf 2 Leben, zahlbar bis zum Tode der zweiten

Person

Ogiwiyagit = Goppy T 0y G 4 gy

(IR T B d:rlf t; xo-H1 (/"11%4 + ,Lé;,_.z i + 5) o (1 + d.’t‘l | tu"r;_, s + (2_32,,3 h”.zl i f)

-a
dt
¢) Uberlebensrente, zahlbar an (z,)., wenn (z,) gestorben ist

a’n ft gt T Fgtt T B bty an it
d
E‘ Qo it zgrt = Oy iyt | oyt (gt T g T 0) = Qg flg
d) Aktivitdtsrente
(Z 1 (4 a
% = . -
E; a’I+! T az+l (Ju‘z:%—l TV, + 6> 1
v, ., — Invalidierungsintensitit.

B
W
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Wir betrachten nunmehr m Versicherungsgrossen F. (1), fiir welche
je die Difterentialgleichung gelten soll 1)

S E) = B0 Ciers + ) + S50 H18)
a
< t<n.

Fir die Versicherungsdauer » gilt 0 << n << ~ . Ferner betrachten wir
cine «zusammengesetzter Versicherungsgrosse [7(f), fir welche die
(rleichung gelten moge

d ,
S FO = FO 3 e+ 0) B0

0 < t<mn. (16)

Aus (15) erhalten wir m Gleichungen von der Form

Y
— (1) — i
) dt ' ‘ ; 17)
m I = s '.7
o F, (1) |
und aus (16)
d
m Z 4 (f) — 0 (t)
at
}1 DlLle’rf = e ;" T e e () . (18)
e L (t)

Setzen wir (17) in (18) ein, so ergibt sich die Gleichung:

d d
— - P() ) @)
di ‘(’1 di /
: — = ) - - (m—1) 6 (19)
(1) T I (1)
oder mit Hilfe der Bezichung
) 1 Uuﬁt
a e
-t (S
umgestaltet:
@ ‘1‘\ mn (Z n @ t i 1 7:“_1; f
mP@) - NG ey NPy )
’ I'(t) e P F.(t l A, Gy

1)y Wobet auch e+t = pr;+1 sem kann.
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Setzen wir beispielsweise m Analogie zur Formel (9)

@ (i) 1 O P 1 |
e e el I LT e T (21)
I{ (Z(> a';f—[f {4:: l E (Il) a’u-_f' [

T

danm tolgt ohne wetteres die Zuliissigkeit der weiteren Beziehung

M

mrg =S mr gy (22
nr{i) = 7 —1In.i. £ i = 5 24)
dt ) f/-f] df . ) } d-ﬁ':f'! ’

Durch Integration erhalten wir

< e w—{
e - r .

InF @) == X In E ) + (m—1) — @t - Gy
=1 A Uy

Hieraus ergibt sich nach Auflésung des Integrals rechts

I I ) == E InF,t)-—(m—1)Ing,_, +C,,
fsa
i weter (1) B
B it (’2 j] -7,~ (23)
a’h_.fi L L ey

wober (), €, und ¢/, Integrationskonstanten sind.

e
L

Beispiel 1: Wir setzen @.(1) — — | — @(f).
Dann wird F.(f), wie bekannt, zu einemn Rentenbarwert
o 1 p: 77 -
Setzen wir m — 2 und
B, =
Lo 325 I
<0 wird gemiss (21)

1 1 1 i 0

o
oder

Qo gon =t Yt t| Iy

Dieser Ausdruck ist identisch mit (9).

LHb g it
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Aus (28) erhalten wir anderseits

1

= 1 : - -
oty tton—t| — C e ot Byt ton-t -

n—1 |

Dieser Ausdruck 1st 1dentisch mit (10).

Beispiel 2: Setzen wir @,(f) = —1 und
m=3; ferner
B == 0B
Lo =1Y
iyt B

1 1 1 1 2

a

-
xyzin|

und anderseits aus (23)

a, .. i M B

Yz iﬂ =

was mit Hilte von (10) und mit ' = 1 zur Formel (15) in der eingangs
erwihnten Arbeit von Jecklin fihrt.

Die beiden Beispiele zeigen, dass die Formeln (21) und (23) Ver-
allgemeinerungen der Formeln (9) und (10) darstellen; die verall-
cgemelnerten Formeln beziehen sich auf Versicherungswerte, welche
die Differentialgleichung (12) erfillen.

3. Uber die Giite der betrachteten Approximationsformeln

Wir untersuchen die Frage, unter welchen Voraussetzungen die
Approximationsformeln als genaue Beziehungen betrachtet werden

konnen, zunichst fir das Quadrupel der Barwerte a,, d,., ., .,

(- 0 diesem Fall gelten simultan die Gleichungen
1 1 1 1
Ay toytdin—1 ] a‘nf!i a‘J:—{—l:n—M y--lin—t
und
(l,-‘r ol yA-tin—t] a‘ﬁ—! \ o C (l_]_._[ {on—{ au tin—t|
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(W]
|

Durch Elmination von a,., ,.,;— ergibt sich hieraus unter der

tin—t|
weiteren Voraussetzung

C(, b tlaaj't n- !'a’n tl/L 0

SR I -l gy — — ] N
| T Oy iy ; a’;/—‘»(:n—ﬂ] — ([;J—*fj(a‘.ri tn 7] T Qg !)
oder nmgeformt

- an-—-u . ~ 2
Ly ( —— Cf-y:-f;-niz';) = Gy gy @y By -
Setzen wir in diesem Ausdruck a,., ;-7 oder 4, ;= gleich .-, so
folgt daraus, dass ¢' =1 sein muss, wie dies bel den Approximations-
formeln angenommen worden ist. (Die Approximationsformeln de-
generieren daber allerdings zu Trivialititen.) Aus diesen Feststel-

lungen ergibt sich:

1. Es darf ¢ = 1 gesetzt werden, wenn einer der beiden Barwerte
auf ein Leben ersetzt wird durch den Zeitrentenbarwert. In diesem
Fall sind die Approximationsformeln genau (sogar Trivialitidten).
2. Ist kemer der beiden Barwerte auf ein Leben ersetzbar durch
den Zeitrentenbarwert, so 1st ¢ = 1. Wird zur Approximation
trotzdem (' = 1 gesetzt, s0 1st die Approximation um so besser,
je niher einer der beiden Barwerte auf ein Leben (oder beide)
dem Zeitrentenbarwert kommen. Daraus ergibt sich, dass die
Approximationen im Bereiche der kleinen wp ., und w,,, zu
besseren Hrgebnissen fithren als 1m Bereiche grosser g, , und
t, .- Wir haben damit eine theoretische Begrimdung der im
Beispiel des Abschnittes 1 empirisch festgestellten Ergebnisse.

sle ts
e B

Fuar die allgemeine Betrachtung halten wir folgendes fest: Die
Integration des Gleichungssystems

d ,

—F(l) = F() (., +0) + 0

dt
(24)

16
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mit {i ;
4”.1?%1’ - ] tu’.f-;ht
i=1

fithrt unter der Nebenbedingung (21) zur Relation (23) oder

Umgekehrt folgt aus dieser Relation die Beziehung (21) unter der Vor-
aussetzung, dass gleichzeitig das System (24) und die Bedingung (25)
gelten.

Die Bestimmung der Grosse €' kann durch Spezialisierung erfolgen:
z. B. ergibt sich fur ¢ = 0

- ni
C =——
T
F, (0)
i+1
Setzen wir beispielswelse (1 == 1, so helsst das, dass die Randbedingung

[[E0
== (26)
F(oyay”

erfitllt sein muss. Wird das Bestehen dieser Randbedingung verlangt,
so bestehen [siehe (21) und (23)] gleichzeitig die zwei Bezichungen

26 _ m—1 | 30 (1)

j'j(f) ay 1| A E (t)

] 1 n

F(t) = —— Hﬂ(f), (28)
CLFH 1=1

Fasst man diese zwel Beziehungen als Approximationen auf, so
werden diese unter der Voraussetzung, dass

g, (28) fur ein spezielles ?
mm Intervall 0 <= ¢ << n erfillt ist, zu genauen Relationen.
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