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Zur Technik
der ,retrospektiven Lebensversieherung

Von Chr. Hansen, Kopenhagen

Das Lebensversicherungsproblem besitzt zwel mathematisch-
technische Liosungen (Chr. Hansen: Retrospective Life Assurance. The
Institute of Actuaries Centenary Assembly 1948). Auf diesen beiden
lassen sich zwel Lebensversicherungssysteme aufbauen: das prospek-
tive System und das retrospektive System.

Das erste System 1st wohlbekannt. Es wird von fast allen Liebens-
versicherungs- und Pensionsversicherungsanstalten der Welt benutzt;
seine Theorie bildet den Hauptgegenstand der Lehrbiicher der Ver-
sicherungsmathematik. Dagegen diirfte das retrospektive System
weniger bekannt sein: jedenfalls haben die Lebensversicherungsunter-
nehmungen davon noch nicht allgemeinen Gebrauch gemacht. Die
Figenschaften dieses Systems ermoglichen, theoretische und praktische
Aufgaben zu losen, die im prospektiven System entweder unlisbar
oder schwierig losbar sind.

Die folgenden Ausfithrungen haben den Zweck, das Interesse der
Versicherungsmathematiker auf das retrospektive System hinzulenken.

1. Die mathematische Theorie des prospektiven Lebensversiche-
rungssystems fusst auf der sogenannten Aquivalenzgleichung. Diese
(rleichung besagt, dass beim Beginn der Versicherung der Barwert der
kiinftigen Leistungen des Versicherers gleich dem Barwert der kiinf-
ticen (regenleistungen des Versicherten ist.

Um die Aquivalenzgleichung aufzustellen. sind Hypothesen not-
wendig, und zwar Hypothesen tiber den kiinftigen Verlauf von Sterb-
lichkeit, Zinsfuss und Verwaltungskosten der Versicherungsunterneh-

mung, ither Zahlungsfihigkeit und Lebensversicherungsbediirfnis des
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Versicherten. Mit anderen Worten: die Rechnungsgrundlagen, Leistun-
gen des Versicherers und Gegenleistungen des Versicherten sind beim
Beginn der Versicherung hypothetisch gegeben.

2. Die mathematische Theorie des retrospektiven Liebensversiche-
rungssystems fusst im kontinwerlichen Fall auf der Thieleschen Dif-
ferentialgleichung der Primienreserve, im diskontinuierlichen Fall
dagegen auf ihrer Differenzengleichung. Beide Gleichungen sind
mathematische Ausdriicke fiir die Gewinn- und Verlustrechnung eines
unendlich kleinen oder eines endlichen Zeitabschnittes.

Am Anfang des Zeitabschnittes sind die Leistungen des Ver-
sicherers und die Gegenleistungen des Versicherten fiir den Zeit-
abschnitt gegeben; am Ende sind Sterblichkeit, Zinstuss und Verwal-
tungskosten des Zeitabschnittes bekannt. Die Rechnungsgrundlagen,
die Leistungen und Gegenleistungen von Versicherer und Versicherten
sind somit erst am Ende der Versicherung vollstindig bekannt.

3. Die grundsitzlichen Verschiedenheiten der beiden Systeme
kénnen deshalb wie folgt zusammengefasst werden:

Prospektives System

Retrospektives System

1. Das prospektive System arbeitet mit 1. Das retrospektive System arbeitet
Hypothesen. ohne Hypothesen.

2. Leistungen und Gegenleistungen wer- 2. Leistungen und  (Gegenleistungen
den beim Beginn der Versicherung werden im Laufe der Versicherungs-
tiir die ganze Versicherungsdauer be- zeit festgesetzt, und zwar nach Ver-
stimmt. sicherungsbediirfnis und Zahlungs-

fithigkeit des Versicherten.

3. Alle Versicherungen haben gemein- 3. Jede Versicherung hat ihre eigenen
schaftliche Rechnungsgrundlagen, die Rechnungsgrundlagen; sie werden
schon beim Beginn der Versicherung bestimmt durch die Erfahrungen des
festgelegt sind. Versicherers iiber den Verlauf von

Sterblichkeit, Zinsfuss und Verwal-
tungskosten in der Zeit zwischen Be-
ginn und knde der Versicherung.

4. Die prospektiven Lebensversiche- 4. Die retrospektiven Lebensversiche-
rungen sind im wahren Sinn Ver- rungen sind im weahren Sinn Ver-
si(-h'erungen mat Gewinnbeteiligung. sicherungen ohne (iewinnbeteiligung.

5. Hier konnen vorzeitige Vertrags- 5. Hier kommen vorzeitige Vertrags-

losungen vorkommen.

losungen miemals vor.

4. Meinen Ausfithrungen entnimmt man, dass die Versicherungs-

arten beider Systeme verschieden sind. Selbst dhnliche Formen sind
arundsitzlich verschieden (z. B. die der Lebensversicherung mut
gleichbleibenden Leistungen und Gegenleistungen withrend der ganzen
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Versicherungszeit), weil die prospektive Lebensversicherung durch
eine Aquivalenzgleichung bestimmt wird, die ihr entsprechende retro-
spektive Form dagegen durch eine Differentialgleichung (Differenzen-
gleichung), d. h. dureh wnendlich viele Aquivalenzgleichungen.

Die Hauptversicherungsarten des retrospektiven Systems

5. B Vergleich zwischen den einfachsten prospektiven und
retrospektiven Versicherungsarten diirfte wohl die beste Weise sein, um
die Verschiedenheiten beider Systeme zu beleuchten. Wir konstruieren
zu diesem Zweck eine retrospektive Lebensversicherungsordnung fiir
die Mitglieder einer Vereinigung. Die Wahl eines konkreten Beispiels
schrinkt die Allgemeinheit nicht ein, sondern vereinfacht die ganze
Darstellung wesentlich.

6. Zundchst wird eine Sparvereinigung gebildet: Die Beitrige der
Mitglieder und die Zinsen des Kapitals der Vereinigung werden nach
Abzug der Verwaltungskosten den einzelnen Konten gutgeschrieben.
Der Saldo eines Kontos gibt also die Sparsumme an, welche dem be-
treffenden Mitghed gehort. Da die Summe simtlicher Sparsummen
gleich dem Kapital der Vereinigung ist, so muss die Sparsumme Anteil
des Mitgliedes an diesem Kapital sein. Die Grosse der Sparsumme
hingt von den bezahlten Beitriigen des Mitgliedes, von der Verzinsung
des Kapitals der Vereinigung und von den Verwaltungskosten ab.
Stirbt das Mitglied oder tritt es aus, so wird die Sparsumme aus-
bezahlt.

Nun wird das Gesetz der Vereinigung wie folgt abgedndert: Stirbt
das Mitglied, so wiwrd nicht mehr die Sparsumme, sondern ewn vm voraus
verabredeter Betrag ausbezahlt.

Durch diese Anderung wird die Sparvereinigung in eine Lebens-
versicherungsvereinigung verwandelt, und zwar in eine auf retro-
spektiver Grundlage.

7. Im Fall des Todes wird die vorbestimmte Summe (die Sterbe-
summe) ausbezahlt; die Sparsumme féllt aber der Vereinigung zu.
Die i{ibrigen Mitglieder der Vereinigung erben die Sparsummen der
Verstorbenen.

Beim Todesfall wird also jedem Konto sein Anteil an der filligen
Sterbesumme debitiert und sein Anteil an der filligen Sparsumme
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kreditiert. Dadurch wird die Sparsumme nicht nur durch die einbezahl-
ten Mitgliederbeitrige, die Verzinsung des Kapitals der Vereinigung
und durch die Verwaltungskosten bestimmt, sondern auch durch die
ausbezahlten Sterbesummen und die eingenommenen Sparsummen.

8. Die Art einer retrospektiven Lebensversicherung ist durch die
Sterbesumme gegeben.

Ist die Sterbesumme konstant und grosser als Null, so ist die Ver-
sicherung eine retrospektive Lebensversicherung mat konstanter, macht
verschwindender Sterbesumme.

Ist die Sterbesumme die um eine konstante, nicht verschwindende
Grosse vermehrte Sparsumme, so ist die Versicherung eine retrospek-
tive Lebensversicherung mat konstanter, nicht verschwindender Risiko-
summe.

Diesen zwei Lebensversicherungsarten schliessen sich systematisch
folgende an:
die retrospektive Lebensversicherung mat iiberall verschwindender Sterbe-

summe
und
die retrospektive Lebensversicherung mat iiberall verschwindender Risiko-
summe.
Bei der ersten findet keine Auszahlung im [all des Todes statt; die
Sparsumme wird verzinst, solange der Versicherte lebt. Die zweite ist
keine eigentliche Versicherung, sondern ein Aufsparen; beim Tod wird
die Sparsumme ausbezahlt.

Durch Kombination dieser vier T'ypen lassen sich zahlreiche andere
retrospektive Lebensversicherungsarten bilden; ein reiches Ield fiir
ideenreiche Versicherungsmathematiker!

Eine retrospektive Lebensversicherung besteht, vom Tod oder
Austritt des Mitgliedes abgesehen, solange die Beitrige und die Spar-
summen zusamimen ihre Anteile an den Sterbe- und Verwaltungskosten
der Vereinicung decken kénnen.

9. Die Sparsumme ,V einer retrospektiven Lebensversicherung
mit der Sterbesumme 1 und der Nettobeitragsintensitit P ist zur
7.z . - .

Zeit ¢t = 0 durch die Beziehung

I __)- | \ ﬁm o ﬁi"*?*[ D‘C
t[/ =1+ (P -+ 0) 5 s }

r+1 X
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bestimmt, falls die Sparsumme oV fiir ¢t = 0 verschwindet. Durch Auf-
losen nach P folgt

j;/il:_“-MJ:_;...i _,_ [VDx+i

P= —
N,—N

;
Tt

eine Beziehung, der man entnimmt, dass die betrachtete retrospektive
Versicherung sdmtliche prospektiven Kombinationen der fempordren
Todesfallversicherung (Sterbesumme 1) mat der Erlebensfallversicherung
( Erlebensfallsumme V') umfasst, solange ,V = 0 ist. P ist Netto-
primienintensitit.

. 1
Die Versicherung fillt lebenslinglich aus, wenn P > — — 0 1st;
aff
mit P < — — 0 dagegen wird sie von endlicher Dauer n, bestimmt
a’ll"
=, D T D'r_
dureh, P = — " §,
N;r— N:c+n
Ist P> — — 9, so nimmt die Sparsumme bestindig zu; fiir
B { a,
P = — — ¢ wiichst sie noch derart, dass lim ,} =1 wird.
a f = oo

_ 1
Falls P << -—— 0 1st, steigt die Sparsumme von 0 auf . ¥,
a,
wenn f von 0 bis &-— 2z wichst, nimmt dann dauernd ab und
verschwindet fir ¢ =n. & und .V sind durch die Gleichung
P+0=(u: +6)(1—:_,V) bestimmt,

10. Die obigen Entwicklungen setzen voraus, dass Versicherung
und Beitragszahlung gleichzeitig aufhoren. Da die Versicherung be-
steht, solange das Mitglied am Leben ist und nicht austritt und solange
eine Sparsumme vorhanden ist, bedeutet das Einstellen der Beitrags-
zahlung keineswegs, dass auch die Versicherung erlischt.

Wird die Beitragszahlung zur Zeit ¢ = m eingestellt, so ist die
Sparsumme ,V fir ¢ > m durch

VE\'T.r+mH:: :N_’:r+l . V) P

I)I__f \ 2 D

T+m

V=149 -
Lt

gegeben,
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Wird diese Gleichung nach 7 aufgelost, so folgt

m

V — M, 10— Mz+i+ Y Doy
mr D )

T

Dieser Beziehung entnimmt man, dass die Versicherung nach dem
Aufhoren der Deitragszahlung simtliche prospektiven Kombinationen
der temporiren Todesfallversicherung (Sterbesumme 1) mit der Erlebens-
fallversicherung (irlebensfallsumme V') enthdlt, solange ,V = 0 bleibt.
oV 18t dabel Einmaleinlage.

Fir V> 1—da4,,,, ist die Versicherung lebenskinglich; mit

oV <1l—oa,,, wird sie von endlicher Dauer n—m, bestimmt durch

ﬂIerm T M:r+n

V
m D

r-+m

Ist ,,V >1—4dd,,,, so nimmt die Sparsumme bestindig mit ¢ zu;
sie wiichst gegen den Grenzwert lim V' = 1, wenn V' — 1 —dad,,, ist.

f—» 00

Ist V< 1—éa,.,,. soverschwindet die Sparsumme fiiv ¢ = n,
d. h. die Versicherung hort zur Zeit t = »n auf.

Das Optierungsproblem

11. I prospektiven Lebensversicherungssystem miissen bet Be-
ginn der Versicherung Leistungen und Gegenleistungen fiir die ganze
Versicherungsdauer festgelegt werden. Im  retrospektiven System
konnen derartige Festsetzungen im Laufe der Versicherungszeit ge-
troffen werden, und zwar nach Versicherungsbediirfnis und Zahlungs-
fihigkeit des Mitgliedes.

Versicherungsbediirfnis und Zahlungsfihigkeit sind wiihrend des
Lebenslaufes eines Menschen grossen Anderungen unterworfen. Iiir
Jiingere Personen ohne Versorgungspflicht geniigt das Versichern von
Sterbesummen, die Begribniskosten und irztliches Honorar zu decken
vermogen. Wird die Sterbesumme derart dem Versicherungsbediirfnis
angepasst, so wiichst die Sparsumme der Versicherung zuniichst stark.
Treten spiiter Versorgungsptlichten hinzu. z. B. infolge Heirat, so
muss die Sterbesumme entsprechend erhoht werden. Dieses lirhohen
der Sterbesumme vergrossert den Beitrag nicht, es sel denn, dass das

11



Mitglied eine Beitragserhohung wiinscht. Ein Erhohen der Sterbe-
summe lisst nur die Sparsumme langsamer anwachsen. Wenn spiter
die Versorgungspflichten wieder wegfallen, die Sterbesumme herab-
gesetzt werden kann, beginnt die Sparsumme wieder schneller an-
zuwachsen. Auf diese Weise wird es gelingen, die Sterbesumme einer
retrospektiven Lebensversicherung ohne Beitragserhohung innerhalb
weiter Grenzen wertbestindig zu machen.

Auch die Zahlungstihigkeit des Mitgliedes 1st wihrend der Lebens-
zeit oft grossen Schwankungen unterworten. Wird die Héhe der Bei-
trige diesen Schwankungen angepasst, so wird es mdglich, den durch
die Lebengversicherung erzielten Schutz, von der wechselnden Wirt-
schaftslage unberithrt, zu erhalten.

12. Die folgenden Betrachtungen setzen voraus, dass der Beitrag
nicht geindert wird.

Die Sterbesumme ist nicht freir wihlbar; ihre Grosse 1st vom Ge-
sundheitszustand 1m Wahlaugenblick abhingig. Fs ist daher mogheh,
dass wegen dieser Abhidngigkeit das Mitglied auch zu emem spiiteren
Zeitpunkt seine Sterbesumme nicht beliebig erhohen kann. Das Risiko,
die Sterbesumme nicht beliebig vergrissern zu konnen, wird aus-
geschaltet, wenn die Anfangssterbesumme derart gewdhlt wird, dass
sie das grosste Bediirfnis nach Todesfallkapital im Leben des Ver-
sicherten ertiillt.

Diese Losung ist unbefriedigend; sie bedeutet oft iiberfliissige
Versicherungsausgaben, welche in diesem Fall mit einer Verkleinerung
der Sparsumme, d. h. mit einer Verkleinerung der Selbstversorgung
gleichbedeutend sind. Bedeutet S die ausreichende Sterbesumme in
den ersten ¢t und M die Sterbesumme in den darauf folgenden n -—1
Jahren, dann ist die Verklemmerung der Sparsumme zur Zeit n durch

(M —§) !

wegeben. Da die M-Summen oft zehn- bis zwanzigmal grosser als die
S-Summen sind, handelt es sich um betriichtliche Verkleinerungen.

Indessen lisst sich die retrospektive Lebensversicherung so ge-
stalten, dass auch das oben erwihnte Risiko gedeckt wird. Die Liebens-
versicherung wird mit einer Optierungsversicherung kombiniert. Hine
derartige Verbindung wird im folgenden als Liebensversicherung mit
Optierungsrecht bezeichnet.
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13. Eine retrospektive Lebensversicherung mit Optierungsrecht
operiert mit zwei Sterbesummen: der urspriinglichen Summe S und
der Optierungssumme M. Das Optierungsrecht bedeutet, dass un-
geachtet des Gesundheitszustandes das Mitglied zu jeder Zeit die
Sterbesumme der Versicherung bis zur Optierungssumme erhéhen
kann. Es muss ausdriicklich betont werden, dass ber Optierung die
Optierungssumme nicht iiberschritten werden darf. Ist eine grossere
Summe erwiingcht, so muss das gewdéhnliche Verfahren bei Summen-
erh6hung angewendet werden.

Die Technik der retrospektiven Lebensversicherung mit Optie-
rungsrecht kann direkt ausgebildet werden; Kenntnis der Optierungs-
versicherung ist nicht notwendig.

Wir betrachten eine retrospektive Lebensversicherung mit Op-
tierungsrecht, fiir die S Sterbesumme beim Eintritt, M Optierungs-
summe, oV einmaliger Nettobeitrag und Pdt Nettobeitrag im Inter-
vall (t, t + dt) bedeuten. Der Iinfachheit halber nehinen wir an, dass
nur entweder die Sterbesumme S oder die Optierungssumme M ge-
wihlt wird.

Zur Zeit t seien von urspriinglich I, Personen noch [, , Personen
am Leben; von ihnen haben 1), optiert und I, nicht optiert. Der
Summenbestand wird dann zur Zeit ¢ die Grosse

MR, +8T,

haben. Nach Einfithren der Funktionen
Uy, = Sterbeintensitét aller Versicherten,
)., = Sterbeintensitit der Optanten,
wiy, = Sterbeintensitit der Nichtoptanten,

pe ., = Sterbeintensitit im Summenbestand,

haben wir folgende Gleichungen:

lac T lg‘ { “f‘l;{-)}-t’

0 0 10 n0
la:-F—t nu’w—H — Z:c+t .(u’:r+t + Z:c—f—t ILLI+i s

{Mlg~+z +Szzg-t}aufr+! - Mlg+t“2+l +Sl’ﬁum2‘lt-
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Fihren wir den durch 0%, = 0,,,1,, definierten Nichtoptanten-
quotienten 6., ein, so gehen sie iiber in

und Pogr = (1 —0, Jpapy + 0,0, 020,

(M1 —0,.,) + S0, fpe, = MQ1—0,) /‘24—1 + 86, u“’:g i 2

Indem wir 0, , eliminieren, erhalten wir

n0

M (:uaH-t Wit ;01 ) (.“z+r 4“24-15) - S(Mm-:—t “J’-Lg—i-t) (f“s (u’:c-H)

eine Beziehung zwischen den vier Sterbeintensititen pu, ,, ,ug,H,
n0 ; s
Moy and g

14. Aus den obigen (ileichungen folgt

n0 o o s .
vy = Pypp = g, gy W8I B, = 1,

T

und
0 & 3 N 1
Bors = Pagy = Hawgs WoHE B, =0 &,

Keine Optierung und vollstindige Optierung fithren beide zum Er-
gebnis wl, ¢ = ;-

Weil ’I‘odeqfiille innerhalb jeder Personengruppe vorkommen
konnen, wird w8, >0, tir 6,,, < 1.

Obwohl der Fall w/%, = 0 nicht eintreffen kann, ist er be-

z+1 T
merkenswert. Ifiir die Annahme #° , = 0 enthalten die Gleichungen

{M(l - 1+ f) + 80 11 ,“I o === S L O.L'*Ft)lugw}-f == M:(’L:H"t

die okonomischen Konsequenzen einer iiberall verschwindenden
Sterblichkeit der Nichtoptanten.

Schliessen simtliche [, Personen Versicherungen ohne Optierungs-
recht zur Summe M ab oder optieren alle Versicherte im Augenblick
ihres Todes, so sind in beiden Fillen die 6konomischen Wirkungen die
des Verschwindens der Sterblichkeit der Nichtoptanten.

Aus meinen Darlegungen geht hervor, dass die Sparsumme W
zur Zeit ¢t durch

7 / DI ‘T =y Nx__erH
W= M— (M V) -2 (P4 o M) 2 —ztt

gegeben wird.
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Anderseits 1st die Sparsumme ,V einer Versicherung ohne Optierungs-
recht mit der Sterbesumme S zur Zeit ¢ durch
D - N,—N
V = §—[§ ¥} —f L [P - § =00
i 0
D:c+t 'D:cfl—t
gegeben. Die Differenz

‘ﬁsz Mx+t

V— W= M-—-S)
-1
gibt den Endwert der Kosten des Optierungsrechtes im Zeitabsehnitt
(0, t) an. Dieser Endwert 1st genau gleich der Verkleinerung der Spar-
summe zur Zeit £, die bei Versicherungen ohne Optierungsrecht ent-
steht, wenn die Sterbesumme M anstatt der Sterbesumme S gewiihlt
wird.

Ferner sieht man, dass die Nichtoptanten alle Kosten der Optie-
rung tragen miussen.

15. Die Moglichkeit, dass simtliche Mitglieder mit schlechter
Gesundheit optieren wollen, und die Moglichkeit der Optierung am
Sterbebett geben doch nicht zu den oben beschriebenen Konsequenzen
Anlass, weil Todestille unter Nichtoptanten eintreffen konnen, weil
Mitglieder bei guter Gesundheit optieren wollen, wenn sie gréssern
Versicherungsschutzes bediirfen und weil Versicherte mit schlechter
Gesundheit, die optiert haben, unter Umstinden lange leben kénnen.
Die 6konomische Lage der Nichtoptanten wird daher besser als im
Fall 4%, = 0, weil die durch die Optierung hervorgerufenen Mehr-
ausgaben kleiner sind und weil sie gemeinsam von Nichtoptanten und
Optanten getragen werden.

Die Sterbeintensitit der Nichtoptanten ist fiir 6, , = 1 durch

no

fux—H - fu.'r.-'rt
bestimmt. Die iibrigens sehr wahrscheinliche Annahme, dass die
Sterblichkeit der Optanten grosser sei als die Sterblichkeit aller Ver-
sicherten, bedeutet, dass o

Mot < Uiy
austillt, wenn 6, , < 1 ist.

Die Sterbeintensitit der Nichtoptanten lisst sich als Funktion

von 6, auffassen; sie hat fir 6, , =1 den Wert u, _, anzunehmen
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und fir 6, , < 1 kleiner als g, , zu bleiben. Ist k  , << 1 eine nur
von x -+ t abhiingige Grosse, so ist

)“;grz = HMzp { z+i i1 _Ba:+t)]”x'—tl

eine derartige Funktion. Fithren wir diese Funktion ein, erhalten wir

/’l’g—H = MUz {1 + Bﬂt (1 - k:cf}—t)}

und
. i M — (M S) e+t z-H iJf" (lmkah}—t) 92+t}
Moyt Hzyt M—(M—8) 6a:+t .
16. Durch Hinsetzen der kleinsten Wurzel der Gleichung
M—S)62, ,—2M6,, ,+M =0,
d. h. von

in die vorangehende Bestimmungsgleichung, erhilt man fiir den
Maximalwert der Funktion g,, den Ausdruck

2(1—@,“
1+]/M

Max pug ) <(2—Fppy) oy <2pgyy

Max pg = P‘m—t

Den Ungleichungen

entnimmt man, dass der Maximalwert der Summensterbeintensitit
wy ., immer kleiner ist als die doppelte Sterbeintensitit aller Ver-
sicherten.

KEbenso folgt aus
1 + ea:+t(1 - kx-{—[) < Bl kz-{-t < 2’

dass die Sterbeintensitit der Optanten uxC,, niemals die doppelte

Sterbeintensitdt w,,, sémthecher Versicherten iibersteigen kann.
Durch plausible Annahmen uber die Grosse k,, , lassen sich diese

Abschidtzungen noch verschérten.

T+
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Die Optierungskosten konnen jetzt ohne Schwierigkeit abgeschitzt
werden. I'iir die ohne Optierungsrecht abgeschlossene Versicherung
betrigt die Sparsumme nach ¢ Jahren

D N,—N
V i S——- ,S' —_— V T P aS T x4+
: S=) 57+ (P4 08) =2

3
e

fir die mit Optierungsrecht abgeschlossene dagegen

B 5 Ne— B
Vo =8 —(S— V) == + (P + 68) 2=
Dz-!—i T+t

Die Differenz ¥V — ,V? stellt den Endwert der Optierungskosten zur
Zeit t dar. In der ersten Bestimmungsgleichung fiir die Sparsumme
wird die gegebene Sterbeintensitit u, , ,, in der zweiten die abgeschitzte
Sterbeintensitdt pu;,, benutzt.

17. In Bestdnden von der Michtigkeit des Kontinuums lisst sich
die Optierungssumme beliebig gross wéhlen. In Wirklichkeit hat man
sich aber mit Optierungssummen bescheidener Grosse zu begniigen.
Je nach dem Umfang der Lebensversicherungsvereinigung kann die
Summe M z. B. wie folgt bemessen werden:

A. Fiir sehr grosse Vereinigungen

Die Versicherungsdauer n ist um so kleiner zu wihlen, je grosser
die Vereinigung ist.

B. Fir Vereinigungen mittlerer Grosse

Pa_+,V

M= ".
A,
C. Fir kleine Vereinigungen
M — de‘jj'%j:_?z :
Az

Je kleiner die Vereinigung ist, um so kleiner ist 7 anzunehmen.
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In den obigen Betrachtungen ist mit voller Optierung, d. h. mit
Optierung von S bis M gerechnet. Aber auch teilweise Optierung,
wie z. B. von S bis K << M kann stattfinden, ebenso Optierung riick-
wirts von M bis S oder sogar bis Null. Nur eine Art Optierung ist
nicht moglich, niamlich die Optierung tiber die Summe M hinaus.
Eine derartige Optierung lisst sich nur durchfithren, falls der Gesund-
heitszustand des Versicherten als befriedigend betrachtet werden kann.

(ranzes oder teilweises Finstellen der Beitragszahlung verdndert
die Optierungssumme nicht, weil eine solche Massnahme héehstens
ein stufenweises Abnehmen der Sparsumme bedeuten kann. Wird
dagegen ein Vorschuss von der Grosse [{ auf der Sparsumme aus-
bezahlt, so sind Optierungssumme M und Sparsumme S um K zu
vermindern, wenn ungiinstiger (Gesundheitszustand vorliegt. Ist dies
nicht der Fall, bleitben die Summen M und S natiirlich ungeéndert.

Das Verteilungsproblem

18. Die Eimmnahmen und Ausgaben der Lebensversicherungs-
vereinigung sind unter die Mitglieder zu verteilen. Die folgenden Be-
trachtungen setzen voraus, dass diese Verteilung nach der Regel
erfolgt: Das emnzelne Mitglied darf nicht auf Kosten der Vereinigung
begiinstigt werden; umgekehrt darf die Veremnigung nicht auf Kosten
des einzelnen Mitgliedes begiinstigt werden.

Um Wiederholungen zu vermeiden, nennen wir diese Regel die
Vertrauensregel, weil sie das Vertrauensverhiltnis, das zwischen den
Mitgliedern einer Lebensversicherungsvereinigung bestchen muss, zum
Ausdruck bringt.

Einnahmen und Ausgaben sind nach der Vertrauensregel zu ver-
teilen, somit
1. die Zinsen nach den einzelnen Sparsummen;
2. die félligen Sterbesummen und die Sparsummen der verstorbenen
Mitglieder nach dem Todesrisiko des einzelnen Mitgliedes;
3. die Verwaltungskosten nach den Ausgaben, zu denen das ein-
zelne Mitglied Anlass gegeben hat.

19. Das Todesrisiko hiingt teils von Alter und Gesundheitszustand
des Mitgliedes beim Lintritt und teils von der gewiihlten Versicherung
ab. Iiine Person, die mit dem Alter z eintritt, kann deshalb sehr wohl
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das Todesrisiko eines Alters y aufweisen; y ist — je nach Umstanden —
grosser, gleich oder kleiner als x. Das so definierte Alter y wollen wir
biologisches Alter nennen; x wird als natiirliches Alter bezeichnet.

Um der Vertrauensregel folgen zu konnen, muss beir der Risiko-
bestimmung zur Zeit ¢ das natiirliche Alter « -+ ¢ durch das biologische
i+t ersetzt werden.

Das biologische Alter y -t lisst sich als I'unktion des natiir-
lichen Alters x4t auffassen: diese Funktion ist implizite durch
:“f,\}f = ;“gﬂ
gegeben. Hier bedeutet ,ujf_H die Sterbeintensitit normaler Leben, .“g—;—z
die Sterbeintensitit m der Risikogruppe, der das Mitglied angehort.

Eine Risikogruppe wird sowohl durch den Gesundheitszustand
beim Eintritt als auch durch die gewiihlte Versicherungsform bestimmt.
Aus den vielen Risikogruppen, die sich derart aufstellen lassen, wird
gewohnlich die grosste als Gruppe normaler Leben gewdhlt.

Das beschriebene Verfahren ermoglicht, sémtliche Leben als
normale Leben zu betrachten.

20. Die Vertrauensregel bestimmt, dass die Verwaltungskosten
der Vereinigung nach den Ausgaben, zu denen das einzelne Mitglied
Anlass gegeben hat, zu verteilen sind.

Die Verwaltungskosten sind teilweise persinliche und teilweise all-
gemerne Kosten.

Die personlichen Kosten sind die Verwaltungskosten, die durch
das Benehmen des Mitgliedes bestimmt sind, z. 3. die Kosten, die
mit dem Eintritt in die Vereinigung verbunden sind, die Kosten des
Finkassierens der Beitrige, die Gebithren fiir besondere Leistungen
usw. lis 1st einleuchtend, dass ein Mitglied, welches Sonderausgaben
verursacht, diese selbst zu tragen hat. Eine Belastung der {ibrigen Mit-
glieder mit solchen Ausgaben steht im Widerspruch zur Vertrauens-
regel.

Die alleemeinen Kosten sind diejenigen Verwaltungskosten, die
fir simtliche Mitglieder gemeinsam sind; sie sind deshalb auf alle
Mitglieder zu verteilen. Die Verteilung erstreckt sich daher auf Mit-
glieder, die noch Beitrige zahlen oder deren Beitragspflicht bereits
erloschen ist, ebenso auf Mitglieder, die Versicherungen mit nicht
verschwindender Sterbesumme oder mit Sterbesumme Null haben.
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Die Kostenverteilung hat sich mithin nicht nach den Beitrigen oder
nach den Sterbesummen zu richten; sie muss auf die Zahl der Ver-
sicherungen und auf die Sparsumme bezogen werden.

Die allgemeinen Kosten lassen sich in zwet Gruppen teilen. Die
erste Gruppe umfasst alle Kosten, die tir die Pflege des Versicherungs-
bestandes notig sind, die zweite Gruppe die Kosten fiir die Verwaltung
des Kapitals der Vereinigung.

Die Kosten der ersten Gruppe hingen von der Grosse des Be-
standes, d. h. von der Anzahl der Versicherungen ab; die Kosten der
zweiten Gruppe sind von der Grosse des Kapitals abhiingig. Als Mass-
zahlen fiir die Kostenverteilung sind Versicherungsbestand im ersten
Fall und Sparsumme im zweiten Fall zu wihlen.

21. Da die Grisse der Sparsumme fiir die Selbstversorgung aus-
schlaggebend ist, haben die Mitglieder der Vereinigung ein Recht auf
Angaben tiber deren kiinftigen Wert. Solche Mitteilungen haben hypo-
thetischen Charakter. Der Wert der Sparsumme 1st unter der Voraus-
setzung anzugeben, dass der kiinftige Verlauf von Sterblichkeit, Zins
und Verwaltungskosten mit den gegenwirtigen Krfahrungen der Ver-
einigung iberemstimmt.

Um derartige Auskiinfte geben zu kénnen, muss man sich einer
aufklirenden Rechnungsgrundlage bedienen. Diese Grundlage, nach
den gegenwiirtigen Frfahrungen der Vereinigung konstruiert, ist auch
bedeutsam fiir das Verteilungsverfahren.

22, Das Ziel der Verteilung ist im Bestimmen der Sparsumme des
einzelnen Mitgliedes und im FErmitteln der Rechnungsgrundlagen fiir
die einzelne Versicherung zu sehen.

Die Ausbildung der Technik der Verteilung bietet keine Schwierig-
keiten grundsitzlicher Art. Im wesentlichen handelt es sich nur um
cine Interpretation der Thieleschen Differentialgleichung oder der
Difterenzengleichung der Primienreserve (Sparsumme). Hier wollen
wir die Differentialgleichung heranziehen.

Wir nehmen an, dass ein Mitglied, dessen biologisches Alter beim
Eintritt  war, zur Zeit ¢ > 0 die Sparsumme ,V besitze und dass
seine Versicherung fiir den Zeitabschnitt (¢, t + dt) durch die Sterbe-
summe S, > 0 und durch den Beitrag B, , dt gegeben sei. Fiir diese
Versicherung lisst sich folgende Gewinn- und Verlustrechnung zur Zeit
t -+ dt aufstellen:



— 171 —

IKinnahmen Ausgaben

Sparsumine zur Zeit { ;)7 Personliche Kosten o, dt

Beitrag B, ., dt Anteil an den Kosten fiir die Pflege des
Bestandes (3, dt
Zinsen (0, + ¢,) ,V dt Anteil an den Kosten fiir die Verwaltung

des Kapitals ¢, V dt

Antell an den filligen Risikosummen
1S, — Vg, dt

Sparsumme zur Zeit ¢ 4 dt ,, ,,V

Bildet man die Differenz zwischen Kinnahmen und Ausgaben, so
erhalten wir die Thielesche Differentialgleichung der Sparsumme V.
Aus der Gewinn- und Verlustrechnung der Vereinigung fiir den
Zettabschnitt (¢, ¢ + dt) lassen sich unmittelbar folgende Intensititen
bestimmen:
Verzinsungsintensitit o, + ¢,
Intensitat der Kosten zur Pflege des Bestandes g,,
Intensitit der Kosten zur Verwaltung des Kapitals ¢,.

Auch wenn die félligen Risikosummen und der Bestand der Risiko-
summe der Vereinigung zur Zeit t in Gruppen nach dem biologischen
Geburtsjahr aufgeteilt sind, bietet die Bestimmung der Sterbeintensi-
titen u,,, keine Schwierigkeit.

Da die personlichen Kosten o, dt, der Beitrag B, di und die
Sparsumme , V7 bekannt sind, lisst sich die gesuchte Sparsumme zur
Zett t 4 dt,,, .V, mit Hilte der gefundenen Intensitiiten leicht be-
stimmen,

Gleichzeitig sind auch die Rechnungsgrundlagen der Versicherung
fiiv den Zeitabschnitt (¢, ¢ -+ di) gegeben, niimlich:

. 2 .
St,- ch+¢,~ &+ 0y, 2y, By, 6, und Hypyy-

23. Die obigen lintwicklungen setzen voraus, dass die im Zeit-
abschnitt (¢, t -~ df) verstorbenen und ausgetretenen Mitglieder ihre
Anteile an den FKinnahmen und Ausgaben der Vereinigung erhalten
haben. Beim Austritt erhilt ein Mitglied die Sparsumme ,V, vermehrt
um seinen Anteil ;. ,, V-V, also im ganzen die Summe , , V. Die
im betrachteten Zeitabschnitt ausgetretenen Mitglieder kénnen mithin
erst am Finde des Intervalls thre Sparsumme erhalten.
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Um dem Wunsch einer sofortigen Auszahlung der Sparsumine
entgegenzukommen, muss man deshalb zur Zeit ¢ eine vorliufige Ver-
teilung mit spiterer Nachregelung durchfithren. Bei dieser vorldufigen
Verteilung bedient man sich der erwihnten aufklirenden Rechnungs-
grundlage. Wenn diese Grundlage mit der gegenwirtigen lirfahrung
in Ubereinstimmung gebracht ist, lisst sich manchmal die Nach-
regelung vermeiden. Sind

! Ed ! i /
o+ &, B, & und pu,

die Elemente der aufklirenden Rechnungsgrundlage, so sind bei der
Nachregelung die Elementendifferenzen

O+ & — (0, + &), fr— B e — & und p, — gy,

zu benutzen.
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