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Ein Verfahren zur Berechnung des Barwertes

der stetig zahlbaren Leibrente

Von Ernst Zwinggi, Basel

1. Problemstellung

Zur Berechnung des Barwertes der stetic zahlbaren leibrente
(und damit auch der Primie und des Deckungskapitals der Ablebens-
versicherung) ist eine grissere Anzahl Verfahren bekannt; es lassen
sich zwer Gruppen von Methoden grundsitzlich auseinanderhalten.

@) Die Absterbeordnung ist durch einen analytischen Ausdruck
gegeben, z. B. durch die Formel von Makeham, und das Integral
fir den Rentenbarwert wird nach den Regeln der Infinitesimalrech-
nung ausgewertet. Im Ifalle der Sterbeformel von Makeham z. B. er-
folgt die Liosung tiber die Einfithrune der unvollstindigen Gamma-
funktionen und die zugehérigen Reihenentwicklungen 1),

1) In dieser Richtung bewegen sich die Untersuchungen von:

a) W. Friedli: Reserve und Rentenbarwert als analytische Punktionen. Mit-
teilungen der Vereinigung schweizerischer Versicherungsmathematiker, 13, Heft,
1918, S. 115-274.

b) A. Tauber: Uber ein Problem der Niherungsrechnung und die Makehamschen
Rentenwerte. Aktuarské Vedy, Band 1, 1930.

¢) W. Thalmann: Zahlenwerte der Prymschen Funktion zur Berechnung von
Rentenbarwerten. Mitteilungen der Vereinigung schweizerischer Versicherungs-
mathematiker, 26. Heft, 1931, 8. 173-201.

d) M. Reichelt: Die strenge mathematische Liosung des Intwmh der kontinuier-
lichen Leibrente unter Zugrundelegung der Gompertz-Makehamschen Hypo-
these. Blitter fiir Versicherungsmathematik und verwandte Gebiete, Band 2,
Heft 6, 1932, 8. 234-9237.

) J. Herz: PFxakte Bestimmung der Barwerte der kontinuierlichen  Lebens-
versicherung beliebiger Gruppen unter Zugrundelegung des Sterblichkeits-
gesetzes von Gompertz-Makeham nebst Anwendungen auf diskontinuierliche
Versicherungen. Blitter fir Versicherungsmathematik und verwandte Ge-
biete, Band 3, Ileft 5, 1935, S. 161-174.
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b) Die Auflosung des Integrals fiir den Rentenbarwert geschieht
nach den Vorschriften der numerischen Integration. Ob dabei die
Sterbeformel analytisch oder z. B. nur durch die Zahlen der Lebenden
fiir die ganzen Altersjahre gegeben wird, 1st formal bedeutungslos,
kann jedoch die Giite der Ndherung beeintlussen 1).

Bei allen der zweiten Gruppe angehorenden Verfahren, welche
fir die praktische Berechnung wohl allein in Frage kommen, setzt
unseres Wissens die numerische Integration beim Ausdruck

n
1 [ =
a S = e D,I_:_tdt

T

[

0

em: die diskontierten Zahlen der Lebenden D, werden dabeir als
bekannt vorausgesetzt. Im folgenden wollen wir zeigen, wie es moglich
1st, die numerische Integration in eine tiefere Stufe der Berechnung
zu verlegen. Dies hat zur lYolge. dass die Werte, welche alsdann den
D, ., entsprechen, sich wie diskontinuierliche Groéssen behandeln,
d. h. summaeren lassen; die ziffernmissige Auswertung setzt damit
kemerler Anforderungen mehr voraus, insbesondere stellt sich die
Irage der Intervalleinteilung und damit die der geforderten Genauig-
kett der Integration am Ende nicht mehr.

2. Differenzengleichung fir den Rentenbarwert

Wird das Versicherungsjahr m h gleiche Intervalle von der Linge
o o ¢
A emeetellt (also b A = 1), so gilt fur den Barwert der stetig withrend
o o) e
hochstens n — ¢ Jahren zahlbaren Lieibrente «1» auf das Leben emer
T -+ t = z-jihrigen Person die Beziehung
-1 | [T

1 j 3¢ ] ? 1 /- 5 Z d eid:l l2’4 1 1
g e Ll == el ,dt + -
’ ].. ) i ]~ o f l~ ]~ ! ;

Z . % 3 z
! )

0

1) Auf der Grundlage der numerischen Integration sind z. B. die Technischen
Grundlagen und Bruttotarife fur Gruppenversicherungen 1948 der Veremigung
schweizerischer Lebensversicherungs-Gesellschaften aufgebaut.

oo

p = - D
; . / f . 5 .
Die Anndherung von | D,y dt durch M Dy — — - gehort ebenfalls hierher.
0 {=0 b

Uber die numerische Integration vgl. man u. a. J. F. Steffensen: On Certain
Formulas of Mechanical Quadrature. Skandinavisk Aktuarietidskrift, Jahrgang 28,
1945, S. 1-19.

({_b{ Z: » _| ;
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Das erste Glied in (1) kiirzen wir ab mit I.' und schreiben dafiir
nach Fmfithrung der Intensititen

A t

I [eXp(—~jka-+;h+gdr)dL (2)
0 0 /
In dihnlicher Weise folgt fiir das zweite Glied

1

exp ( _’ (6 4+ u,..) (Z'r‘) I § (L) — )

0
Damit erhalten wir die Darstellung
- T4 4 = y
Gy = L+ LG Gy e (4)
oder im Hinblick aut den spitern (vebrauch,
- 4 A = =
Aot o=t = Togs+ Ilgs; /S SRy Sy oy B (5)
Formel (5) stellt eine Differenzengleichung fiir den Rentenbarwert

dar; aus ihr kann leicht ein Ausdruck fiir d_,, gefunden werden, in

rn |
welechem die Funktionen [ ;_L_ﬁ und IIgl.+-z allein auftreten. Es empfiehlt
sich aber, die Differenzengleichung nicht wie {blich «retrospektivy
aufzulogen, sondern «prospektivs vorzugehen.

3. Allgemeine «prospektive» Auflosung
der Differenzengleichung
Sel
y(t+A4) = h(t) y(f) —r(i) ()

die tibliche Form der Differenzengleichung mit

yn) = hin—MMyn—A4)—rn-—4a).
Dann ist
(-4 Ly + 227 - ayy + Re—4)
yin— _ Y (N — "nv yn T— ah—=4a).
: h(n—A4) A h(n—4)

Setzen wir y(n—A4) in
y(n—2A4) = Hn—24) y(n—A4) + B(n—24)

em und <o fort,



so folgt

y(n—1A4) = H(n—1A) H(n— 1Ay ... Hn—24)H(n—A) y(n) +
+ H(n—1A) k ( (T—l)A} oo Hm=24) R(n—A) +
+ H(n—7A4) H(n—(z—1) ) Hn—3A)R(n-24)+...
+ RB(n—zd).
Wir kiirzen ab mit
Un-—14) HHN—QA (7)
dann wird
y(n—7d) = Un— ) :yw) +, ’;in _zj;} (%)

Ber dieser Darstellungsart zihlt = von n an; fiir unsere Zwecke
18t es aber einfacher, die Variable von 0 an zu messen!). Sei daher
n—zA = t'A; dann geht H (n — zA) tiber in H (£'A), ebenso R (n— 1)
in R('A4). Fir U(n-— td) schliesslich hat man U(#'A), wobel

[TaGy v
(n—Tdy == U({'A) = HWUA)H((t' +1)4) ... H(n—A) = ";"_‘_)1 T ——
Hfl(/d) V) n
Die neuen Bezeichnungen in (8) eingefithrt ergeben
DG
y(t'A) = ———-Ty(n) + 2 R(14);. (10)
V(ft) — T &
7 ! [ ( )
A
2t y(n) = 0, so vereinfacht sich (10) aut
. )
y(t'd) = —— S V(A R(AA4). (11
r4) V(t’;_—gf()( )

Die Ubertragung aul den Rentenbarwert soll erst spiter erfolgen:
zuerst wollen wir /' und [ bestimmen.

1) Dessen ungeachtet bleibt die Auflosung der Differenzengleichung « pro-
spektivy.
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4. Bestimmung von I

Aus Gleichung (3) konnen wir umformen

exp(ﬁ 0
A p

II' = exp (% {(6 *l-,ch,,,)d'c\) = \ ;
- J
exp( f (0 +u,.,) dr) ( h

e/

M0

) el e
—
s
==
i
=
o)
R
o
~
\_._'_/
]
I
&
P
o]
T ——
—
fu—
e

l\/‘ B_
S

- A [ A g
Die Integrale J’ (—~) und o/ (Z) werden niherungsweise aufgelost.

2
Die Aufspaltung des Intervalls 0 bis A4 in die beiden Teile 0 bis

A a4 . ; ;
, und 5 bis 4 nehmen wir vor, um mit u, als Ausgangswert «von

o ]
unten herauf» (d. h. von 0 bis 7) bzw. mit w,, , «von oben herab»

. A, o )
(d. h. von A bis ;,) approximieren zu koénnen.

Wir losen vorerst in allgemeiner Form

t

(o) = esp { [ (04 )dr): (13)
0
wir setzen dazu an

2

szi_r:‘uz(l—%agt + a4 2'74—... ] (14)
Dies eingefiithrt in (13) ergibt
i 3

J(t) = exp ((é + p,)t + as e, ? Jruslu,;:—_;: Gl TR ) (15)

Wir kiirzen ab mit

A, = 0 =i,
Ay = agp, (16)
As = g i,

10
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und finden

3 \ 2 13
J()_.J\p(AHt{z )_,+‘43_3_|+ )f-1+Bt+Bzﬂ+B =+
. 17)
ke 1 {
wobe1 1) B, — 4,
By — A, +4,B, -

B, = A, +24,B, - 4, B,

I[m Intervall O bis él soll ge. ., linear verlaufen. Wir haben also
n (14) ag =a, = ... = 0 anzunehmen; es bleibt

B, =, + 6; (19)

dann setzen wir

By = type. + (. + 8)* = (. + 8) (1, + 29). 120)

Wir bestimmen a, aus (20), ohne uns darum zu kitmmern, ob der
Sterblichkeitsverlauf zutreffend wiedergegeben ist. Wir diirfen dies
tun, weil bei der Approximation «von oben herab» ein allfilliger 1'ehler
kompensiert wird.

Wir finden aus (20) 52
—o (21)
I
und damit aus (14)
l (5+)1:l. (22)

ok |

Fiir By erhalten wir unter Beachtung, dass a; = 0,

2
r4

) :
By =2(06 + ° J e (0, 0) - (, 4 )2 (. 4+ 268) ~ (1, -+ 0) (, + 28) (, +30)-
1 ,
\ 2 (23)

1) Vel. Berechnung und Darstellung der abhiingigen und unabhiingigen Wahr-
scheinlichkeiten. (Mitteilungen der Veremnigung schweizerischer Versicherungs-
mathematiker, 49. Band, 1949, S.179-193.)
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So fahrt man fort und gela.ngt aus (17) unter Verwendung N
(19), (20), (23) usw. auf

2
Jt) =14+ (u, + )t + (1, + 0) (1, + 20) o -
) e 20) (. +80) = 24
B .
= 11—t 9§ . (25)

In dhnlicher Weise bestimmen wir in allgemeiner Form

~

[(0 +u,, )it). (26)

[

J'(t) = exp (—

Wir transformieren = in A — 7’; aus (26) folegt dann

’ A=t i
J(A—1t) = @xp(——- I ((5—]—11‘6:;.]77,)(1'{') (27)
S0
und mit A—t =1t und ' = 7,
{1
J' (') = exp Q—j (6 + ., ,_‘,)clr). (28)
0

Die weitere Umformung gestaltet sich dhnlich wie vorher. Wir
setzen

’ T.‘)‘ .
Mgy = L ( 1 + bzf + 1)3 2'7’ + RUE )’ (29)

fihren in (28) ein, wobei wir abkiirzen mit

Cl == (5 +!’l'-.‘—5* 1
Cy = bypt,y 4 (30)
Cy = bype.
und erhalten
b ‘ ) o $2 o {3 ) _
) = oxp(— O =6y —Cai ) =
1 t’3

A= D Dy =Dy (31)
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mit

By = 3
D, = C,— (D, .
- (82)
Dy = Cy— 20, D, — C, D), ]
Bei linearem Verlauf der Sterbeintensitit folat
DI = M,a T O
ferner wird
Ds= by o — (g 0P = — (o 4 0) {Pps T 2]
gesetzt, woraus
b (0 "
. : B g )
und
e n (s
1 \ Mzt |
Schliesslich folgt
By (1 4 0) (e, +20) (1, +30) usw
so dass
’ r \ ’ e t’l
JU)=1—(u, 4+ )t + (s + 0) (1, +20) i + ... =
e et (33)
B (34

: . L A .
Um auf (12) zu kommen, haben wir in (25) { = - und in (34)

A . -
= /)— vu setzen. Also wird
] Byt
sily 2l o
2 !
I - . s ’ o _l_ N (35)



— 149 —

Man dart zur Auswertung von (35) sowohl mm (24) als in (33)
durch eine geometrische Reithe approximieren. Es wird dann

T (#) ~ 1 , (36)
Lt (uy g+ 0)¢
1 ¢
T s = T 1)
o oo
1!~ P RS (38)
- R Het s Jt,a A

5. Bestimmung von I

Ahnlich wie fiir die Darstellung von I1) teilen wir bei der Be

stimmung von I.' das Intervall in zwei Hilften auf; aus (2) folgt
I

2

y i ' A ; t
I'I === Y

. l exp(%'ﬁ (6 ~+ .. [)(Z'r) dt + fexp (—’(rﬁ + u, r,)dr) dt = I4 4+ 1.
D T | (39)
In [’? fithren wir (13) ein und erhalten nach (37)
],
' ﬁ/‘ = ] {lﬁ(}u-«}—é)f dt = 4 } A £ A (40)
J(t) 0 ’ ' 2 8 \

Zur Auswertung von

1 t

[ ] exp (—— ],‘(6—{—@2,;,)61’5)5]3
; -

o) =

beachten wir, dass auch

| A

: |
I — | exp ( - ’ (86 .. )dv ) l[ f exp( ] (0 +u. ., dT )dt' . (41)
‘ 0 i i
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Der Faktor in [] ist aber nach (12) gleich /7. Tm Faktor in |}
konnen wir nach (26) ersetzen und erhalten

= ar

und bel Verwendung der Approximation (36) und unter Beachtung der
Relation t' = A4 —1t,
i

? 1 A ol
O [ G+ 82 d = [w;-ﬂii‘*—ai}. (42)
2 2 8
Beide Teile vereinigt fithrt zu
1 Uprg T+ O
gt | g a0 (43)
2 8
aus (39), (40) und (438) folgt abschliessend
1 =f= I74 ey, tq+
I'=A4— — i—: — 11! — S
’ 2 8 8 _
- . LB t0
Weil (steigender Ast der Sterbetafel vorausgesetzt) ——- in
+9 )

; : Mt ; .
der Regel nur wenig kleiner als —— und zudem ein Ausgleich

durch 11 <1 geschaffen wird, darf das zweite Glied vernachlissigt
werden ). [s bleibt damit

1+ 11
I = +,2 oA, (44)

6. Auflosung der Differenzengleichung fiir den Rentenbarwert

Nachdem nunmehr I und 777 aus den Grundgrossen (Intensititen)
ermittelt werden konnen, ist (10) bzw. (11) aut die vorliegende be-
sondere Aufgabe umzuschreiben. Weil y(n) = a, .7 = 0, bleibt nur
(11) anzupassen.

1) Den fallenden Ast der Sterbetafel wollen wir von der Betrachtung aus-
schliessen; man hiitte die Ansitze allerdings nur wenig zu modifizieren (z. B. linear
fallende Sterbeintensitit usw.).
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Ausgehend von einem tiefsten Alter zy (z. B. 2y = 20) folgt aus (5)

B} B ST Ii, o 45
Qv § 4 il = — ==t s . 5
ot ”ﬁuﬂ L i
Daraus ist zu erkennen, dass
I
P == et
H;’U "
h(t) !
1) = — :
: anu '
weiter folgt aus (9), weil H(Ad4) = [1] .
1'—1
V)= J[1[} .. (46)
1=0

Ziwischen dem Alter xz; + ¢ und ¢’ besteht der Zusammenhang
'A =t; damit ist ¢’ festgelegt.

Weiterhin ist R(AA) = [

e P

- Joud
V(2) R(24) = ‘Hugﬁm
| S=0

l

S0 dass
A
IIO A0 (47)

und damit

=1

;o
\ 1
d‘r T — II;._,

Igo +id (48)

7. Rechnerisches Vorgehen

Die praktische Anwendung der Ergebnisse gestaltet sich ausser-
ordentlich einfach; wir konnen das Vorgehen am besten durch strikte
Einteilung in die verschiedenen Stufen verdeutlichen.

1. Stufe: Festsetzung von A. — Die Wahl von 4 hingt ausser von
0 vom Verlauf von w, ab. Iis lohnt sich aber im allgemeinen nicht,
lingere Zeit bei der Priifung dieser Frage zu verweilen, sondern es
emptiehlt sich, die in den hoheren Altersstufen ohnehin notige feinere
Unterteilung schon von Anfang an vorzunehmen. Mit 4 = 0,25, d. h.
Viertelung des Intervalls, wird man in nahezu allen Fillen durch-
kommen,
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2. Stufe: Berechnung von pu, fiir gebrochene Alter. — In den (ilei-
chungen fiir I und [I] treten die Intensititen in der Form g, . , auf.
Sofern keine analytische Sterbeformel vorliegt, wird man die Hilfe
einer der bekannten Interpolationsformeln beanspruchen; sehr geeignet
18t die Formel von Gauss, weil sie zentrale Differenzen verwendet.

3. Stufe: Berechnung von IT?. — Nach Beziehung (38) ist

t, + 0
I = 5 (49)
L, (
g g fera ™9 ’7 A

Man wird, ausgehend vom tiefsten Alter z,, die Werte 17
berechnen und tabellieren, und dies (sofern nicht etwa A4 = 1 gewiihlt
wird) nicht nur fiir die ganzzahligen Alter z, sondern fiir z, 2 + 4,
2424, usw. Wenn z. B. 4 = 0,25 und z, = 20, so enthélt die Tabelle
die Werte 11}, 1112/31 Ilm/ , usw. — Die Aufstellung der Sterbetafel
und die Ermlttluncr (191 diskontierten Zahlen der Liebenden entfillt,
d. h. wird durch einen andern Rechnungsgang ersetzt.

4. Stufe: Berechnung von 14, — Nach (44) ist

|11
[;()-+-'f e ___-._)_";‘,A . (,-3())

Sind die IT7 ., bestimmt, so ist die Reihe der I |, rasch ermittelt.

To+!t

5. Stufe. — Gemiiss (46) wird, wiederum ausgehend vom tiefsten
Alter z,, das Produkt IYIIT ., fiir alle erreichten Alter x,, xy -+ A,
1o+ 24, ... gebildet und tabelliert, und zwar bis zum héchsten Alter
hinauf. Dieses Vorgehen entspricht der Berechnung der Sterbetafel
und der diskontierten Zahlen der Lebenden aus den Grundgrossen.

Fiir ein erreichtes (ganzzahlig angenommenes) Alter x, + t = x, wobel

t &L= . 5
t = - = ®, wollen wir dann abkiirzend setzen

-1

[T 0 = D(2). (51)
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Gleichzeitig bilden wir nach (47)

-
{ Il _4} B s (52)

und summieren «von hinten her», entsprechend der diskontinuierlichen
Bildung der N, aus den D_. Wenn fiir 2, -+t =2z und n—1t = m

X

w- "0 _

:4 I Irgsza = N(2) (53)

= b

A

bezeichnet, so folgt abschliessend fiir den Rentenbarwert

N4(x) — N4z + m
: D :3 :

8. Numerische ﬁberprﬁfung

[iir die numerische Uberpriifung der Frgebnisse setzen wir den
Sterblichkeitsverlauf nach den Technischen Grundlagen und Brutto-
tarifen fiir Gruppenversicherungen 1948 der Vereinigung schweize-
rischer Lebensversicherungs- Gesellschaften vorans; es ist

L
iy == 8 ~F b,

wobel tir Mdnner a = 0,001 0963
b == 0,0()0 0305
= 1,101 760

fiir Frawen a = 0,001 1911
b = 0,000 0115
¢ = 1,116 283

Als Zinssatz gilt 214 %, d. h. 6 = 0,024 693.

-~

v

(

Zum Vergleich sollten wir die genauen Werte fiir a ., kennen.
Nachdem aber durch die Bearbeiter der Grundlagen bereits eine sehr
sorgfialtige numerische Integration durchgefiihrt worden 1st (Regel
von Sumpson), die angegebenen Werte also den genauen sehr nahe
kommen, diirfen wir diese als Basis des Vergleichs withlen.
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Sofern die Barwerte von Renten fiir verhdltnisméssig lange Dauern
als Ganzes verglichen werden, 1st nur schwer zu entscheiden, welche
Alter zu Abweichungen besonders beitragen; besser ist es also, die
Rechnung so anzulegen, dass die Griite des Verfahrens fiir jedes Alters-
jahr gesondert gemessen werden kann. Dies ist moglich auf Grund
der folgenden Uberlegung.

Sei @, der «genaue» Barwert der lebenslinglichen Rente; dann
besteht die Rekursionsformel

1
])1‘ = J ) I
; d x i l.

(I:L‘ — — + — FL‘l‘I
]):L' 1 ')(C
0
v it . 7}93-1--1 v .
Nun lisst sich ——— = II(x) ohne weiteres berechnen; dann ist
D,
auch ‘
1 —_
D, N -
——dt = I(x) =a,—1I(z)a, ,
7, |

0

ziffernmissig anzugeben. Es entspricht nun aber I1(x) dem Prodult
-1, ... I} ;. Ferner ist leicht einzusehen [Formel (47)].
dass I(x) formal identisch ist mit der Grosse

II?},I ) IJ + Ijﬁ ' Ilﬁ-;-d ) I;-i—.:l + =5a II::] ' II.;l-}—_'I i IIQ:-:—l—A : Ia/:'-:—k:l-

Damit kann die Abweichung innerhalb eines Altersjahres erfasst

werden.

Die Ubereinstimmung von I(x) und II(x) mit den Niherungs-
werten ist aus der folgenden Tabelle ersichtlich; dabei ist fiir alle
Altersstufen A4 = 0,25 gewiihlt.



I(x) I1(x)
Alter
genau genihert | Fehler 9| genau genithert | Fehler %/,
Miéinner
20 0,98712 | 0,987 10 0,0 0,974 302 | 0,974 302 0,0
30 986 88 986 89 0,0 973 886 973 884 0,0
40 986 31 986 32 0,0 972 736 972 736 0.0
50 984 74 984 75 0,0 969 573 969 572 0,0
60 980 44 980 44 0,0 960 900 960 898 0,0
70 968 67 968 67 0.0 937 386 937 385 0,0
80 937 21 937 24 0.0 875 478 875 484 0,0
90 857 35 85T 67 0.4 725137 725 109 0,0
Frauen
20 0,987 11 | 0,987 12 0,0 0,974 342 | 0,974 341 0,0
30 987 00 987 01 0,0 974 128 974 124 0,0
40 986 69 986 70 0,0 973 487 973 486 0,0
50 985 73 985 74 0,0 971 561 971 561 0,0
60 982 86 982 88 0,0 965 797 965 795 0,0
70 974 32 974 36 0,0 948 645 948 687 0,0
80 949 35 949 36 0,0 899 083 899 086 0,0
90 879 27 879 48 0.2 765122 | 765121 0,0

Man darf die Annidherung als sehr gut bezeichnen.

Mogen die Ableitungen auf den ersten Blick als umstindlich.
die Interpolation der Sterbeintensitiit als etwas gesucht und nicht
sofort durchsichtig erscheinen, so ist die praktische Anwendung doch
ausserordentlich einfach.
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