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Algebraische Begriindung
einer Klasse versichcrungstechniseher Approximationen

Yon Heinrich Jecklin, Zirich

Iis seien a, b, ¢, d vier positive Grissen, welche die Gleichung

erfiillen H B =g, (1)

Ist nun weiter :
= c, (2)

so 18t klar, dass (1) eine Identitit darstellt, und es gilt, bei gemachten
Voraussetzungen (1) und (2) dann auch
a+b=rc¢44d, ()
bzw., wenn f irgendeine Funktion
fla) f(b) = f(e)f(d) (4)
fla) + f(b) = f(e) + f(d). (5)

Wird umgekehrt gefordert, dass vier positive Grossen «, b, ¢, d

nnd

die (leichungen (1) und (2) gleichzeitig erfilllen, so folgt, dass ent-
weder @ = ¢ und b = d, oder aber ¢« = d und b = ¢ sein muss, welch
sweiter Moglichkeit aber wegen der Kommutativitit von Addition
und Multiplikation keine einschrinkende Bedeutung zukommt.
Selen o, B, v, 0 vier weitere positive Grossen, fiir welche
o =54 utid &=7,
S0 muss offenbar gelten, wenn fiir «, b, ¢, d die Voraussetzungen (1)

und (2) bestehen Fa, @) 1(b, B) == F(c, v) $(d, 8) (6)
la,3) = (b, f) — flesy) + F(d, ). M

und
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Nunmehr sollen die Voraussetzungen etwas abgeschwiicht werden,
mdem lediglich gelten mége

a-b~c-d, aber auch a« +b ~c¢-+d, wobei a~c¢, l
(8)

2 f~y-0, aber auch a4+ f~vy -+ 0, wober a~7y. l
Wenn nun f eine Funktion ist, die sich bei kleiner Argument-
inderung selbst ebenfalls nur wenig indert, so wird auch bei genannten
abgeschwiichten Voraussetzungen (8) in gewisser Abgrenzung, deren
genauere Untersuchung wir uns vorbehalten, immer noch gelten

fla,2) f(b, B) ~ f(e.y) f(d, 0) (9)
fla,2) 4= 1(b, B) ~ fle,y) +[(d. 9). (10)

Um vorerst zu einer Nutzanwendung in der Versicherungstechnik

konnen, dass

und

zu gelangen, sel daran erinnert, dass erfahrungsgemiss fiiv Quadrupel
tempordrer Renten gleicher Dauer von der Art a,,-. a,7, a,;, ar
innerhalb gewisser Grenzen (etwa bis zum Iindalter 65) gilt:

Ay & ~ Ay Ay (11)

_ _ _ _ 9

aa:yn\ =+ a'n| ~ axn[ —'_ ayn| 8 (1“)

Das sind aber gerade die Voraussetzungen (8), wenn wir 3, -~ = «,
@ =b, Qa7 == 0, By = d setzen. Wir geben einige numerische

Beispiele nach der Tafel S. M. 1921/30 zu 23/ 9 :

T 7y n Qgyn] « A7) Qi+ By, Qpypr| T A7) Aznl + Ay

30 30 10 75,564 75,850 17,423 17,418
20 228,575 223,273 29,936 29,5835
30 367,978 365.693 38,492 38,246
40 30 10 74,509 74,753 17,304 17,296
20 214,934 214,362 29,383 29,286

Die Approximationen (11) und (12) brauchen iibrigens nicht ein-
fach als empirische Tatsachen hingenommen zu werden. Sind g(f)
und A (1) zwel positive fallende Funktionen. k(f) eine positive Funktion.
5o besagt die Ungleichung von Jensen,
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s o , b a
dass Stg@) Rt k() Stk = Stg) k() STh(i) k().
to to to to
Setzt man 1 1
gty = — by, bty = —1,,,, kt) = o',
L b

so folat N
Aayn| A} = | Ayr] -

Es 1st aber klar, dass fiir nicht zu hohe Alter und kurze Dauern die
beiden Seiten der letzten Ungleichung nicht stark differieren koénnen,
so dass also in gewissen Grenzen (11) gelten muss. Soweit wir
Ayn ~ A, setzen dirfen, wiirde die Existenz von (12) sich ergeben
analog zur Folgerung von (3) aus (1) und (2). Man kann aber auch
auf die bekannte Naherungsformel von lLidstone

B+ B~ B B
gleichbedeutend mit

1 1 1 1

S + — ~ + —_
a a Sar Gy

ayn| n| X,

abstellen, welche sich mit der Theorie von Cantelli begriinden lisst.
Aus der gleichzeitigen Kxistenz von

1 1 1 1
und —— + ~ =3
a.-  a.; i A

ayn | ni

Bz By ™ Do A

folgt aber, dass auch (12) gelten muss, was sofort ersichtlich ist, wenn
die letztgenanute Ungleichung in der Form geschrieben wird

aﬂ - aw-,”
Aayn] A Ao Ayl

Ay T Ay

worauf die Nenner weggestrichen werden konnen.

Die Versicherungswerte der gemischten Versicherung (jahrliche Pré-
mie, Finmaleinlage, Deckungskapital, primienfrei reduzierte Summe)
sind bekanntlich ganz ecinfache Funktionen von einem oder zwei
Rentenwerten. Bezeichnen wir einen Versicherungswert der gemischten
Versicherung mit (7, versehen mit den iiblichen Indizes fiir Eintritts-
alter, Versicherungsdauer und — wenn nitig — abgelanfene Dauer,
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80 st z(;xyﬁ] = f(axy—pﬂ’ Aupy, gt nft’}) = f(a, &)
f”:m| = f(aﬂ » Ay, m) = f{e, ¥)
Gy = f(ay_p Bypr, nt) = /(d, 0)
G = f@m, ap) = [(b, B)

(wobei fiir Versicherungswerte, die nicht von der abgelaufenen Dauer
abhingig sind, links der Index ¢ und rechts der zweite Rentenwert
nicht benotigt werden). In Anwendung von (9) und (10) folgt nun
unmittelbar

G G-
~ a‘ Ton| yn| .
G~ -0 L 13
l(" n|
und ' ’ r ’
t(’;ryfg —~ t(‘r:c:f\ Sk i“yn] _ t(I}ﬂ : (14)

Formel (14) besagt insbesondere, dass die Lidstonesche Approxi-
mation nicht nur fiir die jihrliche Primie der gemischten Versicherung
auf zwer verbundene Lieben, sondern auch fiir deren Kinmaleinlage,
Deckungskapital und primienfrei reduzierte Summe analog verwendbar
1st. Im iibrigen lassen sich nun sofort eine Reihe von Niherungen fiir
die Versicherungswerte der gemischten Versicherung zweier verbun-
dener Lieben deduzieren, wofiir wir beispielshalber ein paar Approxi-

. T : oyt il
mationen fir die Reserveformel V= 1— anfithren:
ary;;
aus (11):
ax+t, n—t | ay-& t, n—t | 8.}7! (1 % tVaﬂ) (1 - iL",er «]
Vs ~ 1— S - LI N
axﬂ ayﬂ afz:l 1 (1 — tT/ﬁ. I)

aus (12):

/ BTy B R PR ey R~
I’I-rya_z_\ ~1—— ,
Az T Ay Ay

aus (13):

s | =
> p‘V;n| (lyn|
tI I e~ e
Tyn | Vs ’
il';!:
aus (14):
7 i 7 T,
I.LJH| f]'m\ IJH ]n;'
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Fiir dre1 verbundene Leben gelten mmnerhalb gewisser (irenzen
die Approximationen
Qayen] An] ™~ Qayn| Az (15)

axyziﬂ + arﬂ ~ axy-r_u + acu\’ \1())

welehe in Analogie zu (11) und (12) aufgestellt und wie diese mit der
Ungleichung von Jensen und der Theorie von Cantelli begriindet
werden konnen. Man folgert aus (15) und (16), wieder in Anwendung
von (9) und (10), dass

L

‘ :UJM zn| -
[('l:vyerE o P (] ()

und

f (] f 1 Y
f(’xyz;; ~~ t(II?lﬂ + l("zﬂ == f(’ﬁ . (Ih)

Durch Vertauschung von z, y, z ergeben sich hiezu je zwel weitere

Approximationen, und indem weiter die Versicherungswerte zweier

verbundener Leben ihrerseits wieder durch Niherungen auf Basis

einlebiger Werte ersetzt werden, ergibt sich eine Vielfalt von Approxi-

mationsformeln, wofiir wir beispielsweise lediglich Niherungen fiir die
1

Primie P, .~ ——— — d anfithren. Man kann auch hier Formeln

a-a:yz?
herleiten, indem man von der geniiherten Wiedergabe des Rentenwertes
Ay durch (15) oder (16) ausgeht, oder mdem man P, - direkt

approximiert, ausgehend von (17) oder (18). Wir beschrinken uns auf
den letzteren Fall:

Aus (17) folgt:

P ID) B 1D 1
P ngﬁilzﬁ; l.c:nily'n[ VE n\jml
.'F_U:T! ~ ~~ P ~~ ———]) il
- m T
) ) A
1/ IJH|I")? + crr]‘py‘n_‘ + Iu mz_zm
R R A ]

n| " "

und hieraus unter Verwendung von (13):

P Bx P

3 T yn\ ”ﬁ',

Ty nf P P—* !

n|= n|
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dagegen unter Verwendung von (14):

) & " - - o

P pr—r—til zi | Iyn|P~n P Z:::n.\ B,m\ Iyrr|P~n!
wyzn| ~~ =T 7 + |
P P s P
}:Jiignf ])wllin _.p
Py Fi
2
~ __}": 'uz; Jn + x| nz\ + ) ) / ( an | + yn| + nl)

n|

und unter Verwendung von (13) in diesen Niherungen weiter:
) P |
[.J:y:ﬂ ~ lmﬂ + R]?H Pziﬂ ~ ayﬂ T ijsz ——I_)yﬁ\ .nm‘ = Px?nl P_ ~
B) 1
~ / ( Tj7”+ rng+131:ﬂ /3 *cn\ yn[—’— u[)

und schliesslich dureh Addition von 0 ~ P, o + P — Py — P, zur
vorletzten Approximation:

P‘”yzm’ﬂ -~ ch?ﬂ + Pﬂﬂn + [ yzn| Prrli lwzl . El -+ 37 n|*
Aus (18) folgt:
Loy ~ Loy + B — Py ~ Ly + Ly — Py ~ By + By — Py ~
1/3( xyn| Bbz_ﬁ_l —J[— l Y| + o +RI'_' + }J:;t_') -——P},-

and hieraus unter Verwendung von (13):

oy P
, an|tyn an | znl
[/y,i P +IDZTF—\~ZJN—}N_ L +IJ)H PIN
| 7l
r,'? zn|
~ J'DJ;n\ I)ﬂ ~
D, _
{ n|
—~ l/f‘& P— ) ( o Jn\ + zj.rn zi| + R;n I~n ) + Prn\ + yn| + P~nJ 'P’f? !

|

dagegen unter Verwendung von (14):
b) >
llJZWL Jprn + l)?jﬂl + | }u] ’

womit die Moglichkeiten noch nicht erschopft sind.
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Wir wollen es hiemit bewenden lassen, denn eine Ausdehnung
der Darlegungen auf die Approximation von Versicherungswerten
der gemischten Vergicherung von mehr als drei verbundenen lieben
wirde 1n theoretischer Hinsicht gar nichts Neues bieten, und der
Praktiker ist gegebenenfalls ohne weiteres in der lLage, anhand der
genannten Spielregeln die ihm dienlichen Niherungsformeln zusammen-
zustellen. Interessant scheint uns vor allem der sich zeigende Dualismus
zwischen additiver und multiplikativer Zusammensetzung der Nihe-

rungsformeln. Die verschiedenen Approximationsformeln sind natur-

gemiss nicht von gleicher Giitte, wie dies auch aus den nachstehend

aufgefithrten numerischen Beispielen zu ersehen ist.

Beispiel [:

Formel 1:

I'ormel

tV:rle’ Tatel 8. M. 1921/30 zu 234 %,
i :;()’ y = 35. P = 2()
d;4 oy
Vo=1— albasiad . (genaun)
Ay |

Ay, nt) & = &
+1, n—t| Syt n—t] Sl
Vo1 |

I ’
An] Ay A=t
Ay t, 7t + Ay, nt] — AT
,V — 1 aen
I/r . t-V_rm tVy“”l
t - T L, 7
fVﬂ

rV = thm 4 iVy?! o .'V‘: 3

i

t—3 t=6 =9 t =12
® /o0 ® 00 %o % o0
113,72 237,11 371,04 517,22
113,53 236,71 270,50 516,65
118,27 236,23 369,79 515,14
113,61 236,85 370,75 516,97

113,53 236.78 370,61 516.83

f =i 15

0
0n

6H78.89
678,40
677,61
678,81
HT7S.69
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Beispiel 11: P

ayzn|?

Tafel S. M. 1921/30 zu 23/ %,
r =30, y=235=z=40

1

Formel 1; Pe=—-v-—id oenau
b o
Ay
P P
, 9 [) _ Tyn| ‘,ni )

P

n|

SN ST
xyn| 1 Yzt |

¥ )
3: e = - F
un
P Fnlis
; ) an | "oy H|
4: P = ,

) b I
b n ln{
=, ¥ e 1 o
» 0 [ ITJPP1+1JIr| Jtu’
3 5 > S S
’ 6: P - l.rg/»z‘+13n; ln]’

T: P - .I?IL|+[)UN +l~n‘ "'In)’

2
’ S: P o= .T1T7 ( uf\ IjH +l)1iqpn +1?jn 1175) l/ (I)H! +1uu +I):ﬁ|‘)’

|

1
’ Hr P o= ]/3 _j)_:_( an| JJM+I.L‘N| zn +Il}ii I)m) +I)m s [?/n +I) 3 ”—Pﬂ'

ny

Formel n =10 =15 i == 20
®/a0 /o0 ®/no
1 94,354 63,914 50,073
2 94,501 64,317 51,025
3 94,418 64.083 50,446
4 94,913 64,648 51,483
5 94,337 63,877 50,026
6 94,297 63.804 49,935
i 94,621 63,947 50,003
9 94,813 64,405 50,956

9 94,716 64,175 50,479
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