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Analytische Betrachtungen

zur Änderung des Rechnungszinsfusses und der
Sterbetafel bei Versicherungswerten

Von Ose. ÎF. Spring, Zürich

1. Vorbemerkungen

In seinem Aufsatz über «Präzision und Approximation in der Ver-
sicherungslehre» hat FriedZi [1] darauf hingewiesen, dass das Problem
der Zinsfussvariation vielfach mit approximativen Methoden behandelt
wird, obschon es exakt gelöst werden sollte. Unseres Wissens ist das

Zinsfussproblem erstmals von TJachmper [2] unter dem rein mathe-
matischen Aspekt dargelegt worden; er hat die analytische Form der
Universallösung hergeleitet, die sich für den Barwert der lebenslang-
liehen Leibrente durch die Formel darstellen lässt:

oo

0

Darin bedeutet:

<5 — In y In (l+f) die Zinsintensität zum «alten» Zinsfuss;
d* — Inr* — In (1 + »*) die Zinsintensität zum «netten» Zinsfuss :

den mit der «alten» Zinsintensität ô und einer bestimmten
Sterbetafel berechneten, bekannten Leibrentenbarwert für das

Alter i-f t:
den mit der «neuen» Zinsintensität <5* und derselben Sterbetafel
berechneten, gesuchten Leibrentenbarwert für das Alter « -f- r.

Die Formel (1) gibt die mathematische Antwort auf die Frage,
ob das Zinsfussproblem überhaupt eine exakte Lösung aufweise. Der
«neue» Leibrentenbarwert wird durch sie dargestellt als Funktion des
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«alten» Leibrentenbanvertes und des Unterschiedes der Zinsintensi-
täten. Aus dieser eleganten Formel können die bekannten Darstellungen
von Lösungen des Zinsfussproblems durch geeignete Umformungen
und Approximationen hergeleitet werden.

Wird beispielsweise die Reihenentwicklung

~ 1

^ V (_i)« (b*—b)"r"
h 0 ^ •

in die Formel (1) eingeführt und ferner beachtet, class

1
•

oder

!'/>, .:'/c

~ _ in ——
ä

o

und somit

e o
%+i A£-|-r

A.T

ist. und werden ferner die Kommutationswerte höherer Ordnung

,<<">
'

/ T'D ,//t
0

eingeführt *), so ergibt sich

1

(Ï
7),

*
- V (—l)"(d*—(2)M=0

Diese Lösung, allerdings in leicht modifizierter Form, hat seinerzeit

JFi/s'S [8] mitgeteilt und ferner gezeigt, class die entsprechende Ent-

i) Es ist W" e;,; s;," s, w
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wicklung für den Barwert einer jährlich zum voraus zahlbaren Leib-
rente zur BeziehungO

1 ~ (u*—ü)"
a* TT S -—» '-+» ^Idj. »=0 V

führt, welche James iWelfcüe ?<S53 [4J veröffentlicht hat. Sie ergibt sich

aus der Taylor-Entwicklung des Leibrentenbarwertes nach ü. In dieser
Reihe fallen die Grössen weg für œ + «• > « [co ist das Schluss-
alter der Sterbetafel]. Bemerkenswert ist, dass in dieser Reihe im
Gegensatz zur Reihe ('2) die Indizes der Summen 5' mit der Ordnungs-
zahl der Glieder zunehmen.

Die Reihe (3) lässt sich überführen in den Ausdruck für die nach-

schüssige, jährlich zahlbare Leibrente

L*= ^-2 (-!)"»"(»*-»)"> W
« 0

welchen Fa?i Dorsten [5] mitteilte und der auch in einer Arbeit von
Cfensten [6] angeführt ist.

2. Herleitung der Formel (1)

Für die Herleitung der Formel (1) wird zweckmässigerweise aus-

gegangen von der Differentialgleichung für den Leibrentenbarwert.
Diese lautet für den «alten» Leibrentenbarwert

d
<D+ r <L+ r (/G + r + ^) — 1 (o)

und für den «neuen» Leibrentenbarwert

f fl^ a^(^ + 0-l. (6)
ar

Aus (5) ergibt sich ^
1 + n—

ar
/L+r : <5-

8



Wird dieser Ausdruck für in (6) eingesetzt, so geht diese über in

dr

1 +
d

dr £+ r

(d* — d) l. (7)

Das ist die Darstellung des Zinsfussproblems für den Leibrentenbar-
wert in der Form einer linearen Differentialgleichung erster Ordnung.
Die Lösung der Differentialgleichung lautet:

-*
««+<

Jl (<5*-<3) + —

%+£ J

dr. (8)

r «*+*

Formel (8) geht für 1 0 in Formel (1) über.

3. Verallgemeinerte Darstellung des Zinsfussproblems

A. Darstellung von Versicherungswerten
durch eine Differentialgleichung

Zahlreiche versicherungsmathematische Grössen, die allgemein mit
0(1) bezeichnet sein sollen, erfüllen eine Differentialgleichung von der

Form ^
0(f) 0(f) (g^, + d) + 0(f). (9)

Hierin bezeichnen wir die Funktion 0(1) als Störfunktion; sie ist
bestimmt durch die im Versicherungsvertrag festgesetzten Leistungen
und Gegenleistungen.

Es lässt sich leicht überprüfen, dass beispielsweise folgende Zu-

Ordnungen für die Funktionen 0(1) und 0(1) gelten (siehe Tab. I).

1 „ ^

A;«ci«//Y(!/e

Setzen wir in der Differentialgleichung (9) /g., =0, so erhalten
wir die Differentialgleichung für Sparkassenwerte

d
0(1) 0(f) d + 0(1). (9a)

d 1
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Tabelle /

0(1) P(f)

0
1

vr ; n-A+( ; „-(! <Vh ; (4 («1* facteur cle ca pi tali-
•'AT/
sation viagère» für die Dauer 1 nach der Bezeich-

nung von Jéquier [7])

— 1 4+i oder äj+jj-

+1 ,44:71 Leibrentenendwert nach der Be-

Zeichnung von Jéquier [7]

/( 4 41 4z+£:n—£+/> £+/:w—/j |H Î+I

" I" Ai+i ,4 ,-4 -•- ;/'h Endwert der temporären Todesfall-
Versicherung («la valeur finale du risque») nach der

Bezeichnung von Jéquier [_7|

A-H Barwert der Prämieneinnahme bei variabler Prämie

44+f Endwert der Prämieneinnahme bei variabler Prämie

' J'+( i"x K ,4 Reserve

" " (4 ; f + 4 ,4. 1 — ,4 Risikosumme

USW. USW.
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Hier gilt folgende Zuordnung zwischen F(f) und 0(f):

0(f) F(f)

0

— 1

+1 «n

USW. USW.

2, <5 0.

Setzen wir in der Differentialgleichung (9) für d 0, so erhalten
wir die Differentialgleichung für die Werte der zinslosen Versicherung:

d
/' if) h ff) + 0if). (9b)

of

Hier gilt beispielsweise folgende Zuordnung zwischen F(f) und 0(f):
ToMle III

0(f) H(f)

0
1

(Px

l i ;
ex+c5Tf!

-r 1 - 0 Â
ö"x : / 7 x : / j

Z^X-f i 7
" ~ w—f ' (Zx-H

'x+f

+ /Vw V,

USW. USW.
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Auf eine Erweiterung der Tabellen I, II und III wollen wir in
diesem Zusammenhange nicht eintreten, obschon dadurch manch
interessanter Einblick in die Zusammenhänge der Versicherungswerte
gewonnen werden könnte.

B. Das Zinsfussproblem
für den allgemeinen Versicherungswert _F (t)

Für den «alten» Versicherungswert Jf(f) gilt die Differentialglei-
chung (9). Entsprechend gilt für den «neuen» Versicherungswert E*(l)

d
**(t) =ü*(i) (^ + 0 + ^(0- (10)

Wird aus (9) der in bezug auf den Zinsfuss invariante Ausdruck

<2

df
/V

F(f)

in (10) eingesetzt, so ergibt sich als verallgemeinerte Differential-
gleichung für das Zinsfussproblem

*
— Z' (7) F*ff)
df

df
F(f) -0(f)

F'(f)
+ (M* — d) + 0*(<). (11)

Die Lösung ergibt sich nach bekannter Methode. Die Gleichung der

einzigen Lösungskurve durch den Punkt } T, F*(T)} lautet :

F*(f) /e*(T) ^ <

F(f)

/' '"(f) / f
J j-(s) / 0*(T) 0(T) /V*V~'

0(t) P(T) »

(12)

dr.
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Wenn zur Vereinfachung die Abkürzungen

F*(f)
- — 99(f) das Verhältnis der zu zwei verschiedenen Zins-

0 füssen berechneten Versicherungswerte
0(f)

w(t) das Verhältnis zwischen «alter» Störfunktion /io\
W und «altem» Versicherungswert

0*(f)
ff(f) das Verhältnis zwischen «neuer» und «alter»

Störfunktion

eingeführt werden, geht (12) über in den Ausdruck

T 2' r
* /„(,)* /" *

99(f) : 99(F) I — j V — / ff(r) 99 (t) / — j e' dr, (14)

/

der auch als Lösung der Differentialgleichung

— 99 (f) 99 (f) [(<f — d) — 99 (f)] + H (f) 99 (f) (15)
et f

gedeutet werden kann.

4. Einige Spezialfälle für das Zinsfussproblem

Die Formel (14) bildet den Ausgangspunkt für eine Diskussion
verschiedener denkbarer Fälle. Dabei können für 0(f) und F(f) die

Zuordnungen nach den Tabellen I, II oder III verwendet werden.

In zahlreichen Fällen, nämlich dann, wenn der «neue» Versiehe-

rungswert aus dem entsprechenden «alten» Versicherungswert be-

rechnet werden soll, ohne dass die Störfunktion 0 eine Änderung
erfährt, ist die Bedingung

0*(f)
—1A=1 (16)
*(f)

erfüllt. Beispielsweise ist dies der Fall im Zinsfussproblem für den

Leibrentenbarwert, wo
0* f ' ^ 0(f) - 1.



Im speziellen Falle der Reserve gilt die Bedingung (16) nur dann,
wenn die Reserveprämie bei Änderung des Zinsfusses unverändert bleibt ;

p* __ p

Für alle Fälle, in denen die Bedingung (16) erfüllt ist, gilt die Lösung
nach Formel (14), die vereinfacht zum Ausdruck führt:

y 2' r
* r-f / v(T)dr /* * r-( /J nu"' / -

>(<) F — /• vW(-~) «' Fr. (17)

Fall A

Wird 7' derart gewählt, dass 99(F) 1 wird, weilF*(T) F(T)
ist, eine Vereinfachung, die z. B. beim Rentenbarwert für 7' — oder
bei der Reserve für T w (beim Ablauf der Versicherung) erlaubt
ist, so lässt sich die Formel (17) vereinfachen in den Ausdruck:

r y t
p* T-i / i/p)di /* I* V ' /

9"(7) — F — / 9'(r)(—) F dr. (18)
\ V / J - V F

/

Wird der Integralausdruck rechts partiell integriert, ergibt sich:

2' T

/* .^.T-i/vU)ds
9>(f) 1— / (<5* —à) — I F dr (19)

oder, wenn wir für 99(1) und y>(f) die ursprüngliche Bedeutung wieder
einführen und die 1 auf die linke Seite der Gleichung nehmen:

r fVVld--
7-^ff) — F (7) * /VF,'-' JA;, '

Li.— •• (d — d*) / i F dr. (20)
F(t)

' ./ \ ®
'

Auf Grund von Formel (9) darf gesetzt werden

0(i) |-F(f)—F(t)(/^, + d)
d/

und weiter
0 d

9>(tj — In F (7) — (/«*+, + V (21)
F(f)

' dt
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woraus sich ergibt

/" v(;)di /[dlnF(f)-(^ + j]+(5)«]

e

F(r) -/(^+«+'b^
e '

F(f)
-F M *x+T

F '

Wird (22) in (20) eingesetzt, so geht (20) über in
T

F* (/) _*-(/) (d - Ô*) J F(r) dt

(22)

(23)

Wenn F(t) die Bedeutung der Reserve gegeben wird, für welche die

Voraussetzungen _ j
ç?(T) 1 für T n (am Schluss der Versicherung)

gültig sind, und noch 1 0 gesetzt wird, so ist die Formel (23)

identisch mit einer von Ben/er [8] mitgeteilten Formel.

Fall B

Wird in Formel (17) T gewählt und die Bedingung gestellt:

F (oo) F*(oo) 0,

dann ist auch in diesem Fall
F*(oo) 0

m (oo) - 1

FH 0
Beweis: Es ist

d
— F*(t)
df : F*(f) (/v„ + d*) + d>*(<)

cl

dû
F (0

^99 <A+f + ^) + ^(9

F ^ 1.
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Formel (17) geht dann über in

>(0 - / y>(T)( 6' rZr, (24)

sofern lediglich die zusätzliche Bedingung gestellt wird, dass

c* < /; d. h. <5* > (5
j

oo >

und dass I ^(t)<ït konvergiert.
(25)

Es ist noch zu beachten, dass für den Leibrentenbarwert 0(r) —1
1

und somit w(t) ist; (24) geht in diesem Fall über in
F(r)

r
oo r
/" 1 ~J

F*(f) F(f) / —— — e ' (26)
7 J?(t) \ « /

*

und dieser Ausdruck ist mit Formel (8) identisch.

5. Fragen allgemeinerer Art

Dass auch die Formel (15) den Ausgangspunkt zur Prüfung von
Fragen allgemeinerer Art bilden kann, mögen folgende Überlegungen
zeigen ;

Aus der Voraussetzung

F*(f)=F(f) oder 99(f) ~ 1

folgt wegen
9? (£) 0 aus (15)

<5* — ü — y(f) + fï (f) y>(f) 0

F*(f) =F(i) ist mithin nur dann erfüllt, wenn 0* durch

0*(f) 0(f) _ (0* — 0) F(f) (27)
dargestellt wird.
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Auf den Kentenbarwert übertragen heisst das: zum «neuen» Barwert
gehört die variable Rente

1 -j- (d* — d) anstatt der Rente 1.

Formel (27) kann aber auch in der Form geschrieben werden:

(d* — d) F'(f) <£*(<) — 0(f). (28)

Dies ist die etwas verallgemeinerte Form eines Resultates, das aus

der Gewinntheorie bekannt ist und auch von Berger in der zitierten
Arbeit [8] erwähnt wird. Wird nämlich

gesetzt, so ist für F(f) nach der Tabelle I die Reserve einzusetzen und

(28) lautet dann
- (d* — d) ,p;, (29)

d. h. die Reserve ist von einer Änderung des Zinsfusses unabhängig,
wenn die Differenz der Reserveprämien in jedem Zeitpunkt gleich ist
der auf der Reserve berechneten Zinsdifferenz.

Für alle Versicherungswerte, für welche 0* ist, d. h. für

A,. :, usw. kann die Gleichung (28) nur erfüllt sein, wenn
d* — d 0 ist, d. h. wenn die Zinsfussänderung null ist.

6. D as Problem der Änderung der Sterbetafel
für den allgemeinen Versicherungswert f (f)

Das Problem der Änderung der Sterbetafel bei festbleibendem

Rechnungszinsfuss ist das Gegenstück zum Problem der Zinsfuss-

variation und bietet mathematisch nichts Neues. Wir bezeichnen mit

die «alte» Sterblichkeitsintensität;
die «neue» Sterblichkeitsintensität:

F(f) den mit der «alten» Sterblichkeitsintensität und der Zins-

intensität d berechneten, bekannten Versicherungswert:

*F(f) den mit der «neuen» Sterblichkeitsintensität und derselben

Zinsintensität d berechneten, gesuchten Versicherungswert.



Nun können wir aus den beiden Differentialgleichungen

d

d 1

d

(2/

F(<) ^ F(t) (iMj+i -r d) + 0(i)

*H(f) **'(*) G^, +.5) + *<Z>(t)

(30)

(31)

die Zinsintensität d eliminieren und erhalten die Lösung des Problems
der Sterbetafeländerung in der Gestalt einer linearen Differential-
gleichung 1. Ordnung:

d

dt
*F (<) *F(0 G"x+f " i®*X+<) '

(/ t
L'(t) --0(t)

F(«)
*0(t). (32)

Gleichung (32) unterscheidet sich von Gleichung (11) nur dadurch, dass

anstatt der Differenz der Zinsintensitäten die Differenz der Sterblich-
keitsintensitäten auftritt. Die Gleichung der einzigen Lösungskurve
durch den Punkt {T, *F(T)} lautet:

F(f)

flfj
~

IGT/'

| |(4+s- eg)
'

if (s) *0(t) <Z>(T)

0(T) L'(T)

"/[<

133

oder mit Hilfe der Abkürzungen (13)

J* (^x-f-£ ~+ £ v(D)^ / + 5 v($))^
?(') 9>(T)e ' — / H(r)y(r)c ' dr.

r (34)

Gleichung (34) kann auch als Lösung der Differentialgleichung

d

df
99 (<) 9? (t) [(,u*^, — — ig (t)] + (0 P (0 '3o)

gedeutet werden, die das Analogon zu Gleichung (15) darstellt.



7. Eine interessante Beziehung
zwischen grundlagenverwandten Versicherungswerten

Aus zwei Sterbetafeln, die durch die Sterblichkeitsintensitäten
und /«*_, bestimmt seien, und zwei Zinsintensitäten d und V

kann ein bestimmter Versicherungswert auf vier verschiedene Arten
berechnet werden. Es sei

der Versicherungswert berechnet aus

/*'(£) und d

E*(t) ^ und d*

*E(£) und d

*E*(£) und d*.

Diese vier Versicherungswerte nennen wir grundlagenverwandt. Für
die drei erstgenannten Versicherungswerte gelten die Differential-
gleichungen (10) und (dl). Für *E*(f) können wir die Differential-
gleichling schreiben

— V(/) - V(/) [/<*+, + d*] + (86)
<7/

Aus den vier Gleichungen erhalten wir der Reihe nach:

AjT(f) _ 0(f)
aus (9) .«,+ +d - ; (87)

^ *— F*(i) — Ö>*(<)

aus (10) //^ + d — : (88)

A^(t)_*0(<)
aas (81) //*+, + d - : — ----- ; (39)

— Vm—W)
aus (36) • d* - (40)
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Durch Addition von (37) und (40) einerseits sowie (38) und (39) ander-
seits ergibt sich je ein Ausdruck für +/<*+< + ^ + '>*. und wir
erhalten durch Gleichsetzen dieser zwei Ausdrücke die symmetrische
Beziehung

--F(l)-0(f) — *F*(1)-*0*(1) -F*(()-r(i) — *F(1)-*0(1)
k ' dl dl dl

1 1

AD) *F*(1) F*(l) *F(1)

(41)
Dies können wir auch schreiben

— lnF(l) — y (1) 4 ln*F*(l) — *fy*(l) - -lnF*(<) — y*(l) H In *F(<) — *i/>(7),
dl ' dl dl dl

wo y die in (13) definierte Bedeutung hat.

Aus (42) ergibt sich sodann

(42)

d F(1)*F*(1)
TT !" V W + VW — V*W — VO • (^1

Die Formeln (41) und (43) können den Ausgangspunkt für interessante
Beziehungen bilden, die zwischen grundlagenverwandten Versicherungs-
werten bestehen. Wir beschränken uns auf drei einfache Beispiele.

7. Beispiel.' Es sei 0 — 0* — *0 *0* 0

Dann ist nach (43)

F (1) *F* (1

F* (1) *F (1)

oder

-- - konstant

F(l) *F* (1)
e C konstant. (44)

F* (1) *F (1)

Anhand der Tabelle I lässt sich die Wahl der zu 0 0 gehörenden
Funktion F treffen und überprüfen, dass (44) tatsächlich stimmt.
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2. He-ispieZ: Ks sei 0 0* *0 *0* — 1.

Dann ist nach (41)

^ ^ *.* ^ .* ^
"j+i + 1 "TT ®x+( + 1

77
1

77 «i+( + 1

ai ai ai ai
""" +" TT* " :*

i

*_ • (45)
®x-H ®z+f ®i+l "y

Setzen wir in erster Näherung ö^, — a,_, und — ä^, a^,^, — a^,dl
(analog für ö*+<, *âj+<)» so geht dieser Ausdruck über in

ä*+f+i + 1 *3x+«+iSj-+i+i + 1 *a*+(+i + 1 a*+(+i + 1 *3x+«+i + 1

* * * *
^"r-4- / 0"r-i /

• (46)

1 )as nachfolgende Zahlenbeispiel zeigt, dass diese Gleichung praktisch
tatsächlich erfüllt ist. Wir haben dabei

nach den Grundlagen SM 1921/30; 2% %

*a*+ nach den Grundlagen EAH 1930/40; 3 %
a*., nach den Grundlagen SM 1921/30; 3%

*a,_,, nach den Grundlagen RAH 1930/40; 2% %
berechnet [9J [10]. ^

•R+i+i +1 ^x+i + l + 1

(1)

* *
*h+f

(2)

1—4

I

Gii

30 1,028 1,031 2,059
50 1,036 1,036 2,072
70 1,084 1,076 2,160

b+<+i + 1 &x+i+i + 4

- £

Cm Vm ('0 (0 ^2

(a! (4)

30 1,033 1,026 2,059
50 1,041 1,031 2,072
70 1,088 1,072 2,160

In jedem der drei Alter gilt für diese erste Näherung tatsächlich 2^ 2V
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Wenn also beispielsweise *a*, a* und *a^. tabelliert vorliegen,
so kann mittels (46) ohne weiteres

äx+i-fi +1
—

^i+i

und, wenn auch noch ein Anfangswert a^+, bekannt ist, damit für
jedes i rekursiv

2-x+f + l 3-x+( öifl 1 (47)
berechnet werden.

•3. Be-ispieL- Die Beziehung (41) und entsprechend auch die Be-

ziehung (45) bleibt erhalten, wenn wir

«gl entweder + « "
b,) oder b* 0

setzen. Damit bietet sich die Möglichkeit zur Lösung des Zinsfuss-
problems unter Zuhilfenahme von Zeitrentenbarwerten oder zur Lösung
des Problems der Variation der Sterbetafel unter Verwendung der
mittleren Lebenserwartung; Bedingung ist, dass ein Anfangswert für
den gesuchten Versicherungswert bekannt ist.

Fall a (Zinsfussproblem)

,'C 0.

Aus (45) ergibt sich mit Hilfe von Tabelle II
d d

_
d d

TT + 1 — 4+, + 1 — +1 —- ä„Zj + 1

et di dt dt
-* - —X-

ÖL -L / öfe
(48)

Wir können für n » setzen, so dass dieser Ausdruck übergeht in
unsere Formel (7)

d d

'L. • I — äi+( + 1

d f dt
— ö* ö.-*a'x+*
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Für Formel (48) können wir mit Hilfe des Barwertes für die jährlich
vorschussweise zahlbaren Leib- oder Zeitrenten in erster Näherung
schreiben

ä.r+( + t + 1 L+f+1 + 1 + 1 iri + 1

*X+< 3\r+( a*in—/1

(48';

oder, wenn « x ist.

-i + 1
^•x-M +1 + 1

und somit
a*+f

x —^ —}— 1 ' ' <-*x-H

i *+ r — »

x —1~ ^ 1 +1
I *(- r — »

*x+<

1. (49)

Für das nachfolgende Zahlenbeispiel nehmen wir an, a,,liege be-

rechnet vor für die Grundlagen SM 1921/30; 2% %; ferner seien ein-

zelne Werte von a*,., gegeben, die auf Grund derselben Sterbetafel,

jedoch mit dem Zinsfuss 3 % berechnet seien. Dann können weitere

Werte al", m berechnet werden.
2'obeäe 1

'

£ 4- £ Ft+f+i +1
r — o* <Wf

*
4r+i+l

3x-H nach
Formel (49)

direkt
gerechnet

20 1,0277 0,0047 24,305 24,092 24,092
30 1,0280 0,0047 21,888 21,604 21,604
40 1,0300 0,0047 18.727 18,377 18,377
50 1,0365 0.0047 15,061 14,681 14,680
(10 1,0503 0,0047 11,209 10,825 10,823

70 1,0836 0,0047 7,511 7,175 7,172

Die Formel (49) gibt somit gute Näherungswerte für die Barwerte
der jährlich vorschüssig zahlbaren lebenslänglichen Leibrente zum

geänderten Rechnungszinsfuss.
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Für die temporäre Leibrente empfiehlt es sich, nach der Formel

ä.c-K+1 :n-f-l 4" 1 ^ -f| ~l~ ' ^h-/-1| '

^x-M :rz—2 | ^-x+ i :n— £ ] ^n- J | |

(48")
zu rechnen.

TnbeZ/e FJ

« • - i n— £
^x + f r l :ra—f—11

^

^x + f :«—<

V(-i| + i
Ami

Br-/=r; +1

A-a:

^'x-H :/M|

'fr a +

aus
Formel (48')

direkt
gerechnet

•20 10 1,0255 0,0045 8.643 7.902 7,902
20 1,0269 0,0047 14.811 14,279 14,278
30 1,0273 0.0047 19,120 18.732 18.732

30 10 1,0259 0,0045 8,620 7,882 7,881
20 1,0273 0,0047 14,642 14,111 14,110
30 1.0277 0.0047 18,585 18.187 18,187

40 10 1,0280 0.0045 8,500 7.776 7.775
•20 1,0295 0,0047 14,064 13,545 13,543
30 1,0299 0,0047 17,217 16,813 16,812

Auch Formel (48") führt zu guten Krgebuissen.

Für Formel (48) können wir auch mit Hilfe des Barwertes für
die jährlich nachschussweise zahlbare Leib- oder Zeitrente in erster
Näherung schreiben :

/ - t f 1
nf i + 1 «Fama + ' «lüü-I] + 1

".f ; / "Fal htm

oder mit Hilfe der Beziehungen

<L :/ }a N- 1
/ ; i

i + '

I)



— 130 —

umgeformt a*+,+i a,+,+i
s j_ ^ _ r

%+( 1 3»+j 1

oder, was dasselbe ist,

r.
P.r+( Pz

Diese Gleichung wäre streng erfüllt für p 1; d. h. sie ist um so

besser erfüllt, je näher bei 1 liegt. Daher liefert die Näherangs-
formel um so bessere Werte, je niedriger ,r + f ist. Zu einem ähnlichen

Ergebnis gelangt man für die Formeln (48") und (49), wenn diese

mit Hilfe der Kommutationswerte umgeformt werden.

Fall b V ariation der Sterbetafel)

b* SEE 0.
Aus (45) ergibt sich

ri d rf J
ü "h 1 — ®i+f ~H 1 " ~~ *% ^

1

df df '' <if
' (if ''

«*+( %+( c*+/

oder in erster Näherung

^x-H+l+1 *®z-H + l + 1 <b+/ + l + 1 *He-H + 1 + *
'1 rr ' :

Hr +
"

%-/ - i

und hieraus

— 1

*TtTi • ®x+l + l '

a^, + - a,
^/Ö

%c-H

-1.
(50)

Für das nachfolgende Zahlenbeispiel nehmen wir an. a, liege be-

rechnet vor für die Grundlagen SM 1921/30: 2/4%; ferner seien

einzelne Werte von *a,.._, gegeben, die auf Grund der Tafel HAH

1930/40 und desselben Zinsfusses von 2/4 % für das Jahr berechnet

seien. Dann können weitere Werte *a, berechnet werden.
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Tabelle Fil

L+/ + 1 + b VH+I + I E+i + i + b

(1} -H-2) -(3)

'VM+1
f *- - ^X+f nacli For- direkt

X i t ^X-f f ^x-H mel (50) gerechnet

(1) !2) (3) (4) (5) (6) (7)

•20 1,0277 1,0022 1,0036 1,0263 28,192 27,933 27,934
30 1,0280 1,0021 1,0041 1,0260 25,301 24,959 24,961
40 1,0300 1,0034 1,0064 1,0270 •21,550 21.132 21,137
50 1.0365 1,0078 1,0133 1,0310 17,195 16,728 16,733
60 1,0503 1.0214 1,0282 1,0435 12,666 12,217 12,223
70 1,0836 1,0521 1,0653 1,0704 8,426 8,019 8,031

Für den Barwert der temporären Leibrente kann nach derselben
Formel gerechnet werden, wobei es im allgemeinen nicht, einmal nötig
ist, die <L durch temporäre ë -, zu ersetzen.* *• ' TßfceWe Fl/1

.£ - f n—t
3x+< + 1 :n—/—11 + 1

^x-f < :w—( j

E f f +1 '
b

^x+/:n-Ê |

*E+f

E+f+i + b

E+f

'b-M :

nach
Formel (50)

: n—f—1 '

direkt
gerechnet

•20 10 1,0255 — 0,0014 8,SSO 8,094 8,095
20 1.0269 — 0,0014 15.661 15,060 15,060
30 1.0273 - 0,0014 20.779 20,317 20,318

30 10 1.0259 — 0,0020 8,883 8,095 8,097
20 1,0273 — 0,0020 15,589 14,983 14,985

30 1.0277 — 0,0020 20,425 19,950 19,952

40 10 1,0280 - 0,0030 8,802 8,022 8,025

20 1,0295 — 0,0030 15,150 14.551 14,554

30 1,0299 — 0,0030 19.181 18,697 18,701

Die Ergebnisse in Tabelle VII und VIII zeigen, dass Formel (50)
zu brauchbaren Näherungswerten führt sowohl für den Barwert der
lebenslänglichen als auch für den Barwert der temporären Leibrente.
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