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Analytische Betrachtungen
zZuar Anderung des Rechnungszinsfusses und der

Sterbetafel bei Versicherungswerten

Von Ose. W. Spring, Ziirich

1. Vorbemerkungen

In seinem Aufsatz uiber « Priazision und Approximation in der Ver-
sicherungslehre» hat Friedli [1] darauf hingewiesen, dass das Problem
der Zinsfussvariation vielfach mit approximativen Methoden behandelt
wird, obschon es exakt gelost werden sollte. Unseres Wissens ist das
Zinsfussproblem erstmals von Hadwiger [2] unter dem rein mathe-
matischen Aspekt dargelegt worden; er hat die analytische Form der
Universallosung hergeleitet, die sich fiir den Barwert der lebensling-
lichen Leibrente durch die Formel darstellen lisst:

ds
} e (0% =) = ’ e e
a, @,
=% i o ek S
a, == i 0 dz. (1)
. a,.,
Darin bedeutet:
0 =-—Inv =In(1-+1) die Zinsintensitit zum «alteny Zinsfuss;
ok B o3k . . . [ . v
0" = —Inv* = In (1 +4%) die Zinsintensitit zum «neuen» Zinsfuss

@,., den mit der «alten» Zinsintensitit ¢ und einer bestimmten
Sterbetafel berechneten, bekannten Leibrentenbarwert fur das

Alter = 4 =;

4,,. den mit der ¢«neuen» Zinsintensitit 6* und derselben Sterbetatel
berechneten, gesuchten Leibrentenbarwert fiir das Alter z -+ 7.

Die Formel (1) gibt die mathematische Antwort auf die Frage,
ob das Zinsfussproblem iiberhaupt eine exakte Losung aufweise. Der
tneuey Leibrentenbarwert wird durch sie dargestellt als Funktion des
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calten» Leibrentenbarwertes und des Unterschiedes der Zinsintensi-
titen. Aus dieser eleganten Formel kénnen die bekannten Darstellungen
von Losungen des Zinsfussproblems durch geeignete Umformungen
und Approximationen hergeleitet werden.

Wird beispielsweise die Rethenentwicklung

¢

8—(()*--—(‘))7 e T

1
" (__ 1)” ((5* . 5))1 "

0 ’H,!

e

i

in die Formel (1) eingefithrt und ferner beachtet, dass

1 o DTF !
a = .
r-- ¢ “ DT : {];
i
oder -
.
™ dE& l D:c-!-f (ZE
) 0
- — —In o
a b
. T+ 5 &
- ' f D sl
0
und somit T s
Jafﬁft 4 7.7;- r
e SRS
ATT

ist, und werden ferner die Kommutationswerte hoherer Ordnung

| 1
=" [ D, dr
i =
;

eingefithrt 1), so ergibt sich

1 & .
?* e \_/‘] (_ 1)71 ({3* L 6)11 ‘_.,:\l?f,; ) (2)
1)_1; n=0

Diese Liésung, allerdings in leicht modifizierter Form, hat seinerzeit
Wyss [3] mitgeteilt und ferner gezeigt, dass die entsprechende Ent-

P T ] (1 .
H Es st S = N, S = 8, usw
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wicklung fiir den Barwert einer Ja,hrhch zum voraus zahlbaren Leib-
rente zur Beziehung

%‘} (0* — )" - )
.;. n T+n

[

ar =

1
D,
fihrt, welche James Meikle 1853 [4] veroffentlicht hat. Sie ergibt sich
aus der Taylor-Entwicklung des Leibrentenbarwertes nach v. In dieser
Reihe fallen die Gréssen SU), weg fiir z +-n > o [w ist das Schluss-
alter der Sterbetafel|. Bemerkenswert ist, dass in dieser Reihe im

Gegensatz zur Reihe (2) die Indizes der Summen S mit der Ordnungs-
zahl der Glieder zunehmen.

Die Reihe (3) lisst sich tiberfithren in den Ausdruck fiir die nach-
schiissige, jihrlich zahlbare Leibrente

1 & ; ;
ay = —— > (— 1" 5 —i)" S8, (4)
x n=0
welchen Van Dorsten [5] mitteilte und der auch in einer Arbeit von
Christen [6] angefiihrt ist.

2. Herleitung der Formel (1)

I'ar die Herleitung der Formel (1) wird zweckmissigerweise aus-
gegangen von der Differentialgleichung fir den Leibrentenbarwert.
Diese lautet fir den «alten» Leibrentenbarwert

d

ﬁ(l? & dx+r (ﬂz—i—r + é) — ] (5)

und fiir den «neuen» Lieibrentenbarwert

d . g 3
B d;H—z == a::+z (qu‘l"l' + 5*) — 1. (6)
dt
Aus (5) ergibt sich
1 + L di’a:—-t
dz
Mgty = T 9.
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Wird dieser Ausdruck fiir g, ., in (6) eingesetzt, so geht diese tiber in

1+ i
S,
d . dr 7 .
Eaaﬂrr = Gyyy 3 + (é T 6) == 1. (7)
T+T

Das 18t die Darstellung des Zinsfussproblems fir den Leibrentenbar-
wert in der Form einer linearen Differentialgleichung erster Ordnung.
Die Losung der Differentialgleichung lautet:

[ (6*—8) + — ds
Gy, o ° St -

ry, = e dr. (8)
; a:r+ T

Formel (8) geht far t = 0 in Formel (1) iiber.

3. Verallgemeinerte Darstellung des Zinsfussproblems

A. Darstellung von Versicherungswerten

durch eine Differentialgleichung

Zahlreiche versicherungsmathematische Grossen, die allgemein mit
F'(t) bezeichnet sein sollen, erfiillen eine Differentialgleichung von der
Form d

B (t) = F(t) (e + 8) + @ 10). ()

Hierin bezeichnen wir die Funktion @(t) als Storfunktion; sie ist
bestimmt durch die im Versicherungsvertrag festgesetzten Leistungen
und Gegenleistungen.

Bis ldsst sich leicht diberpriifen, dags beispielsweise folgende Zu-
ordnungen fir die Funktionen @(¢) und F'(t) gelten (siehe Tab. I).

Yo py=10 Spezialfille

Setzen wir in der Differentialgleichung (9) w, ., == 0, so erhalten
wir die Differentialgleichung fiir Sparkassenwerte
d

— PO =F@Hs+e(). (9a)
at



Tabelle 1

1 ;
0 " netBie i 13 nmt)Gggys oL, (¢le factear de capitali-
sation viagere» fir die Dauer ¢ nach der Bezeich-

nung von Jéquier [7])

tok

=1 ey y oder a’:r-l—t:f—a-_—f,—g

+ 1 L@, 7 = $,.; Leibrentenendwert nach der Be-
zeichnung von Jéquier [7]

I N
Myt ¢ A:H—t:n-il’ ‘4m+t’ Ax+t:-nﬁt| T ;n—tA:c—H

7. Endwert der temporiiren Todesfall-

versicherung («la valeur finale du risque») nach der
Bezeichnung von Jéquier 7]

T Mgy L ‘ e =

= s Barwert der Pramieneinnahnie bei variabler Pramie
-+ Px " Endwert der Pramienemnahme be1 variabler Primie
IV’IH — ,I?m Reserve
-—(}ic,;,ﬂ + 0) ilf?,x =1-— ff/; Risikosumme

usw. usw.
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Hier gilt folgende Zuordnung zwischen F'(t) und @(t):

D (1) F(t)
0 rt, ot
— 1 dnfh
L. 571
usw. USW.

Tabelle 11

Setzen wir in der Differentialgleichung (9) fir 0 = 0, so erhalten
wir die Differentialgleichung fiir die Werte der zinslosen Versicherung:

d )
1 = ) sy + 2.

(9b)

Hier gilt beispielsweise folgende Zuordnung zwischen F'(f) und @(f):

Tabelle 111

Q1) F(t)
1
0
t'p.'r,
_ 1 &
== 4, Cott:nst] 7 lm*rdr
‘ ZI“+"t t
¢
fl$+rdr
\ - 0 L _
N 1 Ot - 7']" T 7';'77 e:ltzftdf
T ff)‘r
oy L
(P T = ot Qatt
fott
[, —1 1
4 gy Il T 1
i 1 tpa:
usw. USW.
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Auf eine Erweiterung der Tabellen 1, IT und III wollen wir in
diesemn  Zusammenhange nicht eintreten, obschon dadurch manch
interessanter FEinblick in die Zusammenhénge der Versicherungswerte
gewonnen werden konnte.

B. Das Zinsfussproblem

fir den allgemeinen Versicherungswert F (2)

Far den «alten» Versicherungswert I () gilt die Differentialglei-
chung (9). Entsprechend gilt fiir den «neuen» Versicherungswert F™(t)

7

) = P (e + 8% + 2700 10)

Wird aus (9) der in bezug auf den Zinsfuss invariante Ausdruck

drm @ (1)
At

== — 0
Mty F(t)

m (10) eingesetzt, so ergibt sich als verallgemeinerte Differential-
gleichung fiir das Zinsfussproblem

4 p— e

d dt
— F*(1) = F*(1)
dt (1)

+ (6" —8) | + (1) (11)

Die Lgsung ergibt sich nach bekannter Methode. Die Gleichung der
einzigen Losungskurve durch den Punkt |7, F*(T)} lautet:

, , T ,

. e [f f2e,, (12)

Fy  rom *Y’" .{] FE) / D*(7) @(7) (’v* )’“1 J Fe
et e e

)
S (_v_ dt.

G(r) Flr) ' v

Fey — r(m)
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Wenn zur Vereinfachung die Abkiirzungen

ok
{ g - == @(t) das Verhéltnis der zu zwei verschiedenen Zins-
F(t) fiissen berechneten Versicherungswerte
?)—(t) = y(t) das Verhdltnis zwischen «alter» Storfunktion (13)
F(t) und «altem» Versicherungswert
D*(1) . : :
~——— = H(t) das Verhiltnis zwischen «neuer» und «alter»
P () Storfunktion

eingefithrt werden, geht (12) iiber in den Ausdruck

T 7 r
%\ Tt JRIGL: s Tt fy-(E}dE
() - (T ( —) e! — | H{z) »(r) (———-) e! dr, (14)
t

D Y

der auch als Losung der Differentialgleichung

d

7 pt) = @) [(6° —0) —p )] + Ht)p (1) (15)

gedeutet werden kann.

4. Einige Spezialfille fiir das Zinsfussproblem

Die Formel (14) bildet den Ausgangspunkt fiir eine Diskussion
verschiedener denkbarer Fille. Dabei kénnen fir @(t) und F'(t) die
Zuordnungen nach den Tabellen I, II oder III verwendet werden.

In zahlreichen Féllen, nédmlich dann, wenn der «neue» Versiche-
rungswert aus dem entsprechenden «alten» Versicherungswert be-
rechnet werden soll, ohne dass die Stoérfunktion @ eine Anderung
erfahrt, ist die Bedingung

N U
0= = o

erfiillt. Beispielsweise ist dies der Fall im Zinsfussproblem fur den
Letbrentenbarwert, wo
O¥(t) = D(t) = — 1.



— 119 —

Im speziellen Falle der Reserve gilt die Bedingung (16) nur dann,
wenn die Reservepriimie bei Anderung des Zinsfusses unverindert bleibt ;
P:H - Px{—t .

Fir alle Félle, in denen die Bedingung (16) erfullt 1st, gilt die Losung
nach Formel (14), die vereinfacht zum Ausdruck fithrt:
g

T T
‘ ’U*k T—t f plT)dr ’U* Tt j p(&)dE
olt) = o(T) () ¢! — f y (1) () ol dr. (17)
t

Fall A
Wird 7' derart gewéhlt, dass ¢ (T) = 1 wird, weil F*(T) = F(T)
1st, eine Vereinfachung, die z. B. beim Rentenbarwert fiir T' = oo oder

bei der Reserve fir T' = n (beim Ablauf der Versicherung) erlaubt
ist, so ldsst sich die Formel (17) vereinfachen in den Ausdruck:

/i T T

s Tt ]w(r)dr ¥\ fw(s)ds
plt) =(—) ¢ ——fip(r)(——') d dr. (18)

. ¥
!

Wird der Integralausdruck rechts partiell integriert, ergibt sich:

-
pE Tt [ w5)ds
p(t) = 1—/(5*—6) (vg) el dr (19)
o
t

oder, wenn wir fir ¢(¢) und () die urspriingliche Bedeutung wieder

einfithren und die 1 auf die linke Seite der Gleichung nehmen:
o)

F(5) — F (1) % o\ [ Pz

— oo =z () '

(v) e dt. (20)

F) ,
t

Auf Grund von Formel (9) darf gesetzt werden

d
(D(t) — (_ii_ F(f) _F(t) (.:ux+€ + 0)
und weiter

d
S ) = I F)— (., + 0, 21
) w(t) 70 () — (tgr + 9) (21)



woraus sich ergibt

T T
j‘"w(;:)d;: I[d In F(&)*(,ux_;.gi-i-d)df]
ol = ¢
F(x) | .
= €

T

F(T) 6—!(#w+5 +0)ds

()
Iz Lis
_ ( ) ’l)r"t z+7 ) (22)
F(t) lx+i
Wird (22) in (20) eingesetzt, so geht (20) tiber in
i
F*() —F () = (6—0%) [ 0" F(1) (p,y, dv. (23)

t
Wenn F'(t) die Bedeutung der Reserve gegeben wird, fiir welche die
Voraussetzungen 17 .|

@(T) = 1 fur T = n (am Schluss der Versicherung)

giltig sind, und noch t = 0 gesetzt wird, so ist die Formel (23)
identisch mit einer von Berger |S] mitgeteilten Formel.

Fall B
Wird in Formel (17) T' = ~ gewihlt und die Bedingung gestellt:
F(L‘XJ) sz F*(oo) ot O,

dann 1st auch in diesem Fall

L 0
. . P (o) = *FE; “ 0
Beweis: Es 1st
d
— F*(1)
di _ () (pqy + 0%) + P*(Y)
d . Pt ) + Dt
I"’(l‘) ()(H:c+t+ )+ ()
dt
f=o0 {=c0
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Formel (17) geht dann iber in

oo T

* r—t ]w yds
ef dt, (24)

sofern lediglich die zusitzliche Bedingung gestellt wird, dass

v¥*<9v d.h. 6*>9

- (25)
und dass f y(7)dr konvergiert.
s 1st noch zu beachten, dass fir den Leibrentenbarwert @(z) = — 1
1
und somit y(7) = — —-—-(—) 1st; (24) geht in diesem Fall iiber in
F(z

oo - &
‘ 1 /o*\ _f F(5) |
FH(t) = I'(Y) i (U) ¢ (26)

t

und dieser Ausdruck ist mit Formel (8) identisch.

5. Fragen allgemeinerer Art

Dass auch die Formel (15) den Ausgangspunkt zur Prifung von
Fragen allgemeinerer Art bilden kann, mogen folgende Uberlegungen
zelgen :

Aus der Voraussetzung

F¥(t) =F() oder ¢() =1
folgt wegen

F*ty=F (t) ist mithin nur dann erfillt, wenn @* durch

O¥(l) = D)) — (5* —8) () 37)
dargestellt wird.
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Auf den Rentenbarwert iibertragen heisst das: zum «neuen» Barwert
gehort die variable Rente

14 (0% —d)a,,,, anstatt der Rente 1.
Formel (27) kann aber auch in der Form geschrieben werden:
(0% —0) F'(t) = O*(t) — D(1). (28)

Dies st die etwas verallgemeinerte Form eines Resultates, das aus
der Gewinntheorie bekannt ist und auch von Berger in der zitierten
Arbeit [8] erwdhnt wird. Wird nédmlich

';D(f) Pm+c T Mgy

GD* (l‘) o PTH Mot

gesetzt, so ist fir F'(t) nach der Tabelle I die Reserve einzusetzen und
(28) lautet dann ,
P* P, = (*"—8),V, (29)

T+t~ att

d. h. die Reserve ist von einer Anderung des Zinsfusses unabhiingig,
wenn die Differenz der Reserveprimien in jedem Zeitpunkt gleich ist
der auf der Reserve berechneten Zinsdifferenz.

Fur alle Versicherungswerte, fiir welche @* — @ ist, d. h. tiv
A,oys Ay, usw. kann die Gleichung (28) nur erfiillt sein, wenn
0% — 0 = 0 1st, d. h. wenn die Zinstussinderung null ist.

6. Das Problem der Anderung der Sterbetafel
fiir den allgemeinen Versicherungswert F (1)

Das Problem der Anderung der Sterbetafel bei festbleibendem
technungszinstuss 1st das Gegenstiick zum Problem der Zinsfuss-
variation und bietet mathematisch nichts Neues. Wir bezeichnen mit
Uy, die «alte» Sterblichkeitsintensitét:
wy., die «neue» Sterblichkeitsintensitét:
F'(t) den mit der «alten» Sterblichkeitsintensitat u, ,H’ und der Zins-
intensitit ¢ berechneten, bekannten Versicherungswert;

*F'(1) den mit der «neuen» Sterblichkeitsintensitit g, , und derselben
Zinsintensitdt o berechneten, gesuchten Versicherungswert.



S| -

Nun konnen wir aus den beiden Ditferentialgleichungen

d
'J;F(” = F) (pyy, + 0) + D) (30)
d
27 B = TEO (e + 0) + TP (31)

die Zinsintensitdt o eliminieren und erhalten die Lésung des Problems
der Sterbetafelinderung in der Gestalt einer linearen Differential-
gleichung 1. Ordnung:

d -
p »&—{P ty — D ()

—*Fty = *F) | (u¥,,— - o). (32)
il () ) | (Mot — Bors) + Fit ‘ + ). |

Gleichung (32) unterscheidet sich von Gleichung (11) nur dadurch, dass
anstatt der Differenz der Zinsintensititen die Differenz der Sterblich-
keitsintensititen auftritt. Die Gleichung der einzigen Loésungskurve
durch den Punkt {T, *F'(T)} lautet:

T T

i *P‘(T)",.I |,("m+~“ Ho-¢) Fm]d‘ *P (1) D (1) f ,

. i . e el dt
Jo D(r) It

; (33)

2 @ (£))

(Mz+5—Hgs)— -2
, F(E) ]

U O §

oder mit Hilfe der Abkiirzungen (13)

T T .
»

*f(ﬂiﬁ‘rs*ﬂza-;c—w(&‘))dé‘ —J'(#;H—px.;u;~w(;~'>)n’s
— | Hx)wp(r)e'! dr.

: (34)
Gleichung (34) kann auch als Losung der Ditferentialgleichung

d o
o) = ey — e — v O] FHOPO 53

o
U

gedeutet werden, die das Analogon zu Gleichung (15) darstellt.
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7. Eine interessante Beziehung

zwischen grundlagenverwandten Versicherungswerten

Aus zwer Sterbetafeln, die durch die Sterblichkeitsintensititen
t, ., und @, bestimmt seien, und zwei Zinsintensititen & und o
kann ein bestimmter Versicherungswert auf vier verschiedene Arten
berechnet werden. Es sel

der Versicherungswert berechnet aus
F () tey, und 0
F*(1) Uy, und 0*
*F(t) Ju,:ﬂ und o
* (L) ,u:;, und o%*.

Diese vier Versicherungswerte nennen wir grundlagenverwandt. Fir
die drei erstgcenannten Versicherungswerte gelten die Differential-
gleichungen (9), (10) und (31). Fiar *F*(t) konnen wir die Differential-
gleichung schreiben

7

T *]f'*(:f) . *[i\*.[\f) [‘L(:th — (>*] —+ *®*(t) J (36)
it

Aus den vier Gleichungen erhalten wir der Reihe nach:

d
—F{) — D(1)
(9 + 6 i (37)
aus - (4) g, = == H oY
9 e n (
d
N F*(t) — &*(1)
aus (10) ., + oF — — : 38)
5 ) ! x4+t [4,*(1) (
d
n () —T (1)
aus (31 /tj ~+ 0 - e 2 (39)
B tows F B (1) |
d e Tt ey
—F () —"D(t)
o " 5 dt
aus (36) u,. ., +0 = —r e (40)

o
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Durch Addition von (37) und (40) einerseits sowie (38) und (39) ander-
seits ergibt sich je ein Ausdruck fir w, , + b, + 0 + 0%, und wir
erhalten durch Gleichsetzen dieser zwel Ausdricke die symmetrische

Beziehung
ppee Lemy_rory oot s - e
it dt dt dt |
- -+ — = +
Ft) I (t) I (1) *F (1)

(41)
Dies konnen wir auch schreiben

1 d d d
“hF@—p() + — I *FH) —pH() = — IR —y*() + - W F =y (b,

t dt
o o (42)
wo o die in (13) definierte Bedeutung hat.
Aus (42) ergibt sich sodann
d 17 (8) *17*(¢)
1 = p(t) + *P*() —p*(H) —Fp(0). (43)

— n R
dt (1) *¥F (1)
Die Formeln (41) und (43) kénnen den Ausgangspunkt fiir interessante
Beziehungen bilden, die zwischen grundlagenverwandten Versicherungs-
werten bestehen. Wir beschrinken uns auf drer emnfache Bespiele.

1. Beispiel: Es g6l @ =0* =¥ =*@*=0.
Dann ist nach (43)

FO*F*t)
e e e 0 = Ktigbarit
F*(8) *F (1)
oder
P (1) ¥F* (1
,AQ 9 — ¢ = ¢ = konstant. (44)
I*(f) *F (f)

Anhand der Tabelle T lisst sich die Wahl der zu @ = 0 gehérenden
Funktion I treffen und iiberpritfen, dass (44) tatséichlich stimmt.



— 126 —

2. Beisprel: Es sel @ = @* = *@ = *@* = 1.
Dann 1st nach (41)

d d d d

sy — Y., +1 —ar,, +1 ., +1

ar N atr i o dt A (

——— —— e — + ey (R
d:c—H ¥ ~:°:+’ d’:: 1 *dz%,t )

d

WP o . .
Setzen wir in erster Ndherung @, ., =a, ., und = G,y =3y, 11—,

i K =3k =% H - : o .
(analog fur “a,, ,, a,,,, "a,.,), so geht dieser Ausdruck tber in

* % i &
Ay + 1 n Qi T 1 ’az+t+1+1 : Qpyy+1 T 1

= Sl : -
ey L= Az a

Das nachfolgende Zahlenbeispiel zeigt, dass diese Gleichung praktisch
tatsichlich erfiillt 1st. Wir haben dabel

a,., nach den Grundlagen SM  1921/30; 215, 9,
*ajl‘,t nach den Grundlagen RAH 1930/40; 39,
a’, nach den Grundlagen SM  1921/30; 3 9,
*a,,, mach den Grundlagen RAH 1930/40; 214 9%,
berechnet [9] [10]. Tabelle 1V
Gpgr T1 7*a;+t—}—1+1
gk Aot s M@ =2
(1) (2)
30 1,028 1,031 2,059
50 1.036 1,036 2,072
70 1,084 1,076 2,160
__El:+t__—|-1 L By 1
(3) (4)
30 1,033 1,026 2,059
50 1,041 1,031 2,072
70 1,088 1,072 2,160

In jedem der drei Alter gilt fiir diese erste Niherung tatsiichlich ), = 2.



Wenn also beispielsweise “a’, a und *a, tabelliert vorliegen,
50 kann mittels (46) ohne weiteres

und, wenn auch noch ein Anfangswert a,., bekannt ist, damit far
jedes t rekursiv

i, = By W gg =1 (47)
berechnet werden.

3. Bewspiel: Die Beziehung (41) und entsprechend auch die Be-
richung (45) bleibt erhalten, wenn wir

a) entweder Py =0
b) oder o = 0

setzen. Damit bietet sich die Moglichkeit zur Losung des Zinsfuss-
problems unter Zuhilfenahme von Zeitrentenbarwerten oder zur Losung
des Problems der Variation der Sterbetafel unter Verwendung der
mittleren Lebenserwartung; Bedingung ist, dass ein Anfangswert fiir
den gesuchten Versicherungswert bekannt ist.

Fall a (Zinsfussproblem)

s 2= 0,
Aus (45) ergibt sich mit Hilfe von Tabelle IT

d . i d i d . i d 21
= dﬂ + o d:c S d}r: i 7'— : T dn:‘
dg ar ar Y at " -
. I . + ity e e, [
d:w d"‘r t df—t ! dE:T;

Wir kénnen fiir n — ~ setzen, so dass dieser Ausdruck iibergeht in
unsere Formel (7)

d

B e ] i,
dt i dg ot .
e E— — 44" — 0.

Ayt g Ay iy
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Fir Formel (48) konnen wir mit Hilfe des Barwertes fiir die jihrlich
vorschussweise zahlbaren Leib- oder Zeitrenten in erster Néherung
schreiben

a::e+e-'r1+1 Qpip1 T 1 v a}?—“ﬁ"ﬂ‘l‘l sy Rl

~ (48')
* *__
ax-i—i ax—}—t = | an—t |
oder, wenn n — > 1st,
at,,.,+1 a +1
2t t+1 e NI
. ~ -
ax+t ax+t
und somit
a, +1
* * r+t+1 . *
Apyypg ~ Ay | —— - dv—2" | —1. (49)
T+t
Fiir das nachfolgende Zahlenbeispiel nehmen wir an, a,., liege be-

rechnet vor fiir die Grundlagen SM 1921/30; 2% 9, ; ferner seien ein-
zelne Werte von a7, , gegeben, die auf Grund derselben Sterbetafel,
jedoch mit dem Zinsfuss 3 9%, berechnet seien. Dann kénnen weitere

Werte a¥., ., berechnet werden.
Tabelle T

b} B gy L g 2 et 141
dx+t nach direkt

Formel (49) gerechnet
2(0) 1,0277 0,0047 24,305 24,092 24,092
30 1,0280 0,0047 21,888 91,604 91,604
40 1,0300 0,0047 18,727 18,377 18,377
50 1,0365 0,0047 15,061 14,681 14,680
60 1,0503 0,0047 11,209 10,825 10,823
70 1,0836 0,0047 7,511 7,175 7,172

Die Formel (49) gibt somit gute Niherungswerte fiir die Barwerte
O o o
der jihrlich vorschiissig zahlbaren lebenslinglichen Leibrente zum
geiinderten Rechnungszinsfuss.
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Fiir die temporiire Leibrente empfiehlt es sich, nach der Formel

N *
Bpivrimrn T2 Sepepiimen 1 L Grn+ 1l Eemenbl
% ’ o V V-K- - T
Ayt 1m0 =] 7] &

(48")
Tabelle VI

e

7u rechnen.

”:-x—u +1 )
I Tl | “:;—u Yot t4+1:00]
T+t n—t { "..P'H:nrﬂ
2 ey Mgt 1_
aus direkt

au—'ﬂ Formel (437) gvr:vhnet

20 1 10 1,0255 0,0045 8,643 7,902 7,902
20 1,0269 0,0047 14,811 | 14,279 | 14,278

30 1,0273 0,0047 | 19,120 | 18,732 | 18,782

30 | 10 1,0259 0,0045 8,620 | 7882 | 7.881
20 1,0273 0,0047 14,642 | 14,111 | 14,110

30 1.0277 0,0047 18,585 | 18,187 | 18,187

40 | 10 1,0280 0,0045 8,500 | 7,776 | 7.775
20 1,0295 0,0047 14,064 | 13,545 | 13,543

30 1,0299 0,0047 17,217 | 16,813 | 16,812

Auch Formel (48”) fithrt zu guten lreebnissen.

Fiar Formel (48) konnen wir auch mit Hilfe des Barwertes fir
die jiahrlich nachschussweise zahlbare Leib- oder Zeitrente in erster
Nitherung schreiben :

:‘f Yl Qprgrq + 1 i a’f~¢‘ﬁif + 1 W= T+ 71

*

£ _—
Apoy a G i)

-+t
oder mit Hilfe der Beziehungen
({.1.'5-1' i1 "}— 1 = a_f_‘ £

Op=y=1) T 1= AT
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*

umgeforms Agttt1 Art141 o
% A~ e I el
Apry 1 Ay 1
oder, was dasselbe 1st,
,r* r
=~ + r*—r.
px%l pz+i

Diese Gleichung wire streng erfullt fur p,., = 1; d. h. sie 1st um so
besser erfiillt, je ndher p ., ber 1 liegt. Daher liefert die Nidherungs-
formel um so bessere Werte, je niedriger z + ¢ 1st. Zu emnem dhnlichen
Frgebnis gelangt man fiir die Formeln (48”) und (49), wenn diese
mit Hilfe der Kommutationswerte umgeformt werden.

Fall b (Variation der Sterbetafel)

0% = 0.
Aus (45) ergibt sich
d i d y i d ; d . ;
- dL + - = ézw:. l s ér,;.‘x_‘ + L oL (7’,(___1 _+‘
dat dt e at at
= v = 3
O *é i €1 .

oder in erster Niherung

a¢'-+'i+~1 +1 *ém+t+1 _L 1 J é;r+!+1 + 1 e *a‘r-‘:_t+l + 1

rE—— ~ - | -
o €zt €rs Ay
und hieraus
' | *g £ ; 4
Apprrt ™ Ty oL - o — — | — 1.
& €,
241 T+t T4t -
' ' (50)
Fiir das nachfolgende Zahlenbeispiel nehmen wir an, a, , liege be-

rechnet vor fir die Grundlagen SM 1921/30; 2V5 9,; ferner seien
einzelne Werte von *a,., gegeben, die auf Grund der Tafel RAH

1930/40 und desselben Zinstusses von 2V, 9 fur das Jahr berechnet
seten. Dann konnen weitere Werte *a, ., ., berechnet werden.
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Tabelle V11

, n- Ty b : Dra b

ro oA %J:—HT1 ex;‘_i_:"lJrl W+@-@)| ", nach For- 11' Kt

ot Cot Cot1 mel (5(1))r) ge(r::hnet

(1) (2) (3) (4) (3) (6) )
20 | 1,0277 1,0022 1,0036 1,0263 | 28,192! 27 933| 27,934
30 | 1,0280 1,0021 1,0041 1,0260 | 25,301! 24,959 24,961
40 | 1,0300 1,0034 1,0064 1,0270 | 21,550 21,132| 21,137
50 | 1,0865 1.0078 1,0133 1,0310 17,195l 16,728 16,733
60 | 1,0503 1,0214 1,0282 1,0435 12,666' 12,217| 12,223
70 | 1,0836 1,0521 1,0653 1,0704 8,426; 8,019, 8,031

Fur den Barwert der temporiren Leibrente kann nach derselben
Formel gerechnet werden, wobei es im allgemeinen nicht einmal notig
18t, die ¢, durch temporiire ¢, zu ersetzen.

Tabelle V111

_—

€optpyF1 x
_______ o *— o ﬂ([?':‘ {4+1:n—1—1|
do+t+1:n—i—1]+ 1 oy
r+tln—1t an-}-t:nmf\
At onst i1 1
s = nach direkt
Crtt Formel (50) | gerechnet
20 | 10 1,0255 —0,0014 | 8880 | 8,094 | 8,095
20 1.0269 — 0,0014 | 15,661 | 15,060 | 15,060
30 1.0273 — 0,0014 | 20,779 | 20,317 | 20,318
30 | 10 1.0259 t— 00,0020 8.883 8,095 8,097
20 1,0273 — 0,0020 | 15,589 | 14,983 | 14,985
30 1,0277 — 0,0020 | 20,425 | 19,950 | 19,952
40 | 10 1.0280 — 0,0030 8,802 8,022 8,025 |
20 1,0295 — 0,0080 | 15,150 | 14,551 | 14,554
30 1,0299 — 01,0030 19,181 | 18,697 | 18,701

Die Ergebnisse in Tabelle VIT und VIII zeigen, dass Formel (50)
zu brauchbaren Niherungswerten fithrt sowohl fiir den Barwert der
lebensliinglichen als auch fir den Barwert der temporiren Leibrente.
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