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Uber die Anwendung von Mittelwerten
zur Reserveberechnung

Von Peter Leepin, Basel

Einleitung

Die Verwendung von Mittelwerten stellt ein wichtiges Hilfsmittel
in der Praxis der Liebensversicherung dar. Auch bei der Berechnung
der Deckungskapitalien fiir ganze Versicherungsbestinde erweisen
sich Mittelwerte als zweckmissig. Zwei bekannte Verfahren sind die
Z-Methode von Lidstone und die {-Methode. Bei der Z-Methode wird
fiir eine Gruppe gleichaltriger Versicherungen ein durchschnittliches
Ablaufsalter ermittelt, wihrend bei der {-Methode ein mittleres Ein-
trittsalter zu bestimmen ist. Ein besonderer Vorteil der beiden er-
wihnten Verfahren besteht darin, dass die Berechnung der durch-
schnittlichen Alter — abgesehen von den Bestandesinderungen —
unabhinglg von der abgelaufenen Versicherungsdauer erfolgt. Es 1st
deshalb moglich, das mittlere Alter mit einer festen Hilfszahl zu
bestimmen, was fiir die praktische Durchfiihrung von entscheidender
Bedeutung ist.

Das Ziel dieser Arbeit besteht in der grundsitzlichen Priifung
der Voraussetzungen, welche bestehen miissen, damit eine derartige
Reserveberechnung maglich ist, sowie in der Abklirung der Frage,
wie gegebenenfalls das mittlere Alter am zweckmiissigsten ermittelt
werden kann.

I. Zwel Satze iiber Mittelwerte

Satz 1: Die einzige Funktion f(z), welche bei festem n fiir alle
z; und h,;, wobei

i=1



der Gleichung geniigt

:;hif(%) == f(Z h; a:) (1)

ist die ganze lineare Funktion f(z) = ax + b.

Bewews: Wir setzen hy = h, hy =1—h, hy=h = ... = h, =0
und betrachten h als verénderlich, hingegen z; und z, als fest. Sub-
stituieren wir y fiir hz, + (1 —h)x, in (1), so ergibt sich fiir f(y) eine
lineare Funktion von y im Intervall von z; bis z,. Dass die lineare
Funktion die Bedingung (1) fiir jede Wahl der z, und h, erfillt, folgt
durch Einsetzen sehr leicht.

Satz 2: Notwendig und hinreichend dafiir, dass zwei umkehrbare
Funktionen f(z) und g(z) bei festem n fiir alle ; und h;, wobei

Mhi=1 und 0<h <1,
i=1

die Bedingung

D hif(z) = f(& und 21’%9(37@) = g(&)
=1 =
erfiillen, ist das Bestehen einer Beziehung von der Form f(z) = a + bg(x).
Beweis: Nach Satz 1 ist notwendig und hinreichend dafiir, dass

2 h, F(y F(y,) und gleichzeitig 2 h;y; = ¥y, tir alle y;, und

h;, das Bestehen einer Beziehung von der Form F(y) =a-+4by.

Bezeichnen wir mit g die Umkehrfunktion von g und setzen
F=fg, y=g(z) und y,, = g(&), so folgt die Behauptung.

Die angefithrten Satze sind im wesentlichen bekannt. Man ver-
gleiche dazu etwa die Arbeiten von H. Jecklin: Die einjihrige Sterbe-
wahrscheinlichkeit als Hilfsgrésse zur Bestimmung des technischen
Durchschnittsalters von Personengruppen in der Lebensversicherung
(Blatter fiir Versicherungsmathematik, Band 4, Heft 6, 1937/39, Be-
merkung auf S.255), H. Ruch: Eine Variation der t-Methode (Mit-
teilungen der Vereinigung schweizerischer Versicherungsmathematiker,
Band 48, 1948) und von R. Picard: Bemerkungen zu der Lidstoneschen
Z-Methode (Blatter fir Versicherungémathematik, Band 2, Heft T,
1931/38) fir die kontinuierliche Betrachtungsweise.
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11. Uber Sterbetafeln zur Reserveberechnung

Sowohl die t-Methode als das Vorgehen von Lidstone ergeben
bekanntlich nur Néaherungswerte fiir die Deckungskapitalien. Die
theoretische Begriindung fiir beide Verfahren fusst auf dem Sterbe-
gesetz von Makeham. Es stellt sich die Frage, ob es nicht Sterbe-
gesetze gibt, bel welchen ein entsprechendes Vorgehen zu den genauen
Reserven fiihrt.

A. Prospektive Reserveberechnung mit einem mittleren
Ablaufsalter entsprechend der Z-Methode

Fir die Z-Methode von Lidstone wird der Bestand von gemischten
Versicherungen nach der restlichen Laufzeit gegliedert und dann fir
jede Gruppe ein mittleres Ablaufsalter errechnet. Unter Verwendung
der Bezeichnungen

S; = Summe der Versicherung 2

SP, = zugehorige Nettoprimie

x; = zugehoriges Hintrittsalter
n; = zugehorige gesamte Versicherungsdauer
t, = rzugehorige abgelaufene Versicherungsdauer

s; = x; +m, = zugehoriges Ablaufsalter,

ist der Ausdruck fiir die gesamte Reserve eines Bestandes von ge-
mischten Versicherungen mit festen n;, —t,

28— (SP +4dS)) L e
zu ersetzen durch
2 S@ ——ao—(n,,;-ti):ﬁ?-:tﬂ 2 (Sl:)z + dSz) ’

wobel ¢ das mittlere Ablaufsalter ist, das von der restlichen Dauer
unabhéngig sein soll.

Iis muss also gelten

L Z (SP?, + CZS@) a’:c,;-%—“:n???ﬂ
> (SP, +ds,) '

o—(nj—t;)inj—t;—1|
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Diese Beziehung soll unabhingig von der Bestandeszusammen-
setzung bestehen. Fiir eine bestimmte Wahl der h; muss somit o sich
aus der Gleichung

Aomm) = Z hz G —m:m) (2)

als von m unabhiingig ergeben. Dabei ist D h; =1 und 0 < h; < 1.
Speziell gilt
aa—l:TE = E hi Gg;—1.1]" (3)

Aus (2) und (3) folgt nach Satz 2, dass eine Beziehung von der Form

Asmm] = %m =B s_1.7) (4)

fiir alle m und natiirlich auch fiir alle s bestehen muss. Das sind fiir
die den Barwerten zugrunde liegenden Sterbewahrscheinlichkeiten
sehr viele Beziehungen, welche sich nicht leicht {iberblicken lassen.
Wir gehen deshalb stufenweise vor und betrachten vorerst die Glei-
chung (4) fiir m = 2:

as—2:ﬂ = VPs—2 = VPs2VPsy = % + IBQ VPsy-

Daraus ergibt sich
% + Pa VP

VP 0 = . 5
ps2 1+'Dps_1‘ ()

Damit sind die Ausdriicke vp, bis auf die Konstanten a,, £, und
“den Ausgangswert festgelegt. Diese Grossen sind so zu wihlen, dass
die weiteren Bedingungen (4) erfiillt sind. Fiir m = 3 erhalten wir
unter doppelter Verwendung von (5)

oy + By v,
ity I
Uy g3 = g+ P30Psy = VP,y (1 +oy+ fovp,y) = 2yt By = (14 oy +fBovp, ).
1 2 2 VP51 |
1 + ’Dpsml (6)

Durch Wegschaffen der Nenner ergibt sich eine quadratische Gleichung
tiir vp, ;. Hétte diese nur zwei Wurzeln, so wiirde vp, nur zwei Werte
annehmen. Es lasst sich zeigen, dass dann die Bedingungen (4) nicht
tir alle m und s erfiillt werden kénnen. Wir lassen diesen weniger
wichtigen Fall auf der Seite und nehmen an, dass die aus (6) ent-
stehende quadratische Gleichung mehr als zwei Losungen besitzt.

13
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Dann miissen ihre Koeffizienten identisch verschwinden. Eliminieren
wir aus den drei entstehenden Gleichungen «; und f;, so ergeben sich

die Lésungen a, = —1 und oy, = f§,. Die letztere kommt jedoch fiir
uns nicht in Betracht, da dann gemiss Beziehung (5) vp, , konstant
wiirde. Sobald wir nun «, = — 1 setzen, sind die Beziehungen (4)

auch fir die iibrigen m erfillt. Wir fithren die Funktion f(f) ein,
welche der Rekursionsformel
f+1) = OV 1+p—fC¢—1)

geniigt. Fiir die Ausgangswerte { = —4 und t = —3 wihlen wir dabei
sweckmissig f(1) als — (1 -+ Bo)% und — (1 + B,)"%. Fiir t = — 2 wird
dann f(t) = 0. Die Werte von f(?) fiir grossere ¢ lassen sich folgender-
massen explizit darstellen:

20+1 (7)

) =(1+p) -—G)(1 i +(t;1) Ut & —t...

die Reihe fortgesetzt, solange in den Binomialkoeffizienten keine
negativen Zahlen vorkommen.
Damit erhalten wir
flo—2a—2) — f(o—2z)vp(w)

vpe) = fo—2z—4) — flo—z—2)op() )

wobel mit p(w) der Ausgangswert bezeichnet ist. Fiir den Renten-
barwert ergibt sich die der Gleichung (4) entsprechende Darstellung

Qs mem) = _f(m _2) f(m_g) + f(?n ——l)f(??l—"Q) VPs - (9)

Die Beziehungen (7), (8) und (9) lassen sich mit Hilfe der vollstindigen
Induktion beweisen.

Da wir die Funktion vp, durch Rekursion erhalten haben, konnen
thre Werte fiir ein Ausgangsintervall von der Lénge «1» beliebig ge-
withlt werden, wobei vp, tiberall umkehrbar sein muss. Die Grosse £,
allerdings ergibt sich auf Grund von Beziehung (4) als eine Konstante.

Es bleibt zu priifen, ob eine Ausgleichung der p, mit unseren
Hormeln Aussicht auf Exrfolg hat. Wenn eine Beziehung von der Form (5)

mit oa, = — 1 unabhingig vom Zinsfuss bestehen soll, so muss fiir
zwel Zinsfiisse mit den Abzinsungsfaktoren » und v’ fiir alle p_ gelien
—1—‘—,82?)193: _1_!—16.;7)’293:
Poy = = :

v+ v2p, v+ 0"2p,
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Diese Beziehung kann nur dann fiir mehr als zwei verschiedene p,
erfiillt werden, wenn »" = v. Es gibt also keine fiir die Praxis in Frage
kommende Sterbetafel, bei welcher sich ein von der Versicherungs-
dauner unabhingiges Zentralalter fiir die prospektive Reserveberechnung
bei jeder Bestandeszusammensetzung unabhingig vom Zinsfuss finden
lagst. Aber sogar dann, wenn wir bel der Ausgleichung der p, auf den
Zinsfuss fiir die Reserveberechnung bereits Riicksicht nehmen, also
vp, anstatt p, ausgleichen, ergibt die ormel (8) keine Rethe der p,,
welche verwendbar ist, da vp, in den fiir die Reserveberechnung wich-
tigen Altern erfahrungsgemiss konvex nach oben verlduft, wihrend

sich aus der Beziehung (8) Konvexitdt nach unten ergibt. Es wird
nimlich

.._]_'—*"‘ ——-}. () - 1“@ L v . — .
A(z)vpm - va+2—2vpa:+1 “Jf‘ (62 ) 4 i == ( P +2)( P . P +2)

VPsy2 VPs o

unter mehrfacher Verwendung der Gleichung (5) mit «, = -—1. Da
0 <vp, o<1 und vp, 4 >vp,,,, fillt der Wert des Bruches somit
immer positiv aus.

Angesichts der guten Erfahrungen, welche in der Praxis mit der
(Genauigkeit der Z-Methode gemacht werden, ist es iiberraschend,
dass es keine fiir die Anwendung in Frage kommende Sterbetafel gibt,
bei welcher sich ein von der restlichen Dauer unabhingiges Zentral-
alter finden lisst. Immerhin ist darauf hinzuweisen, dass der gesamte
Ansatz etwas anspruchsvoll war. Anspruchsvoll in dem Sinne, dass
alle durch Iteration des Ausdrucks (5) gewonnenen Sterbewahr-
scheinlichkeiten die notwendigen Bedingungen erfiillen sollten. Fir
die Praxis geniigt das naherungsweise Bestehen der Beziehungen (4)
tiir vp, aus einem verhéltnismissig kleinen Intervall. Infolge der unter
diesen Umstédnden weniger starken Abhéngigkeit der temporiren Bar-

werte vom Alter, kommt es auf eine Abweichung im mittleren Alter
weniger an.

Betrachten wir etwa vp, im Intervall vp, + 4, so sollen die Be-
ziehungen (4) fiir dieses Intervall mit grosser Naherung gelten. Wir
nehmen an, A sei hinreichend klein, so dass die gebrochene rationale
Gleichung (5) mit geniigender Genauigkeit durch die ganze rationale
Beziehung

vpss = 4 + Bup,, (10)
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ersetzt werden kann. Bel geeignet kleiner Wahl von A lassen sich
auch die weitern, der Gleichung (5) entsprechenden Beziehungen fiir
m = 8, 4, usw. durch ganze lineare unktionen von vp,_; darstellen
und damit alle ndherungsweise erfiillen.

Aus (10) ergibt sich ein Ausdruck
Pe =+ ﬁyz’

dessen Verwandtschaft mit dem Sterbegesetz von Makeham augen-
scheinlich ist. Damit ergibt sich der Satz:

Ein Sterbegesetz, das in einem hinreichend kleinen Gebiet die
zur prospektiven Reserveberechnung mit einem Zentralalter notwen-
digen Bedingungen nidherungsweise erfiillen soll, muss sich in diesem
Gebiet angenihert in der Form p, = o 4+ f9° darstellen lassen.

Dass das hinreichend kleine Intervall (vp, + 4) fiir praktische
Zwecke gross genug 1st, erachten wir durch die bisherigen Unter-
suchungen und: Erfahrungen iiber die Genauigkeit der Z-Methode fiir
geniigend erwiesen.

B. Retrospektive Reserveberechnung mit einem mittleren
Eintrittsalter entsprechend der t-Methode

Fir die -Methode ist der Versicherungsbestand nach abgelaufener
Dauer zu gliedern und m jeder Gruppe ein mittleres Eintrittsalter
zu bestimmen. Unter weiterer Verwendung der im Abschnitt A ein-
gefithrten Bezeichnungen muss somit gelten (1)

M,-M, NN M, MWZS-

Z]SP D z'z‘”_z mq:D $+t2 P--—

x5+t z;+1 &4t &+t

Dabei bedeutet & das von ¢ unabhingig zu wihlende mittlere Hin-
trittsalter. Die Priifung der Frage, ob es iiberhaupt moglich ist, fiir
alle Kombinationen die Beziehung (11) zu erfiillen, gestaltet sich etwas
umstédndlich.

In der Versicherungspraxis werden Versicherungen fast aus-
schliesslich mit einer ganzen Zahl von Jahren als Dauer abgeschlossen.

SP.
Das Verhiltnis —— kann deshalb nur diejenigen Werte —— —d
a S
TN |

)
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filr ganzzahlige n annehmen, welche durch die Sterbetafel und den
Zinsfuss festgelegt sind. Durch geeignete Zusammenfassung von zwel
Versicherungen mit verschiedener Dauer und gleichem Hintrittsalter

' _ ~ SP 4+ SP _
ist es aber moglich, dem Verhiltnis ——————— jeden Wert zwischen
S + S
dem Maximum und dem Minimum von —— —d bei festem x zu er-
ax:rﬂ

teilen. Wenn wir demnach die beiden Versicherungen mit der Summe S
und S’ und den Nettoprimien SP und SP’ als Kinheit betrachten,

\

- . 1 5 " "
so konnen wir den Ausdruck mnerhalb seiner Grenzen als be-

liebig verinderlich ansehen. B
Wir wihlen nun zwei solche « Versicherungen» mit den intritts-
altern z; und z,, den Nettoprimien SF, und SF, und den Summen
~ SP, SE,
S; und S,, wobei = == P

51 Sy

Dann ergibt sich nach Gleichung (11)

S‘Pl(le_Nx1+t)_Sl(.M:EI"_M:c1+t) s SPZ(Ncuz_Nz2+t)_'S'Z(M:L'Z_Mzg-{‘t) .
D =

Tot+t
(SP1 = sz) (Ns “‘Ns+t) - (Sl -+ Sz) (M "M;-'+t)
D

xlT't

2
§+1
wo & unabhingig ist von t.

Setzen wir

PN, ]
F(z,t, P) = — :

80 erhalten wir
SiF (2, t, P) + S, F (x5, 1, P) = (S; -+ S,) F(&, ¢, P)

unabhiingig von t. Daraus folgt, da S; und S, beliebig gewiihlt werden
konnen, entsprechend dem Vorgehen im Abschnitt A auf Grund von
Satz 2 eine Beziehung von der Form

F(z,4,P) = a(t, P) - b(t, P) g(z, P).



— 202 —
Aus demn Gleichungssystem

-Pl(l\rx_NaH—t) Mw_ﬂ]:w—ﬂ

o = g, P, b(t,P) q(x,P,
D... D, tFB)+ bt B) gz H)
E)z(N:E—‘Z\TﬂH—t) Mm_—Mﬂi".—l P b P p (14
— = (1, -+ 0(t, g(x, 4
D, D, (t, £) t 5) g(x, B) )
PE)‘(Nx_Nx-i—t) M:E_Mw-}—t
— = at.B) +b(t,P) g(x, B)
Drc+t D:c—H ’

ergibt sich durch Elimination der Barwerte auf der linken Sette
(B=F) bt P) g(z,B) + (B —-E) b(t, F) g(z, F) -+
+(B=R)b(t, ) g(z, B) = H(t, B, B, By, (15)

unter Verwendung einer abkiirzenden Bezeichnung fiir die von z un-
abhingigen Glieder. Wir betrachten die Beziehung (15) fiir zwel von-
einander verschiedene feste Werte ¢, und {,. Im allgemeinen lassen
sich aus den beiden Gleichungen ¢(z, FB,) und ¢(z, F,) linear durch
g(z, P)) ausdriicken. Dann erhalten wir aber aus den Gleichungen (14)
fiir die Barwerte Darstellungen von der Form

N:n—NJ:+£ :
— I — A0+ BO) G () I
zt¢
und i (16)
Ma:—Mx-H I
C= A'(t) - B ()G ().
Dm-}—t

Die aus der Gleichung (15) abgeleiteten Bedingungen fir zwel ver-
schiedene ¢ lassen sich dann nicht nach g(x, F) und g(x, I}) auflosen,
wenn fir jede Wahl von ¢, und 4

bt B) bty 1)

b(t,P) bty B)

Wir bezeichnen dieses von ¢ unabhiingige Verhiltnis mit h(F,, P,)). Aus
den beiden letzten Gleichungen von (14) erhalten wir durch Einsetzen
von h(F,, P)) wieder eine Darstellung in der Gestalt der Beziehung (16).
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Wir haben damit erst notwendige Bedingungen dafiir, dass das
gesuchte Sterbegesetz ein mittleres Hintrittsalter fiir die Reserve-
berechnung nach der #-Methode unabhinglg von der abgelaufenen
Dauer bei allen denkbaren Bestandeszusammensetzungen ergibt. Wir
werden zeigen, dass diese notwendigen Bedingungen nur mit einer
konstanten Sterbewahrscheinlichkeit zu erfiillen sind.

In Abschnitt A fanden wir als notwendig und hinreichend fiir
das Bestehen einer Beziehung von der Form

N:c+1 - Nm+n+l

D

= Oy, _l_ ﬁn Y (a: + n)

T

die Giiltigkeit der Rekursionsformel

-1 + ﬁ2ivpm
VP, = - ’
Piy 1+ om,
Da aber
Nop1 = Nopni 1l i
’ — " ’Dvnpx*{-r
Dw r=1 =0
und
Nx_Nx 411\ =L 1
____ﬂn_y(_)
D, r=1 NV =0 Py,

folgt als notwendig und hinreichend fiir das Bestehen der Gleichung

Nx - Nm+! .
— =A@l + B{#)G(x)
Dx-i—t
die Rekursionsformel
-14f,
1 UPsy
VP, B 1
4 R
vp:c—l

Daraus erhalten wir aber wieder

=l +ﬁ27/px
14 wp, .

VPz1 =
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Damit ergibt sich die gleiche Formel fiir die Sterbewahrscheinlichkeit
" wie unter Abschnitt A. Nun muss aber zusatzlich auch noch gelten

Mm_M"H"t ' ’ {
T T A0 4+ B Gx).
Dw»H
Da ‘Z\/‘l:cmj‘/lw+t . D:::_Dsc~‘rt —d N:c_N:t+t
D:c-i—t Dx+t Dz-i—t
folgt D, \
— A" () + B (t) G(x).
Da:+t

Wir setzen t = 1 und 2 und erhalten

D, _ ‘ 1
= A7) 3 B G = ———,
D:c+1 vpx
Da: 1 —UP;
= A" (2) +B"(2)G(z) = Pa—vpe
Dm+2 ’me 1 _I— vpx

Durch FElimination von (/(x) erhalten wir eine quadratische
(Gleichung in vp, mit mehr als zwel verschiedenen Losungen. Thre
Koeffizienten miissen deshalb verschwinden. Die entstehenden Glei-
chungen fithren auf Werte fiir die Konstanten, welche unverénderliche
Sterbewahrscheinlichkeiten bedingen. s gibt somit keine nicht kon-
stante Sterbetafel, welche eine genaue Reserveberechnung mit dem
bel der t-Methode verwendeten Prinzip fiir alle denkbaren Kom-
binationen von Versicherungen gestattet.

Eine Sterbetafel, welche die fiir die Reserveberechnung nach
der {-Methode notwendigen Bedingungen in einem geniigend kleinen
Bereich fiir die Sterbewahrscheinlichkeiten nidherungsweise erfiillt,
muss sich in diesem Bereich ndherungsweise in der Form q, = a -+ b¢®
darstellen lassen. Der Beweis fiir diese Behauptung lehnt sich an die
in Abschnitt A gezeigte Schlussweise an. Wir verzichten deshalb auf
die nihere Durchfiihrung.

Die t-Methode ergibt in der meist angewandten Form bekanntlich
im allgemeinen weniger gute Krgebnisse als die Z-Methode. Der Haupt-
grund dafiir diirfte wohl darin liegen, dass sich in den fiir die Ver-
sicherungspraxis wichtigsten Altern die fiir die retrospektive Reserve-
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berechnung zur Verwendung kommenden Sterbewahrscheinlichkeiten
weniger gut durch eine Makehamfunktion annihern lassen, als die fiir
die prospektive Reserveberechnung in Betracht fallenden.

II1. Uber die Ermittlung des durchschnittlichen Alters

Die folgenden Bemerkungen tiber die Ermittlung des durch-
schnittlichen Alters sind fiir die ¢ und die Z-Methode dermassen
analog, dass wir es fiir zweckméssig erachten, beide Reserveberech-
nungsverfahren nebenemander zu behandeln.

Unter der Annahme, dass die in A und B hergeleiteten Bedingun-
gen ftiir die Anwendbarkeit der obigen Verfahren zur Reserveberech-
nung erfiillt sind, muss sich das mittlere Alter aus den Beziehungen

SUSP +d8) (1 +0p,s) = (1 +vp,.) S (SP -+ dS)
fir die Z-Methode bzw.

Ssp Nk _ " vgp_%Ng
2P =2 S — == > SP——>5

|
P Ps P: P:

fir die t-Methode ermitteln lassen, wo ¢ und & die mittleren Alter
smd. Es folgt daraus

>\ (8P +d8) g, = ¢,5 >, (SP 4 d8) (17)
fir die Z-Methode und
1 1
ES—-TS'P)? == ;E(SWTSP) (18)

tir die {-Methode, deren Verwandtschaft mit den iiblichen Ermittlungs-
welsen

S St — ¢ S8 (19)
und

offensichtlich ist. Bei der Z-Methode wird dabei das Gewicht weniger
genau beriicksichtigt als bei der ¢-Methode.

Diese iiblichen Verfahren zur Ermittlung des Durchschnittsalters
lassen fiir kurze restliche (Z-Methode) bzw. verflossene (&-Methode)
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Dauern auf Grund von (17) und (18) eine gute Ndherung erwarten.
Bei lingeren Dauern besteht die Gefahr einer relativ grdsseren Ab-
weichung im mittleren Alter. Da jedoch die zur Berechnung Ver-
wendung findenden Barwerte gerade bei lingeren Dauern stirker
vom Alter abhéingen, 1st die Verwendung der Beziehungen (19) und
(20) nicht das Vorteilhafteste. Das wire nur dann der Fall, wenn die
tiir die Reserveberechnung mit einem Durchschnittsalter notwendigen
Bedingungen genau erfiillt werden kénnten. Wie wir gezeigt haben,
ist das jedoch nicht moglich. Es ist unter diesen Umstéinden deshalb
viel zweckméssiger, das mittlere Alter derart festzusetzen, dass die
Reserve fiir eine geeignet zu wihlende verhiltnisméssig lingere Dauer
mit der genau ermittelten tibereinstimmt. Wohl wird dann fiir kiirzere
Dauern das Durchschnittsalter stirker abweichen; wegen der kleineren
Empfindlichkeit der Barwerte ergibt sich trotzdem kein grosser Fehler
in der Reserve.

Wir setzen fiir ein festes m, bzw. ,

bzw. Z (P +d5) Fs-my:ing] = Do-mo:img] 2 (P +dS) (21)
S pt T _Ng te _TE Sthp TE T G g (99
Dari, Dot De 1 Dy,

Fir die {-Methode hat W. Ruch in seiner bereits erwihnten Arbeit
an einem praktischen DBeispiel die starke Verbesserung in der Ge-
nauigkeit durch eine derartige Bestimmung des mittleren Alters ge-
zeigt, wobel er allerdings fiir die vorkommenden Barwerte zwei ver-
schiedene mittlere Alter bestimmte, und zwar eines fir den Endwert
der Primien und das andere fiir den Endwert der Versicherungs-
leistungen. Dieses Vorgehen weist rechnerische Vorteile auf, hat jedoch
den Nachteil fiir die praktische Verwaltung, dass zwei Hilfszahlen
benétigt werden. Es geniigt vollstéindig, als Hilfszahl fiir die einzelne
Versicherung die Reserve bei #, vorzumerken und fiir den Bestand
jeweils aus (22) & zu bestimmen.

Fir ein Beispiel nach der Z-Methode wihlten wir einen Bestand
von Versicherungen mit Ablauf im gleichen Kalenderjahr. Da nur
Versicherungsdauern bis 22 vorkamen, setzten wir my = 15, somit
relativ niedrig. Bei Versicherungsbestinden mit Dauern bis zu 85 und
40 Jahren diirfte mg = 20 oder noch etwas hoher angemessen sein.
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Bei der Wahl von m, ist die Hiufigkeit der vorkommenden Ver-
sicherungsdauern 1m Bestand zu beriicksichtigen.

Unser Bestand enthilt viele Kinderversicherungen. Da tiblicher-
weise die Sterblichkeit in den ersten Lebensjahren durch Leistungs-
beschréinkungen in ihrer finanziellen Auswirkung verkleinert wird,
anderseits nur der Vergleich zwischen der Lidstoneschen Ermittlung
des Durchschnittsalters und derjenigen unter der Verwendung der
Barwerte a,, ;5= fiir uns wichtig ist, stellt das fiir die folgende
Untersuchung keinen Nachteil dar. Als Rechnungsgrundlagen ver-
wendeten wir die Erfahrungen in der schweizerischen Bevélkerung
fir Ménner in den Jahren 1939/44 1) mit dem Zinssatz von 23/ 9.
Bei der Durchfithrung darf man sich nicht daran stossen, dass auch
bei Dauern kleiner als m, auf die gleiche Weise zu verfahren ist. Unter
Umsténden braucht man dabei sogar Rentenbarwerte fiir fiktive
negative Hintrittsalter. Diese kénnen auf Grund der folgenden Uber-
legung ermittelt werden.

Das vorgeschlagene Verfahren zur Ermittlung der Reserve beruht
auf der Voraussetzung, dass Rentenbarwerte gleicher restlicher Dauer
niherungsweise unabhéingig von dieser Dauer zum gleichen mittleren
Ablaufsalter fithren. Nach Satz 2 muss sich dann der Rentenbarwert
bei einer bestimmten Dauer fiir alle Ablaufsalter als eine lineare
Funktion der entsprechenden Barwerte fiir eine andere Dauer dar-
stellen lassen. Eine geeignete Wahl der Rentenbarwerte fiir die fik-
tiven negativen [intrittsalter ergibt sich demnach etwa, indem wir
den Rentenbarwert mit der Dauer my mittels der Methode der kleinsten
Quadrate naherungsweise als lineare Funktion einer geeignet zu wih-
lenden kiirzeren Dauer ausdriicken. In unserem Beigpiel fand dazu
die Dauer von 7 Jahren Anwendung.

Mit dem beschriebenen Vorgehen ergaben sich folgende Ab-
weichungen von der genauen Reserve in Prozenten:

Mittleres Alter nach der Formel

n—t (19) Lidstone @1)
20 — 5,05 -+ 0,56
15 — 1,72 0
10 — 0,65 -+ 0,12

5 — 0,11 -+ 0,02

1 Ausgeglichen nach Makeham, vom Eidgendssischen Statistischen Amt,
Veroffentlichung in Vorbereitung.
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Bei der Wertung dieser Zahlen ist zu beachten, dass gerade bei den
absolut grossen Reserven fiir kleine n — ¢ relativ kleine Abweichungen
auftreten, so dass sich fiir emnen ganzen Bestand von verschiedenen
Ablaufsjahren im Durchschnitt kleine Abweichungen ergeben miissen.

Angesichts der deutlichen Verbesserung in der Genauigkeit der
Reserve durch die Verwendung der Formel (21) ist ernsthaft zu priifen,
ob sich nicht die einmalige Mehrarbeit durch die etwas umsténdlichere
Berechnung der Hilfszahlen (P + dS) a_,, .7 an Stelle von S¢° lohnt.
Ein wesentlicher Vorteil des beschriebenen Verfahrens besteht auch
darin, dass es sich anwenden lidsst, wenn keine nach Makeham aus-
geglichene Sterbetafel vorliegt. Bei sehr langen Dauern besteht theo-
retisch die Gefahr von grosseren Abweichungen. Dem wirkt jedoch
die Tatsache entgegen, dass hohe Verfallsalter meist ausgeschlossen
werden. Die vorkommenden Verfallsalter weichen deshalb bei langen
Versicherungsdauern nicht stark voneinander ab. Entsprechend treten
bei der {-Methode fiir lange Versicherungsdauern nur verhéltnisméssig
wenig Eintrittsalter auf.
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