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Berechnung und Darstellung
der abhängigen und unabhängigen

Wahrscheinlichkeiten

Von Ernst Zwinggi, Basel

1. Berechnung der Wahrscheinlichkeiten
aus den Beobachtungszahlen

Aufgabe. — Gegeben ist eine Gesamtheit von gleichaltrigen
Personen, aus welcher n voneinander unabhängige Ursachen das

endgültige Ausscheiden bewirken. Gesucht sind die einjährigen
unabhängigen und die einjährigen abhängigen Ausscheidewahrscheinlichkeiten

unter möglichst allgemeinen Voraussetzungen über die

Verteilung der Ausscheidefälle innerhalb des Beobachtungsjahres und
über die zeitliche Entwicklung des Beobachtungsbestandes.

Ausgangsgleichungen. — Wir bezeichnen mit L(x) die Anzahl der

Personen vom Alter x und mit Tl (x) dx die Anzahl Personen, welche

aus der Ursache i ausschieden und im Zeitpunkte des Ausscheidens
das Alter x bis x + dx aufwiesen. Dann ist die Intensität des

Ausscheidens infolge der Ursache i definiert durch

T:(x)
~ •

L(x)

Weiter haben wir zwischen der gesuchten einjährigen unabhängigen
Ausscheidewahrscheinlichkeit und der zugehörigen Intensität fx\ den

Zusammenhang J)

- i-exp (-!*+•<*)=*)•(i»
1) Formel (25), S. 22 in E. Zwinggi: Versicherungsmathematik (Basel 1945).
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In gleicher Weise gilt für die einjährige abhängige Wahrscheinlichkeit

*qx die Darstellungx)

exP — / 2 <"*+ fdt /4+rdr

1

j" exp

o

« Tk (x + t) \ T* (x + t)
y) — dt) dz.

L(x + t) L(x + t)
(2)

Auswertung der Gleichung (1). — Oftmals kann es genügen,
anzunehmen, dass die Ausscheidefälle gleichmässig über das Jahr
verteilt sind und der Beobachtungsbestand sich linear verändert. Wenn
Lx den Beobachtungsbestand zu Beginn des Jahres bedeutet und Tx
die Anzahl der über das Beobachtungsjahr insgesamt aus der
Ursache i ausgeschiedenen Elemente, wobei das Alter x beidemal auf
den Beginn des Beobachtungsjahres gemessen ist, so hätte man für
0 < t < 1,

T' (x -f t)dt T'xdt,

L(x -f t) Lx + (Lx+1 Lx) t =- Lx + Axt.

Um den möglichst allgemeinen Fall zu erhalten, nehmen wir
nunmehr an, es seien

T (x -F t) dt =--- T*

und

L(x+t) ^ Lx

mit l
1=/"

t2 t3

ao + aii + °2 + a3 — + • •

t2 t3
bn -j- b-, t -j- "F ^3 —Ol 1 2

2, 3 I

dt (8)

(4)

i0 + axt -F a2
2!

dt,

wobei die ak und bk als gegeben, das will heissen als aus den
Beobachtungszahlen feststellbar anzusehen sind. Wenn z.B. angesetzt wird

T% (x + t) dt Tx [a0 -|- ax i] dt,

F Formel (32), S. 24 in «Versicherungsmathematik».
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so brauchen wir zur Bestimmung von a0 und ax zwei Beobachtungszahlen,

z. B.

%

f T(x + t)dt xTlx Tl
a0 «j

und

f T'(x + t) dt Tx Tlx

o

Aus (4) folgt

«o +

1

L (x +1) L f2 f3
fy) + K t + ^2 — + ^3 — +

mit

1

lT

1 — Bo&o

B0 + — + B3 — +

0 B0 &x + Bl b0

0 B0 b2 -f- 2 B1 bx + B2 b0

0 — B0 b3 + 3 Bx b2 + 3 B2 iy Bz b0

(5)

(6)

T' (x -+-1)
Wir kürzen ab mit J\ und erhalten aus (1) unter

L(x + f)

B

Verwendung von (3) und (5),

r£i f2

ao Bq + (ao Bx + ai B0) f + («0 B2 + 2 ax Bx + «2 B0) — -f-

rpi± x

L~

f2 i3

co + ci * + c2 yy + c3 yy + • • • (7)

12
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wobei
Cq — Öq BQ

ci — aoB1 -j- «i-Bo

c2 a0 J>
2 (' i Bi ")- et2 Bq

c3 öo -®3 H~ 3 ai B% + 3 a2 Bj + a3 B0

(8)

Sei weiter mt

4 ^#-; (9)

dann wird

Ij fjidt A1+^+^+...; (10)
0 2! 31

dies eingeführt in (1) ergibt

/ A2 A3 \
1 — £ exp (—1[) exp (11)

Für die weitere Entwicklung empfiehlt es sich, in (11) von den
Semi-Invarianten nach Thiele abzugehen. Es gilt allgemein

/ r2 r3 \ r2 r3

exP^-4r-4"^y-4 —~ • • • J ^ ~ Pir ~ t*2~- Ps — ~

(12)
Aus (11) und (12) folgt mit r — 1,

1 ^2 Ms
~~ ß~2<" sT ""

Durch Differentiation von (12) und Koeffizientenvergleich kann
man die leicht erhalten; es ist

/«i Xx

/^2 ~ ^2 ^1^1

ftz ~ A3 2 A2 jWJ Aj

^ A4 8 A3 3 A2 jW2 Aj /^3
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oder alles ausgedrückt durch At,

fh. ^1

2 A2 ^1

ßz ^3 — 3 A2 Aj + Aj

/Jn A4 — 4 A3 A4 — 3 A2 + 6 A2 Aj •— A4

(14)

Der erste Teil der Aufgabe ist mit (13) und (14) gelöst. Aus den
als bekannt vorauszusetzenden ak und bk bestimmen wir zuerst aus
(6) die Reihe der Bk, dann aus (8) die ck, weiter aus (9) die kk und
endlich aus (14) die pk.

Beispiel. — Für den eingangs erwähnten Fall der gleichmässigen
Verteilung der Ausscheidefälle und der linearen Entwicklung des

Beobachtungsbestandes findet man

aus (3):

aus (4):

aus (6) und (8):

a0 — 1

b0 1 und by

aus (9):

aus (14):

Bk
(—l)kMAkx

c.

(-1)*"1 (k 1)! Zl^1 T*

(-1)'-1 Tl (Tj + At) (Ti + 24) {Ti + (fc -1) 4}

Eingesetzt in (13) erhalten wir
fc 1,2, 3,

f r;K + 4)(Ü + 2^)...K + (t-i)4}
5- ?j-1' iüä (15)

oder, weil (15) die Binomialreihe darstellt,

Ix

- Tl
I 41t1

1 4 _] Li x (16)
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Die Summe in (15) wird oft durch eine geometrische Eeihe mit
Tlx + Ax

dem Quotienten approximiert. Dann lässt sich (15)

schreiben als *) x

JU

9"
t; + 4

" <17)

L- +~
Die Formel (17) ist bekannt; sie geht hier als Spezialfall aus dem

allgemeinen Ansatz hervor.

Ausivertung der Gleichung (2). — Wir schreiben für

2 T\x + t)-Ti{x+t) T"'-(x + t)
k=1

und erhalten ans (2)

r T* (X H

L (x + t) L (x -f- r)

r r T (x + t) + T ' (x + t) \ I" (x + r)
*ql / exp - / — ± ^dt -~± Ux. (18)

o o

Nunmehr läuft die Auswertung gleich wie diejenige von (1). Wir
setzen Tl (x + t) und L(xJrt) nach (8) und (4) und finden gemäss (10)

II J J] dt t + A2 — + —- + ...; (19)
o 2.8.

analog wäre

Irl J Jtl dt A, t + — + X3 —- + (20)
o 2.8.

Sei
<Pic — K + h' (21)

dann ist aus (19) und (20)

/ T2 T3 \
exp (—1\— l~l) exp I—^r—9,2__9^__ 1, (22)

und entsprechend zu (12)

exp {—Ii — r;) 1— p[r — — ••• (23)

1) Formel (50), S. 80 in «Versicherungsmathematik».
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mit

fit <fx

V2 (P-i — <p\

Va <Pz — %<P*V\ + <p\

<Pi~ *<Pz<Pi — 39?2 + §<pi<p\ — <p\Vi

(24)

T' (x + f)
Sodann haben wir in (18) ———— unter Verwendung von (7)

zu ersetzen; wir erhalten

l

L(x +1)

rpi
x

lI Vi T- Vt
2!

c0 + C1 T + c2 TT +
^

dr

rpi
X

L~,
01 + 02t + 03~ + dr, (25)

WO

<pj c0

^2 C1 c0i"l

c2 '2 Cj C0lM,

04 — c3 Sc2/h Bcj//2^ c0jm3

schliesslich wird aus (25)

rpi1 x

L„
Ix

<z>*

0X -j j-
2! 8!

Damit ist auch der zweite Teil der Aufgabe gelöst.

(26)

(27)

Beispiel. — Für den früher behandelten Fall der gleichmässigen
Verteilung der Ausscheidefälle und der linearen Entwicklung des

Bestandes erhalten wir

aus (8):

aus (4):

CIq — 1
>

b0 1 und bx —
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aus (6) und (8):

aus (9):

4
(—l)*fc! J*

ck>
Lkx

(_ i)^-1 (k -1)! 4"1 T*

L*

(_l)*-i(fc_ly.A^T-j
K

aus (21) mit Tx + T* - Tx für

^ _ j/c
aus (24): x

(h

aus (26):

(- I)*"1 TX(TX + 4) (Tx + 24) {4 + (fc -1) 4}

<4 l,
(_ 141 (T + 4) (T + 2 4)... \TX + (k - l) 4}0

Die Reihe der &k in (27) eingesetzt ergibt
k 2, 3, 4,

Ti y (~ l)"-1 n(Tx + 4) (4 + 2 Ax) {Tx + (fc -1) 4}
4 *-a fc!4

Ii 4- AI"

(28)

T<+1? 1-1 + 4
(29)

oder bei Approximation in (28) durch eine geometrische Reihe1),

rpi
(80)

4 +
n + T~; + 4

Auch diese bekannte Beziehung folgt als Spezialfall aus den

allgemeinen Ansätzen.

B Formel (48), S. 30 in «Versicherungsmathematik».
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2. Darstellung der abhängigen Wahrscheinlichkeiten
durch die unabhängigen und umgekehrt

Aufgabe. — Gegeben ist die Eeihe der einjährigen unabhängigen
und die Eeihe der einjährigen abhängigen Ausscheidewahrscheinlichkeiten.

Gesucht sind unter möglichst allgemeinen Annahmen über
den Verlauf der Wahrscheinlichkeiten innerhalb des Jahres die
abhängigen Wahrscheinlichkeiten, ausgedrückt durch die unabhängigen,
und umgekehrt.

Ausgangsgleichungen. — Die f-jährige Verbleibswahrscheinlichkeit

lässt sich mit Hilfe der t-jährigen unabhängigen und abhängigen
Ausscheidewahrscheinlichkeiten schreiben als x)

^ (31)
lx k=1 k= i

Ferner ist2) -d
at

vl+i "
i > (^2)

i — tql

so dass aus der Definitionsgleichung3) für die einjährige abhängige
Ausscheidewahrscheinlichkeit *ql folgt-

; n

*-± — dU). (33)
h J 1 — t<&

Zur Vereinfachung der Schreibweise wollen wir i n setzen,
d. h. die Ursachen so anordnen, dass die ausgezeichnete als letzte
auftritt. Beziehung (38) geht dann über in

*<£ f n^-d)d(tql). (34)
o *=1

Damit haben wir eine Ausgangsgleichung zur Darstellung der

abhängigen Wahrscheinlichkeit durch die Eeihe der unabhängigen

*) Formel (31), S. 23 in «Yersicherungsmathematik».
2) S. 24 unten in «Versicherungsmathematik».
3) Formel (35), S. 24 in «Versicherungsmathematik».
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Werte gewonnen; unter dem Integralzeichen treten ausser den

unabhängigen Wahrscheinlichkeiten keine andern Grössen mehr auf.

Zur Wiedergabe der unabhängigen Wahrscheinlichkeit qnx durch
die Reihe der abhängigen Werte setzen wir in (1), d. h. in

1 —exp (—f (fx+td?J

Ix+tPx+tdt ~~ h' t + dttfx h' ilx —

lxd(*<Q d(*£)

aus

für
P-x \-1

X+t

ein und erhalten

ft\

qnx= 1 — exp / —
äCd

i-SV

(85)

(36)

Auswertung der Gleichung (34). — Die Auswertung soll sich
wiederum auf möglichst allgemeine Annahmen über den Verlauf der
Wahrscheinlichkeiten innerhalb des Jahres stützen; wir setzen an

1-^=1
t2 t3

a0 + <Xi t + oc2 — -f oc3 — -f

mit

wird

f2
„A „A 4 k,
OCn 0C< 1/ OCo

2!

a0 9

1 — t<fx qkx

h 1,2,3,

t2 t3
dl + d\t + dl f- d\ f-u i i 2! 8!

(87)

(38)

(39)
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Daraus folgt für

d(t<£)

dt
-<£ dl d^t -j- d^— -j- (40)

Die Ergebnisse (39) und (40) werden in (34) eingeführt; wir
erhalten

l

n£k=l *

dn+dnt+dnJL +
n— 1

nk \
d\ + d\ t + d\ — +

2i!
dt.

Wir setzen

A1 dldld30...d^dl,

Ä2 d\dld\ d^d? + d\d\dl dr dl +

und finden nach durchgeführter Integration

n-fi£

(41)

(42)

*£
A2 A„

(48)

Die gestellte Aufgabe ist damit gelöst; Gleichung (43) gibt die

einjährige abhängige Wahrscheinlichkeit *g durch die Reihe der
einjährigen unabhängigen Werte wieder. (In den Grössen Ah treten
ausser den Wahrscheinlichkeiten nur die Parameter d\ auf, welche
den Verlauf über das Jahr bestimmen.)

Beispiel. — Als Beispiel behandeln wir den Fall von drei
Ausscheideursachen bei linearem Verlauf der einzelnen Wahrscheinlichkeit

über das Jahr. Es ist also in (37) anzusetzen

d. h.

dann wird aus (38)

t£ £ K + (fc 1, 2 und 3)

«S o,

«f l;
1

ßk —% — j, 9

£
df — 1
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und weiter aus (42)

Ax dl0dld\
llll '

A^dldldl + dldldl-^ \ +ll ll
A3 2 d\d\d\ —2.

Eingeführt in (43) folgt für den zu bestimmenden Wert *ql,

1*& <&

<1*

il + il
|

lUt

l qUlil
~

12
(44) i)

Auswertung der Gleichung (36). — Wir setzen allgemein an

*0fc _ *gktHx lx

dann ist vorerst

äCt@

dt

Sodann folgt für

ßnl + ßlt+ßl~ +

(45)

(46)

k—1 k=1
ßko + ß1t + ßk2^r +

2!

und mit neuen Parametern eh gemäss

n

2 Sxßl
n

Co 2
/c= l fc=l

n

2
W

ei2
7c=l

ßolx

(47)

1) Formel (36), B. 25 in «Versicherungsmathematik» ist eine Näherung für (44),
Q^ O2

indem bei drei Ursachen auf das Glied 1 verzichtet wird.
12



für
i-2fä i

* 1

f2
e0 + el' + e2 ~t~ • • •

Wir setzen

1—4r«0 fttflfo. |

~eh 9h e 1,2, 8, J

und erhalten

i — 2 ix
t2

3o + 9i t + .92 ~ + •

(48)

(49)

(50)

Zur Auswertung von (36) brauchen wir den reziproken Wert
von (50). In Übereinstimmung mit dem Vorgehen bei Formel (5)
können wir aber schreiben

D0 + Dxt + D2 — + D3 — + (51)

wo
1 D0g0

0 D0g1 + D1g0

0 D0 % + 2 Di + D2 9o

0 D0 g3 + 3 D1 g2 + 3 Z)2 g1 -f- Da g0

(52)

Wir führen (46) und (52) in (36) ein und erhalten

l
1 —exp

Sei

*9l
ß1 + ßn2t + ßn3^ +

t2
D0 + D11 + D2 — +

(53)

dt

mo — ßi Dp

m. ----RD^ftDo
m2 ßlDz + IßlD^fäD»
m3 ßlD3 + 3^ Da + S/^D, + $(D0

(54)
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Dann wird

<?* 1 ~ exP

mit

folgt weiter

£ 1 — exp — fj -

und gleichlaufend zu (12)

m. Wo

—+ «T+»T + --

-mh

£2

27

^3

3!

wobei

£ El H 1 + •

2! 3!

£i

e2 ~ ^2 S1

E3 ~ £3 ^ £2 £] £l e2

£4 £4 3 L; £j 3 £2 £2 1 ' 3

(55)

(56)

(57)

(58)

Beziehung (57) stellt die allgemeine Lösung dar.

Beispiel. — Es sollen n Ausscheideursachen gegeben sein und die
Wahrscheinlichkeiten linear im Jahr verlaufen. Wir haben also in (45)

zu setzen ^ ^^ +^ ^ (fc 1, 2, 3, • • •, n)

d-h"
jSg 0,

ß\ 1-

Wir erhalten der Reihe nach

aus (47): ^ Q>

Cj 1,

1

9o —,
2*

üi — 1»

wo

2* S *2?>
Ä=1

aus (49):
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Dk fc!(g,)*+1 m,c,

sk (k-iy.*q:(qxr,

aus (52):

aus (55):

aus (58):

e* (-1)""1 *£(*£- qj (*£ -H*) {*- (* -1) <U

Eingeführt in (57) wird

1 + ^ iJ-CgS-gJ (*£-2<fc) {*<£-(&-1)9,}
fc=2 /c!

(59)

Bricht man die Entwicklung (59) mit dem zweiten Glied ab,

so bleibt die Näherung1)

Y
2 n—1

& 1

(60)

oder bei Approximation durch eine geometrische Reihe

J w—1

1 - ¥S V.
^ fc=l

(61)

x) Formel (39), S. 26 in «Versicherungsmathematik
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