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Berechnung und Darstellung

der abhingigen und unabhingigen
Wahrscheinlichkeiten

Von Ernst Zwinggi, Basel

1. Berechnung der Wahrscheinlichkeiten
aus den Beobachtungszahlen

Aufgabe. — Gegeben ist eine Gesamtheit von gleichaltrigen DPer-
sonen, aus welcher » voneinander unabhiéngige Ursachen das end-
giiltige Ausscheiden bewirken. Gesucht sind die einjihrigen un-
abhéngigen und die einjihrigen abhingigen Ausscheidewahrschein-
lichkeiten unter moglichst allgemeinen Voraussetzungen iiber die
Vertellung der Ausscheidefille innerhalb des Beobachtungsjahres und
tiber die zeitliche Entwicklung des Beobachtungshestandes.

Ausgangsglerchungen. — Wir bezeichnen mit L (z) die Anzahl der
Personen vom Alter z und mit 7%(z) dz die Anzahl Personen, welche
aus der Ursache 1 ausschieden und im Zeitpunkte des Ausscheidens
das Alter x bis x 4 dx aufwiesen. Dann ist die Intensitit des Aus-
scheidens infolge der Ursache 1 definiert durch

. T

“T L

Weiter haben wir zwischen der gesuchten einjihrigen unabhdngigen
Ausscheidewahrscheinlichkeit ¢ und der zugehorigen Intensitit ), den
Zusammenhang 1)

1

| . T (z + 1)
1o (i) = 1o [T )

1) Formel (25), S. 22 in E. Zwinggi: Versicherungsmathematik (Basel 1945),
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In gleicher Weise gilt fiir die einjihrige abhingige Wahrscheinlich-
keit *q die Darstellung )

Qx - /exp< ZJ #x-i—tdt) a:-i—rdr -

~ Tk i
= /exp( f T+ dt)mdr. (2)
=i Lz 1) Lz 4+ 1)

Auswertung der Glewchung (1). — Oftmals kann es gentigen, an-
zunehmen, dass die Ausscheidefille gleichmissig iiber das Jahr ver-
teilt sind und der Beobachtungsbestand sich linear verédndert. Wenn
L, den Beobachtungsbestand zu Beginn des Jahres bedeutet und 7%
die Anzahl der iiber das Beobachtungsjahr insgesamt aus der Ur-
sache 1 ausgeschiedenen Klemente, wober das Alter x beidemal auf

den Beginn des Beobachtungsjahres gemessen ist, so hitte man fir

D&t | |
Ti(x + t)dt = Tidt,

Um den méglichst allgemeinen Fall zu erhalten, nehmen wir
nunmehr an, es seien

t2 £

T"i(g:— Fi)dt = Tz ag + a,t - azam+ 33' +...’dt (3)
und ) 7
' {2 {3 §

(’E+t) b0+blt+b2—:2_] ”][—b ~é—|+..| (4)
mit |

1

tz
1 ::f(ao —{" alt—;*a-z““é“?—i* ...)dt,

0

wobel die @, und b, als gegeben, das will heissen als aus den Beob-
achtungszahlen feststellbar anzusehen sind. Wenn z. B. angesetzt wird

T (z + t)dt = T%[ap + a,t]dt,

1) Formel (32), S.24 in «Versicherungsmathematik».
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so brauchen wir zur Bestimmung von @, und @, zwei Beobachtungs-
zahlen, z. B.

fl/zTi( + b dt = T’”'HT”'iau - |
x = 1T" = ML
g g 1 9 8]

und

1
fﬂ@*%ﬂh:ﬂi:T&:ﬁL%+—4.
0 : ]
Aus (4) folgt

1 1 1

Liz+1t L, g2 3
%+m+%5+%§+..

1 12 i# '
- [Bo‘l“Blt”{"Bz‘Qﬁ‘f‘Bs_"f—--- (5)

I, 31
mit
b == B.b,
0 = Byb, + B, b,
0 = Byb, + 2B, b, + B,b, (6)
0 = Bybs + 3B, b, + 3Byb, + Byb,
................... J
o Tzt
Wir kiirzen ab mit J; = ————— und erhalten aus (1) unter
Lz +1)

Verwendung von (3) und (5),

. : , 2
i = T [%Bo‘f“(aoBl+alBo)t+(aoB2+25’131+%Bo) T + ] =

.

z

i1 t B
me{co+61t+62a+c3§+." ) (7)

12
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wobel
¢y = ay By
¢y = @y B, +2a, B, + a, B, (8)
¢g = agBg 4+ 38a, B, 4+ 3a,B, + a3 B,
Se1 welter ¢, T
dann wird
I 1Jid B s 10
1:!tt2A1+'§!_+§'!_+"'7 ( )
dies eingefiihrt in (1) ergibt
@- . b
1—gq, = exp (— I;) = exp P—AI—E = o b (11)

Fir die weitere Entwicklung empfiehlt es sich, in (11) von den
Semi-Invarianten nach Thiele abzugehen. Es gilt allgemein

¥ e P re
exp ““ﬁﬂ'—lz“z‘j“ﬁs“gr—n- :1—-@11*_,112;-—#33—’_....
(12)

Aus (11) und (12) folgt mit r =1,

i ”62 1“3

Durch Differentiation von (12) und Koeffizientenvergleich kann
man die y, leicht erhalten; es ist

=1

e = Ay — Ay iy

Py = A3— 220y — Ay pig

ty = 24— 3 Agpuy — 3 Ay phy— Ay g
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oder alles ausgedriickt durch 4,

=1
e = Ay — A
py = Ag—3 Aoy + 4 (14)

pog = Ag— 423 —812 + 64,22 — A

-------------------

Der erste Teil der Aufgabe ist mit (13) und (14) geldst. Aus den
als bekannt vorauszusetzenden a, und b, bestimmen wir zuerst aus
(6) die Reihe der B,, dann aus (8) die ¢, weiter aus (9) die 4, und
endlich aus (14) die ;.

Berspiel. — Fiir den eingangs erwihnten Fall der gleichmissigen
Vertellung der Ausscheidefille und der linearen Entwicklung des
Beobachtungsbestandes findet man

aus (3): g = 1,

bp =1 und b, = Lm’

T

aus (4):

aus (6) und (8):

(— 1)"76!11’;
By = = = O,
s .
aus ( ) (__ l)k_l (k"‘—‘l)llj};—l T;;
A, = % ,
aus (14): * |
(—L TR+ A @24 AT+ (b—1) 4,
l‘l’k — Lk ’
Bloe=1.0 8 snes

Eingesetzt in (13) erhalten wir

ToTi+4,) T +24,) .. AT + (k—1) 4.}

% — o 1 k-1 15
& %g ) k! LE (15)
oder, weil (15) die Binomialreihe darstellt,

o 14;
JEPR PR 1 16
S A o
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Die Summe in (15) wird oft durch eine geometrische Reihe mit

: T, + 4, - .
dem Quotienten — ————— approximiert. Dann lisst sich (15)
: 2L
schreiben als ) * .
: L 17
L,4+ ———
2

~ Die Formel (17) ist bekannt; sie geht hier als Spezialfall aus dem
allgemeinen Ansatz hervor.

Auswertung der Gleichung (2). — Wir schreiben fir

]

Z T4+t —Tx+t) =T (x4t

und erhalten aus (2)

_ - * Tz t) - T (z + t) T (z +7)
*q, = [ exp (— dt) dr. (18)
J==]

Lz 4+t Lz + 1)

Nunmehr liuft die Auswertung gleich wie diejenige von (1). Wir
setzen T°(z - {) und L(x 4- #) nach (3) und (4) und finden gemiss (10)

F (= 8
:fJ;dtmzllr+/12—+A3~m+...; (19)
3 2! 3!
analog wire
I fJ- tAArH +z%~'+ . (20)
Sel '
Pr = AL‘ _i— Zk; (21)
dann ist aus (19) und (20)
. ' 22 23
exp (—I; — L") = exp ( PLT—Pa oy Py ——) (22)
und entsprechend zu (12)
B 73
exp (— I — I = 1 —pu v —p, E—Msg— (23)

1) Formel (50), S.30 in «Versicherungsmathematik».
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mit,
M= @
o = Py
ts = @3 — 3@y, + @} =
Bo = 13— 430, — 8¢5 + 60 — gl
. T (z+1)
Sodann haben wir in (18) ——— unter Verwendung von (7)
Lz +1t)

zu ersetzen; wir erhalten
1

1

;i z ' 72 _ y ]
*q;:%f 1“‘!‘177_‘!‘2““““‘---} |00+017‘|‘02‘§T+ o ldr =

L, 21
0
o1
dige ¥ 72
= — D, + Dyt + Dy— + ... | dT, (25)
g | 2!
0
WO
Dy = ¢, — oy
Dy = ¢y — 2y pty — Cofto (26)
Dy = 03— B0y pty — 36,4y — Co iy

schliesslich wird aus (25)

L) T; @ @2
Qn:—'f'- 1‘1——2'!—

T

@, ;
e T (27)

Damit ist auch der zweite Teil der Aufgabe gelost.

Beispiel. — Fir den frither behandelten Fall der gleichméssigen
Verteilung der Ausscheidefiille und der linearen Entwicklung des Be-
standes erhalten wir

aus (3):

aus (4):
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aus (6) und (8):

(— 1) k! A
By, = ¥ == ks
aus (9): (— 1)L e — 1)L A5 T
)’k = Lk u : 3
, (=) eI T
by, = : ’
L

aus (21) mit 7% + 7% = T, fiir
(— 1) (k— 1)1 4T,

’

P =

Lk
aus (24): ?
Yy, = I]C y
aus (26):
D, =1,
(—1) @, +4,) (T, +24) .. AT, + (k—1) 4}
@k - Lic—l ?
, ) _ k=23,4,....
Die Reihe der @, in (27) eingesetzt ergibt
T; — 1T, + 4) (T, +24,) ... {T,+ (k—1)4,)
L, i= k! LF
i y Ti + T;i
SPRAL 1_[1+ x] Az , (29)
i+ L | L
oder bei Approximation in (28) durch eine geometrische Reihe 1),
*q L (30
e Ti+ T +4, ;
L, + 5

dd

Auch diese bekannte Beziehung folgt als Spezialfall aus den all-
gemeinen Ansitzen. |

1) Formel (48), S.30 in «Versicherungsmathematik».



— 187 —

2. Darstellung der abhingigen Wahrscheinlichkeiten
durch die unabhingigen und umgekehrt

- Aufgabe. — Gegeben ist die Reihe der einjihrigen unabhingigen
und die Reihe der einjihrigen abhidngigen Ausscheidewahrscheinlich-
keiten. Gesucht sind unter moglichst allgemeinen Annahmen tber
den Verlauf der Wahrscheinlichkeiten innerhalb des Jahres die ab-
hingigen Wahrscheinlichkeiten, ausgedriickt durch die unabhéngigen,
und umgekehrt.

Ausgangsgleschungen. — Die t-jahrige Verbleibswahrscheinlich-
keit lisst sich mit Hilfe der ¢-jéhrigen unabhéingigen und abhéngigen
Ausscheidewahrscheinlichkeiten schreiben als 1)

n

l'i:t * L
s =[]0 —u) =13, (31)

l, k=1

Ferner 1st 2) P
(11—
dt ( th)

; (32)

Bert = 1— tq;
so dass aus der Definitionsgleichung3) fiir die einjihrige abhdingige
Ausscheidewahrscheinlichkeit *q° folgt

1

1 n
- [](1—.d)
) l i o ( tix
*gl = /M at — F=l 7

0’ Xz

d (tq;i) . (33)

Zur Vereinfachung der Schreibweise wollen wir @ = n setzen,
d. h. die Ursachen so anordnen, dass die ausgezeichnete als letzte
auftritt. Beziehung (33) geht dann iiber in '

L oy s
o= | [T —d)dg). (34)
§ k=1

Damit haben wir eine Ausgangsgleichung zur Darstellung der
abhiingigen Wahrscheinlichkeit durch die Reihe der unabhingigen

1) Formel (31), S.23 in «Versicherungsmathematik».
2) S.24 unten in «Versicherungsmathematik». -
3) Formel (35), S.24 in «Versicherungsmathematik».
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Werte gewonnen; unter dem Integralzeichen treten ausser den un-
abhingigen Wahrscheinlichkeiten keine andern Grossen mehr auf.

Zur Wiedergabe der unabhingigen Wahrscheinlichkeit g7 durch
die Reihe der abhingigen Werte setzen wir in (1), d. h. in

1
¢ = 1—exp (—fﬂ2+tdt>
0

aus
l noodb = * l*n__ld*n
2+t Mzt t = 2 ttdtde 7 b e = b (tq:t)
fiir % *
L d(14z) d (1)
Potpy = l = = (35)
z+1 1— 2 Tq{ﬁ
k=1

ein und erhalten
1

d(*q
ﬂ:lw%p—~‘—u? . (36)
1— >

0 k=1

Auswertung der Gleichung (34). — Die Auswertung soll sich
wiederum auf moglichst allgemeine Annahmen. iiber den Verlauf der
Wahrscheinlichkeiten innerhalb des Jahres stiitzen; wir setzen an

i N o tz ta -
1 =1 aﬁ+aﬁt+a}§%+“§§+-"‘ =

2!
1 12
R - 1 Ly
= ¢ { gfj otg — o b — ol o |, (37T)
mit
1
df; ? oc’g, l
‘ (38)
d¥ = —of h:L&&“.[
wird

12 13 j
1— b= ¢ [+ de+ 5 ] (39)
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Daraus folgt fiir

(g
dt

| 12
——g|narg_ .. (40)
Die Ergebnisse (89) und (40) werden in (34) eingefithrt; wir
erhalten
n—1

1
n 2 {2
* = ”gq];f[d7+d§t+dg§+ ] Hld’g+d’;t+d§§+...] dt.
0 ) ' .

fe==1 |

Wir setzen
Ay = A2 ...atdr, l
Ay =d BB ... &R+ BE...d7d+ ..., [ (42)

.......................

und finden nach durchgefiihrter Integration

” o k A2 A3
*p=—J] 14+ —+—+...|. (48)
k=1 2' 3'

Die gestellte Aufgabe ist damit gelost; Gleichung (43) gibt die
einjahrige abhiangige Wahrscheinlichkeit *q7 durch die Reihe der ein-
jihrigen unabhingigen Werte wieder. (In den Grossen A, treten
ausser den Wahrscheinlichkeiten nur die Parameter df auf, welche
den Verlauf iiber das Jahr bestimmen.)

Bewspiel. — Als Beispiel behandeln wir den Fall von drei Aus-
scheideursachen bei linearem Verlauf der einzelnen Wahrscheinlich-
keit iiber das Jahr. Es ist also in (37) anzusetzen

tq:i _— qg[aﬁ—}—q];t] = td:z, (k‘ A 1, 2 und 3)

d. h. ak— 0,

== 1z

dann wird aus (38) ]
&= —,

-



und weiter aus (42)

—1
4, = BBE = ——,
q:CQ’E

1 32 33 132 33 1 1

A2:d0d1d1+d1d0d1:q—1+?,
Ay = 2di@d} = —2.

Eingefithrt in (48) folgt fiir den zu bestimmenden Wert *q} = *¢,

- 1 2 1,9-
G+ @ | G
P = ¢ |1 — 4 —
2-g1— 2% + 2]
J, @ ] GG
e B [ s ] [ e s = . 44) 1
% H 2] l ] <% (44) 1)
Auswertung der Gleichung (36). — Wir setzen allgemein an
%* % £ -
tq]:ZA ““ﬁkt‘f‘ﬁz —f—133 la (45)
dann 1st vorerst
d(tQa:) *n - i 5 " t2 ]
Franl ﬁ1+ﬂ2t+5357+'-- - (46)

Sodann folgt fiir

k=

2 q]‘—lmz*qx[ﬁﬁrﬁk“rﬁz : I

und mit neuen Parametern e, geméss
n n .
#h Ok ®
Z Qxﬁo - 602 Q:c - eOQz
k=1 k=1

n

Y e k ok s ko

‘ B =6 D) M = eq, I
k=1

k=1

(47)

--------------

1) Formel (36), 8. 25 in « Versicherungsmathematik» ist eine Naherung fiir (44),

Py

indem bei drei Ursachen auf das Glied m_ﬁ verzichtet wird.



s 9] e

fiir ﬂ_‘ g i 12 i

lwth”«:I“Qxleo‘l‘elt_f"ez?‘l‘“-l- (48)
k=1 ‘ a.
Wir setzen

1—q.¢ = 49> ]
| (49)

— ¢ =0y e=1,2,3, ... ]

und erhalten :
. : 12 |

1”'}2_]1*:9];qulgo‘f‘glt‘{‘gza‘i—---l- (50)

Zur Auswertung von (36) brauchen wir den reziproken Wert
von (50). In Ubereinstimmung mit dem Vorgehen bei Formel (5)
konnen wir aber schreiben

1 1 2 # ‘
—— = [Pt Dt Dyt Dy, (1)
1—2 " ' .

E=1

WO
1 = Dyg,
0= Dyg, + D, 9
0 == Dogz +2D191 +D290 (52)
O = D0g3+3D192 +3D291+D390

Wir fithren (46) und (52) in (36) ein und erhalten

*q, 2 | 2
g, = 1—exp (-— x /‘[ﬁ?+ﬁgt+ﬁga+ ] [D0+D1t+D2§T+ l dt).
0
Sei (63)
my = B Dy
my == 1D, + B3 Do |
my = Py Dy + 283Dy + 3 Dy (54)

my = 1Dy + Sﬁngz + 383D, + 1Dy

-------------------
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Dann wird
7, = 1—exp | — Mo+ —F+—+...1);
e p ¢ 0 91 31
mit g
qm mh_l - Eh (55)
folgt weiter . , £, "
g = 1— 6Xp —51‘_‘2—!“—5—--- (
und gleichlaufend zu (12)
Qx:81+a'+§?+"'7 ( )
bei
wobel o= &
g =& — &8
63 = 53"'_252 81—‘51 82 (58)
g = &—3&e—385 e —§ 4
Beziehung (57) stellt die allgemeine Liosung dar.
Bewsprel. — Es sollen n Ausscheideursachen gegeben sein und die

Wabhrscheinlichkeiten linear im Jahr verlaufen. Wir haben also in (45)

7u setzen =R =t (k=1,2,3...,n)
d. h ﬁ]oc — O,

g —1.

Wir erhalten der Reihe nach

aus (47): by =1,

g =1,
aus (49): 1

Jo = —>

4

h=—1,

WO

Is= % %,
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aus (52): D, — Kl(g )k+1 -
us (55): & = (b—1)! *¢ (g,
aus (58):

g = (— D *q(* —q,) (*¢s —2¢q,) - .. {*¢ — (k—1) ¢}
Eingefithrt in (57) wird
: (— 1y ) i %
@y = *q 1+k2_2——* *go—q,) (*d;—2q,) . .. {*qx‘m(k*l)qm}] =1-{l-¢} %
O (59)

Bricht man die Entwicklung (59) mit dem zweiten Glied ab,
so bleibt die Niherung?)

& ~ *q; ll + g Z *qx] : (60)
oder bei Approximation durch eine geometrische Reihe
i G
Qe ~ . (61)

1 n—1

1— 53 *

1y Formel (39), S. 26 in «Versicherungsmathematik».
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