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Bemerkungen zur Berechnung von
kombinierten Ubertritts- und Verbleibs-
wahrscheinlichkeiten

Von Ernst Zwinggi, Basel

Die Fortschreibung einer Bevilkerung nach Zivilstdnden, die Be-
rechnung der Aktivitdtsordnung nach der Methode von Schacrtlen usw.
stittzt sich u.a. auf die Wahrscheinlichkeit, innert Jahresfrist von
einer (ersten) Gesamtheit (z. B. der Gesamtheit der Ledigen, der
Aktiven usw.) in eine andere (zweite) Gesamtheit (z. B. in die Gesamt-
heit der Verheirateten, der Invaliden usw.) iiberzutreten und am Ende
des Ubertrittsjahres noch der letzten (Gesamtheit anzugehoren ).
Fir die Ermittlung dieser Wahrscheinlichkeit sind mehrere Formeln
angegeben worden 2), ohne dass unseres Wissens bisher ein Vergleich
der Giite der verschiedenen Ansétze vorgenommen worden wire.
Indem wir im folgenden eine «genaue» Formel ableiten und damit die
bekannten Niherungen vergleichen, mochten wir diese Liicke schliessen.

Wir bezeichnen wie folgt:

I»,, = Umfang der ersten Gesamtheit,

II' , = Umfang der zweiten Gesamtheit,

v,.; = Intensitiit des Ubertritts von T zu II,
tey, = Intensitit des iibrigen Ausscheidens aus I,

g, = Intensitiit des Ausscheidens aus IT.

Die Riickkehr zur ersten Gesamtheit (z. B. von der zweiten) soll
ausgeschlossen sein.

1) Vgl. dariiber auch R. Schmidlin: Beitrige zur mathematischen Theorie
der Vorausberechnung der Bevolkerungsgliederung. Diss. Bagel, 1947.

%) Z. B. durch A. Berger: Prinzipien der Lebensversicherungstechnik, 2. Band
(Berlin 1925), Formeln (54) und (55), S. 235; ferner durch E. Zwinggi: Versiche-
rungsmathematik (Basel 1945), Formel (42), S. 27.
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Ist pl/™ die gesuchte Wahrscheinlichkeit, so konnen wir mit
Hilfe der eingefithrten Symbole schreiben 1).
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Wir setzen dann voraus, alle unter dem Integralzeichen auf-
tretenden Wahrscheinlichkeiten verlaufen im Intervall ¢ = 0 bis¢ = 1

linear, also Q. = tq, usw.; damit wird
1

1-—tqt
Pt = (1 —q% g, / T % ®)

0

Die Annahme des linearen Verlaufs der Wahrscheinlichkeiten be-

deutet eine Einschriinkung der Frgebnisse. Es ist aber zu beachten,
\\—b’ﬁ__“

') Formel (41), S. 27, in ¢« Versicherungsmathematik». .

%) Formeln (25) ff., S.92 ff.,, in «Versicherungsmathematily.
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dass diese Annahme schon bei der Berechnung der Wahrscheinlich-
keiten aus den Beobachtungszahlen!) allgemein verwendet wird und
schon dort grundsitzlich jedesmal einer Priifung bedarf. Ks wire auch
theoretisch sinnwidrig, fiir die Wahrscheinlichkeiten z. B. exponentiellen
Verlauf vorauszusetzen, zugleich aber fiir die Berechnung der Wahr-
scheinlichkeiten aus den Beobachtungszahlen die gleichméssige Ver-
teilung der Ausscheidefille tiber das Jahr anzunehmen. Dieses Zu-
sammenhangs hat man sich bewusst zu bleiben, will man itber die Zu-
lissigkeit der Approximation urteilen.

Wir zerlegen sodann wie folgt :
1 &
L—tg g Gz

Tl T T

und erhalten nach durchgefithrter Integration von (3)

I II I
Ay Qe —
::/II = (1 - q;l) qa: [EH' - —‘Gﬁ)—g"" ]Il (1 — (];I) . (4)

Man konnte nun die eingangs erwihnten Niherungen mit der
«genauen» Losung (4) vergleichen und damit die Frage der Rang-
ordnung als abgeklidrt ansehen. Fir die praktische Rechnung und die
allfillige Anwendung von (4) ist aber unter Umstéinden vorzuziehen,
einen Ausdruck ohne Logarithmen zu haben %). Dazu entwickeln wir
In (1 —¢.") in die Reihe und finden

I 11 I I 1y 2 1
VI — (1 —qlY) qz[q[[ + —“q'fr<1 gty t ) 1
x dx 2

I
Approximieren wir 1 - E;— + ... durch die geometrische Reihe mit
I

dem Quotienten wgi , 80 kénnen wir dafir P setzen und schreiben
—q

T

2—¢

V(] — gl g o 5
Pe ( e ) 4. 9 (];[ (0)

') Formeln (48) und (50), S. 80, in «Versicherungsmathematik».

) In den «Statistical Tables for Biological, Agricultural and Medical Re-
search» (3. Auflage 1948) von R. 4. Fisher und F. Yates konnen allerdings die
Werte von In (1 — an:I) unmittelbar abgelesen werden.
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Die Niherung (5) ist aber noch zu roh, um durchwegs als Ver-
gleichsbasis dienen zu diirfen. Durch Einfithrung der geometrischen
Reihe haben wir in der eckigen Klammer den Fehler

(I - (.t ;Ir 33
e B ( -f—qu T ‘)“(12') ‘)

qil 12

begangen. Die runde Klammer nihern wir wiederum durch eine geo-

metrische Reihe an; der Quotient ist G ¢, die Summe der Reihe

2
E——}--—ﬂ— und die anzubringende Korrektur
b (II
(12— 1e) 0"
12 -18(1}5[
so dass schhesslich
2—q (0 — )
yi __ 11 T z Lol 6
P ( qa: ) q.r ._‘ . ([;5:[ 1 IH(] ( ))

Setzen wir den «genauen» Wert nach (4) gleich «1», so lisst sich der
Anwendungsbereich von (5) und (6) aus den folgenden Zahlen erkennen:

Absolute Abweichung in

fli 1z 0/50 vom ¢genauen» Wert
®» | ©
0,005 0,010 0,0 0,0
10 D 0,0 0,0
20 0,0 0,0
20 10 0,0 0,0
25 50 0,1 0,0
40 20 0,0 0,0
50 100 0,5 0,0
100 50 0,2 0,0
200 2,2 0,1
200 100 1,0 0,0
400 11,9 2,8

. : Ty [ Il oniie
Fir die praktisch vorkommenden Werte von ¢, und ¢, genugt

Gleichung (6) als Grundlage vollkommen.
14
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Vergleichen wir die zu Beginn erwiithnten Niherungen, nimlich

1 q
(Berger) p" o, ( ] ~;—) (1 = ,) (T)
und
I
i) -1 E),

indem wir den «genauen» Wert nach (6) gleich «1» setzen, so haben
wir die folgenden Verhialtnisse:

[ it Absolute Abweichung in
. 0 /00 Vom «genaueny Wert
(7) ®)
0,005 0,0025 0,0 0,0
0,010 0,0 0,0
15 0,0 0,0
10 3 0,0 0,0
5 0,0 0,0
20 0,1 0,1
30 0,2 0,2
50 20 0,2 0,2
40 0,5 0,1
100 2,3 1,8
150 5,1 5,4
100 30 0,4 0,7
50 0,9 0,9
200 10,2 7,5
300 23,8 23,7
200 100 3,8 3,8
400 51,1 36,5

Die Ziffernbeispiele zeigen, dass iiber weite Altersstrecken die
Formeln (7) und (8) geniigen; erst bei grossern Werten von gt und
qi' treten die Abweichungen vom «genauen» Wert stirker hervor 1).
Man kann auch nicht sagen, welche der beiden Formeln (7) und (8)
besser ist ; festzuhalten ist, dass die relative Giite nicht abhidngt von q,-
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Sollten die Beziehungen (7) und (8) in Fillen mit verhiltnis-
miissig grossen ¢ und ¢’ und einem von der Geraden stark abweichen-
den Verlauf zu fithlbaren Fehlern Anlass geben und eine genauere
Formel rechtfertigen, so miisste man, wie schon einmal erwihnt
worden ist, nicht allein die Berechnung von pl™ aus den Wahr-
scheinlichkeiten anpassen, sondern auf die Ermittlung der ¢f und ¢!
aus den Beobachtungszahlen zuriickgehen 2).

1) q; und q:g[ haben in der Regel den Sinn von Sterbewahrscheinlichkeiten ;
erst fiir @ >> 80 iiberschreiten diese Werte die Schranke 0,2, also in Altern, in
denen ohnehin die Beobachtungszahlen zu gering sind, um eine eindeutige Be-

stimmung der Wahrscheinlichkeiten zu ermdéglichen.
?) Ein Ansatz dazu findet sich in « Uber die Berechnung der unabhingigen

Sterbe- und Stornowahrscheinlichkeiten im ersten Versicherungsjahr (Mitteilungen
der Vereinigung schweizerischer Versicherungsmathematiker, 45. Band, 1945, S. 57
bis 66). — Von dritter Seite ist beabsichtigt, der I'rage in allgemeiner Form nach-

zugehen.
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