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Erwdgungen
iiber abhangige und unabhingige
Wahrscheinlichkeiten

Von Hans Wyss, Ziirich_ '

1. Die unabhingigen Ausscheidewahrscheinlichkeiten nach Karup

Fiir eine im Jahre 1875 bekannt gewordene Untersuchung [4]1)
hat Karup zur Darstellung bestimmter Vorgéinge in Personengesamt-
heiten neuartige Masszahlen beniitzt, dio er unabhiingige Wahrschein-
lichkeiten nennt. Damit loste er einen lebhaften Meinungsstreit aus,
der seinen Abschluss erst durch eine mehr als 30 Jahre spiter er-
schienene Darstellung von Spangenberg [5] gefunden hat. Diese Ab-
handlung bringt eine eingehende Wiirdigung von Karups Auffassung
und setzt sich mit den damals bekannten, zustimmenden und ab-
lehnenden Ausserungen zur Streitfrage auseinander.

Nach einer Mitteilung von Laender [21] hat Lambert schon 110
Jahre vor Karup bel einer Untersuchung iiber die Pocken-Sterblich-
keit mit unabhiingigen Wahrscheinlichkeiten gerechnet, scheinbar
ohne sich der allgemeinen theoretischen Bedeutung der fiir die be-
sondere Aufgabe beniitzten Berechnungsmethode bewusst zu werden.
Ahnlich verhilt es sich mit den einige Jahre vor der Karupschen
Arbeit veroffentlichten Untersuchungen von Heym [6] und Zeuner [8].

Der Haupteinwand, der gegen die Anwendung der unabhéngigen
Wahrscheinlichkeiten gediussert worden ist, scheint dahin zu gehen,
dass Karup den neuen Begriff einzig deshalb eingefithrt habe, um ber
der Darstellung von Vorgingen in Personengesamtheiten den in der
mathematischen Wahrscheinlichkeitstheorie giiltigen Satz iiber die
Multiplikation von Wahrscheinlichkeiten beniitzen zu konnen. Der
Widerstand gegen Karups Auffassung diirfte hauptsichlich auf den
Umstand zuriickzufithren sein, dass seine Kritiker aussehliesslich an

Vorgﬁnge in Personengesamtheiten denken, wo der Sterbefall das
~‘—-~'_~v_—-
1) Siehe Literaturverzeichnis am Schlusse.
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endgiiltige Ausscheiden der betroffenen Person aus der Beobachtung
zur Folge hat. In die allgemeine Betrachtung sind jedoch auch die
Vorginge einzubeziehen, wo das durch ein bestimmtes Kreignis ge-
troffene Objekt selbst nicht zerstort wird, sondern der weiteren Be-
obachtung zuginglich bleibt. Beispielsweise wird in der Theorie der
Versicherungen auf mehrere Leben das beobachtete Objekt durch
eine bestimmte Personengruppe dargestellt, die als solche nach dem
Ableben eines oder mehrerer Mitglieder weiter besteht. Ahnliche
Beispiele liefert die Beobachtung von Schadenereignissen an Sachen,
deren Existenz durch die Beschidigungen aus bestimmten Ursachen
nicht erlischt.

Auch Karup selbst hat seine grundlegenden Betrachtungen
anhand von Personengesamtheiten geschildert, bei denen die Magszahl
der unabhiingigen Wahrscheinlichkeit nicht ohne weiteres anschaulich
gemacht werden kann. Zur Erliuterung bediente er sich einer Ge-
dankenkonstruktion, wonach man sich vorstellen soll, jede wegen
Todes aus der Beobachtung ausscheidende Person werde sofort durch
eine andere gleichartige Person ersetzt, die gewissermassen als ihr Stell-
vertreter weiterhin unter dem Risiko der ubrigen Abgangsursachen
stehe. Diese — von manchen Autoren als gekiinstelt empfundene
Kongtruktion -— scheint das Verstindnis der Karupschen Gedanken-
ginge eher erschwert zu haben, obschon sie fitr diese keineswegs aus-
schlaggebend ist.

Nachdem Spangenberg in einer weiteren Arbeit [38] die Zusammen-
hiinge zwischen den frither in der Statistik von Personengesamtheiten
ausschliesslich beniitzten abhidngigen Wahrscheinlichkeiten und den
Karupschen unabhiingigen Wahrscheinlichkeiten untersucht hat und
die Frage im Jahre 1912 als Gegenstand eines Internationalen Kon-
gresses fiir Versicherungs-Wissenschaft [9] gewihlt worden ist, darf
die heute fast unverstindlich anmutende Streitfrage als abgeklirt be-
trachtet werden.

Immerhin fillt es auf, dass die Karupsche Theorie der unabhéin-
gigen Wahrscheinlichkeiten weder in der Enzyklopidie [1] noch im
Lehrbuch von Czuber [2] niiher gewiirdigt wird. In beiden Werken
finden sich nur kurze Hinweise, die eher eine ablehnende Einstellung
des Autors vermuten lassen.

Auch nach der Abklirung durch Spangenberg haben sich noch
verschiedene Autoren mit Fragen aus dem Gebiet der unabhingigen
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Wahrscheinlichkeiten beschiftigt. Eine Reihe von interessanten Ab-
handlungen iiber diesen Gegenstand ist in den Mitteilungen der Ver-
einigung schweizerischer Versicherungsmathematiker erschienen, [25]
bis [33]. Unter diesen seien die folgenden Arbeiten besonders erwithnt :
Du Pasquier [25] gibt — wie auch in seiner Kongressarbeit [9] —
eine strenge Begriindung der Karupschen Theorie. Friedli [22] und [26]
erweitert die Methode, indem er die wunabhéingige Ordnung als Grund-
lage fiir die Darstellung der Vorgiinge in Personengesamtheiten ein-
fithrt. Marchand [24] und [27] bringt einen Nachweis, dass die Bildung
der gesamten Verbleibenswahrscheinlichkeit als Produkt aus den un-
abhéingigen Verbleibenswahrscheinlichkeiten fiir die einzelnen Abgangs-
ursachen gleichbedeutend ist mit der additiven Zerlegung der ge-
samten Ausscheideintensitiit in die Intensitéten fiir die einzelnen Aus-
scheideursachen.

Aus der Reihe von Arbeiten iiber die unabhingigen Wahrschein-
lichkeiten, die in auslindischen Zeitschriften erschienen sind, seien
lediglich die Abhandlungen von Insolera [17] und Koeppler [19] sowie
die unter Leitung von Reebesell ausgearbeitete Dissertation von Beut-
ling [20] erwithnt.

Obwohl die Karupsche Theorie lingst klargestellt und ihre Er-
gebnisse erhiirtet sind, begegnet man doch noch gelegentlich Auf-
fassungen und Finwendungen, die Missverstindnissen entspringen
diirften. Daher mag es nicht als iiberfliissig erscheinen, der Frage der
abhéngigen und unabhiingigen Wahrscheinlichkeiten eine zusammen-
fassende Betrachtung zu widmen. Den folgenden Frwigungen sei
vorausgeschickt, dass sie bewusst im mathematischen Gedankenmodell
bleiben und somit auf die Frage nicht eintreten, ob bei Massenerschei-
nungen in Wirklichkeit vollig «unabhingige» Wahrscheinlichkeiten
im streng mathematischen Sinne auftreten konnen oder nicht.

9. Beniitzte Bezeichnungen
L.

Fine Gesamtheit von {"(0) Objekten, die alle eine bestimmte Figen-
schatt R besitzen, wird wihrend der Zeit von 0 bis ¢ beobachtet.
Verliert ein Objelt die Tigenschaft R, so scheidet es aus der urspriing-
lichen Hauptgesamtheit aus. Zur Zeit ¢ umfasst diese noch I'(f) Objekte.
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Die Hiufigkeit des Ausscheidens wahrend der Zeit ¢, von 0 aus ge-

rechuet, wird gemessen durch:
(0)—I"t)

r(0,t) =

Besitzt die durch diese Masszahl dargestellte Héufigkeit die Figen-
schaften, die an den Begriff der Wahrscheinlichkeit gekniipft werden
— etwa im Sinne der «statistischen Wahrseheinlichkeit» nach Ander-
son [3] — so kann r(0,%) als Wahrscheinlichkeit dafiir aufgefasst
werden, dass ein Objekt binnen der Beobachtungszeit von 0 bis ¢ aus
der Hauptgesamtheit ausscheidet, weil es die Eigenschaft R verliert.
Die komplementire Wahrscheinlichkeit des Verbleibens in der Haupt-
gesamtheit 1st:

"(0,¢) =1 (0,8 o0
‘ y ez —7r y ) = ———
P r(0)
Denkt man sich die Beobachtungszeit in eine Anzahl — beispiels-

weise in ¢ — gleichlange Intervalle unterteilt, so gilt:

t-1 -1
r(0,8) = N p(0,9) r (3,1) = 1— [ p'ii, 1)
=0 i=0

und
r(0,t) = r(0,%) 4+ p"(0, 2) r (1, t —7)

Die Betrachtung konnte ohne weiteres auch auf Objekte aus-
gedehnt werden, die im Verlauf der Beobachtung die Eigenschaft E
erhalten oder wieder gewinnen, wie es beispielsweise Du Pasquter [25]
durch den Einbezug der Reaktivierungsintensitit getan hat. In
diesem Falle wiire I(x) eine offene Gesamtheit, und an Stelle der « Ab-
gangswahrscheinlichkeit» wirde der von Schdrf [82] geprigte Begrift
der «Bestandesiinderung» treten. Zur Vereinfachung der Darstellung
wird im folgenden indessen auf diese Erweiterung der Betrachtung
verzichtet.

II.

Die Ausscheidewahrscheinlichkeit fiir ein unendlich kleines Inter-
vall wird dargestellt mit Hilfe der Intensititsfunktion:

‘ d
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Die Wahrscheinlichkeit, zwischen 0 und ¢ auszuscheiden, ist in kon-
tinuierlicher Darstellung bestimmt durch:

I'(x t :
r (0, )——] ZEO))Q(JJ) /—l' dx*./r'((),:c)dm

Ferner ist:

t
~ f o() dz
PO, =e?

3. Gesamtheit mit mehreren Abgangsursachen

L

Die Hauptgesamtheit umfasse Objekte, die sich simtliche durch
drei Eigenschaften 4, B und € auszeichnen. Die Wahrscheinlichkeit,
withrend der Zeit von 0 bis ¢ die Eigenschaften 4, B bzw. C zu ver-
lieren, sei a (0, ), b(0,t) baw. c(0,t). Is sei zuniichst vorausgesetzt,
dass jedes Objekt, das bereits eine oder zwei charakteristische Eigen-
schaften verloren hat, weiterhin in unveriinderter Weise der Be-
obachtung zugiinglich bleibt. Im besonderen soll die Wirkung jeder
einzelnen Abgangsursache vom Umstand unberiihrt bleiben, dass das -
Objekt bereits eine oder beide andern Eigenschaften verloren hat.

Der Vorgang lisst sich dann durch folgendes Schema darstellen.
Nach Ablauf der Zeit ¢ haben sich von der wurspriinglich unter
Beobachtung gestellten Hauptgesamtheit sieben Nebengesamtheiten
abgespalten, so dass in ganzen acht Gesamtheiten bestehen, ndmlich:

die Hauptgesamtheit, mit {(f) Objekten, die alle drei Kigenschaften
4 B C besitzen;

drei Nebengesamtheiten mit L (), L (t) baw. L®(t) Objekten, die
noch je zwei Figenschaften 4 B, B C bzw. C A besitzen;

drei Nebengesamtheiten mit L°(t), L’ (¢) baw. L¢(f) Objekten, die nur
je eine Kigenschaft A, B bzw. C besitzen;

und eine Nebengesamtheit mit L(f) Objekten, die keine der betrach-
teten Figenschaften mehr besitzen.
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Bei Betrachtung von n Figenschaften wiirden sich 2" Gesamt-

) i . I X
heiten unterscheiden lagsen, und zwar je (n) (Gresamtheiten von Ob-
"
/
jekten, die bereits m FEigenschaften verloren haben; ferner ebenso

viele von Objekten, die noch m Figenschaften besitzen. Nach den
elementaren Sitzen der Wahrscheinlichkeitsrechnung und bei Beriick-
sichtigung der Festsetzung 1(0) =- 14(0) == 1*(0) = [°(0) liisst sich der Um-
fang der einzelnen Gesamtheiten zuy Zeit ¢ ohne weiteres angeben.

Es 18t z B.:

U(t) = 1(0) [L —a (0, §][1 —b (0, ] [1 —¢(0,8)] =

() 10(1) I°
:i(O)P“(O,i)Pb(O,t)pc(O,t):%)_@
L) =1(0) [1 —a (0, )] [1—b(0,8)]¢ (0, 1) —
1*(t) 1)

= 1OP0.0"000(0,) =750 (0.1

Lt) == 1(0) [1 — a (0, §)]5 (0, &) ¢ (0, &) -
= 1(0) p(0, ) b (0, &) ¢ (0, ) = I(t) b (0, ) ¢ (0, 1)

LAt =1(0)a (0, b (0,8 ¢ (0, ¢)

womit zugleich die Bedeutung von p*(0,¢), p°(0,#), p°(0, 1), sowie
1), 1°@t), I°(f), erliutert sei.

Fir die verwandten Gesamtheiten von Objekten mit der gleichen
Zahl verbliebener Figenschaften gelten jeweilen die gleichen Iformeln
mit zyklischen Vertauschungen. Bei der Betrachtung von n Iigen-
schaften ligst sich der Umfang der Gesamtheit von Objekten, welche
noch die Eigenschaften 4 bis J besitzen und die iibrigen verloren
haben, nach der symbolischen Darstellung bestimmen

%

n
Levit) = 1(0) [ ] (1 —r(0,]- [ [ (0.0
ey re=lk
Aus dieser Grundbeziehung lisst sich die technische Darstellung
von Versicherungen auf mehrere Leben entwickeln. Als Objekt mit 7
Bigenschaften tritt dabei eine Personengruppe aus n Personen auf.



Dem Verlust einer bestimmten Eigenschaft entspricht das Ableben
einer bestimmten Person aus der betrachteten Gruppe. Durch dieses
Ausscheiden wird die weitere Beobachtung der betreffenden Personen-
gruppe nicht abgebrochen, sofern vorausgesetzt werden darf, dass
die Sterblichkeit der iibriggebliebenen Personen der Gruppe durch
das Ableben der Ausgeschiedenen nicht beeinflusst wird.

Die Vorginge wiithrend der Beobachtungszeit konnen leichter
itberblickt werden, wenn diese in ¢ gleiche Intervalle zerlegt wird.
Fiir den als Beispiel betrachteten Fall mit drei Figenschaften ergibt
sich unter sinngemésser Anwendung der in Abschnitt 2 beniitzten
Bezeichnungsweise folgendes Schema:

(fe‘*nmthelt -
lt}&':;]fte Abgelaufene Zeiteinheiten

WS 1 !

ABC 180(0) = 1(0) L) = 1 (1) =1(0) — Ay By—Cy ... L(0) =1(1) - .[(0)_1 B,—C,
4B 10)=0 L%1)=0C,—A—B oo IO =C, — 45 —B:
Bo ) = bo(1) = A, — B — (" L. LAl = A,__b, sl
Cd regy—0 L#1)=B,—C —A ... L) =B, —Ct — 4’)
4 [9(0) = Io(1) = B? + €% — 4l oo L(t)= B¢ + Qb 4P
B vy = LX(1) = €% + Af — B veo THt)=C8 + A — B
C L) = Lo(1) == A + B — (% oo L()= A" + B — O
Keine L) = Io(1) = A + B + ¢ oo Lt)y=Ab 4 B4 cob

5\

o ;511&&3?1‘2’. L (0) (0) L (0)

Pt ey

Dabei bedeutet beispielsweise

A; = Anzahl der Objekte, die bis zur Zeit (i) aus der Hauptgesamt-
heit 1 ausscheiden, weil sie die Eigenschaft A verlieren;

4% = Anzahl der Objekte, die bis zur Zeit (5) aus der Nebengesamt-
heit L® ausscheiden, weil sie 4 verlieren;

4} = Anzahl der Objekte, die bis zur Zeit (1) aus der Nebengesamt-

heit 7% ausscheiden, weil sie A verlieren.
12
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Sollen aus diesen Aufzeichnungen iiber den beobachteten Verlauf
der Ereignisse sinnvolle Masszahlen fiir die Haufigkeit des Verlustes
der betrachteten Eigenschaften abgeleitet werden, so liegen zwei ver-
schiedene Wege nahe.

a) DBetrachtung aller Gesamtheuten

Sollen die Vorgiinge vollstindig erfasst werden, so sind sémtliche
beobachteten Gesamtheiten in Betracht zu ziehen. Zur Bildung einer
Masszahl fur die Héaufigkeit des Verlustes von A wird man dann von
der Gesamtzahl der Objekte ausgehen, die withrend des gewihlten
Beobachtungsabschnittes die Figenschatt A verloren haben. Diese
betrigt beispielsweise bis zum Ablaut des 4-ten Intervalls:

Ay A+ AS 4 Ab  Ade

Somit betrigt die Wahrscheinlichkeit fiir eines der [(0) Objekte der
Hauptgesamtheit zwischen der Zeit 0 und ¢ die Eigenschaft 4 zu
verlieren (gleichgiiltig, ob die betretfenden Objekte auch noch die
Figenschaften B oder C verloren haben oder nicht)

Ay -+ A; o+ 42 4 AP

a(0,1) = [0)

b) Betrachtung der Hauptyesamthest allein

Die Beobachtung kann aber auch beschrinkt werden auf das
Ausscheiden aus der Hauptgesamtheit I(t), wobei lediglich auf die
drei Kategorien 4;, B; und C; von ausgeschiedenen Objekten abzu-
stellen ist. Kine sinnvolle Masszahl ergibt sich, wenn diese Beobach-
tungsergebnisse bezogen werden auf den Anfangsbestand [(0); also

- 4;
a (0, 7«) = l-“(b')"

a(0,1) stellt fir jedes zur Zeit 0 der Hauptgesamtheit angehérende
Objekt die Wahrseheinlichkeit dar, bis zur Zeit 1 wegen Verlustes der
Figenschaft 4 aus der Hauptgesamtheit auszuscheiden oder, mib
anderen Worten, als erste die Figenschaft 4 zu verlieren.
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¢) Zusammenhany der bevden Masszahlen

Wegen der beiden Moglichkeiten zur Bestimmung von () besteht
zwischen den nach Betrachtung @ und b definierten Masszahlen bei n
Abgangsursachen der Zusammenhang:

(1) 1—NVR0,0) = ] [1—7(0,1)]

Die einzelnen Gesamtheiten, die im Schema auf Seite 177 auftreten,
konnen in geeigneter Weise zusammengefasst werden, beispielsweise
zu einer (resamtheit, die nach der Zeit ¢ simtliche Objekte umtasst,
welche die Figenschaft 4 noch besitzen:

18@) =1(t) 4 LoYt) -+ L) - LAQ)

Werden aus dem Schema auf Seite 177 die Werte fiir die Neben-
gesamtheiten eingesetzt, so ergibt sich fir

190) = 1(0) — A, — AS — Ab — AYe

da die Glieder mit B oder C simtliche wegfallen. Die Ordnung {*(t)
und die daraus hergeleitete Wahrscheinlichkeit a (0, ¢) ist also un-
abhiingig von der Zahl der Abginge wegen Verlustes der iibrigen
Figenschaften. Insofern ist die von Karup fiir solche Wahrscheinlich-
keiten eingefithrte Bezeichnung unabhiingige Wahrscheinlichkeiten:
sinnvoll, obwohl aus andern Gesichtspunkten auch andere Bezeich-
nungen — z. B. Elementarwahrscheinlichkeiten; partielle oder ein-
fache Wahrscheinlichkeiten und andere — begriindet werden kénnten.
Das Schema auf Seite 177 zeigt ferner, dass die Anwendung des Pro-
duktensatzes der Wahrseheinlichkeitstheorie in den betrachteten
statistischen Aufgaben durchaus begriindet 1st, wenn es sich darum
handelt, die Wahrscheinlichkeit zu bestimmen, dass ein Objekt sowohl
die eine als auch weitere bestimmte Figenschaften verliert.

Die Masszahlen « (0, ), 6(0, t), ¢(0, t) pflegt man als abhéngige
Wahrscheinlichkeiten zu bezeichnen. Die Betrachtung des Schemas auf
Seite 177 lisst ohne weiteres erkennen, dass die Zahl der Abgiinge aus
der Hauptgesamtheit 1(f) wegen Verlustes der Higenschaft A bei
gleichbleibender Wirkung dieser Ursache davon abhingig ist, ob mehr
oder weniger Objekte bereits vorher wegen Verlustes der tibrigen
igenschaften ausgeschieden sind. Insofern erscheint auch diese Be-
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zeichnung als sinnvoll. Bei einer Beschrinkung der Betrachtung auf
die Vorgiinge in der Hauptgesamtheit kann eine als Produkt gebildete
Wahrscheinlichkeit nicht auftreten, da jedes Objekt ausscheidet,
sobald es eine der beobachteten Kigenschaften verliert. Die T'rage
nach der Wahrscheinlichkeit, dass ein Objekt innerhalb der Haupt-
gesamtheit sowohl die eine als auch weitere bestimmmte Figenschaften
verliert, kann sich in diesern Falle {iberhaupt nicht stellen.

Ohne auf eine Diskussion der Benennung eintreten zu wollen,
werden im folgenden zur Unterscheidung der beiden Masszahlen die
Bezeichnungen abhingige und unabhingige Wabrscheinlichkeiten be-
nitzt. Das Symbol fiir die abhiingige Wahrscheinlichkeit wird stets
tiberstrichen.

IT.

Auch bei kontinuierlicher Betrachtung zeigt sich die hervor-
gehobene Moglichkeit, fiir die Darstellung der Ausscheidewahrschein-
lichkeit zwei Wege zu beschreiten.

a) Bezieht man alle Objekte, die in irgendeiner Gesamtheit
wihrend der Zeit von 0 bis ¢ die INigenschaft 4 verloren haben, auf
den Anfangsbestand, so ergibt sich die Beziehung

t ‘

(2) a (0, ) “/(t'(O, x) dx :T(%y[l“(a:) a(x)dr

0 0

neben der auch die zyklischen Ansitze fir b(0, ) und ¢(0, t) gelten.

Auch diese Beziehungen bestétigen, dass die unabhingige Wahu-

scheinlichkeit @ (0, ) ausschliesslich durch die Abgangsintensitit o (1)

und die daraus abgeleitete Ordnung [“(x) bestimmt, also von den In-
tensititen der iibrigen Abgangsursachen unabhingig ist.

b) Werden dagegen nur die wegen Verlustes der Kigenschatt A
aus der Hauptgesamtheit I(z) ausscheidenden Objekte auf den An-
fangsbestand bezogen, so ergibt sich die Beziehung

;

i {
(3) a (0, ) —-f(_t’([), @) da == m)—/ [(x) e (2) de

0
neben der die zyklisch gleichartigen Beziehungen fitr b (0, £) und ¢ (0, ¢)
gelten.
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Diese Be@zhungen lassen erkennen, dass die abhiingige Wahr-
scheinlichkeit @ (0, t) nicht nur von « (), sondern auch von den Intensi-
titen der tibrigen Abgangsursachen f(x) und yp (z) abhiingig ist, da
alle drei Intensitdten miteinander die zusammengesetzte Ordnung [ (x)
bestimmen. Wegen

IO CIRCIEON -
T = T =L a0, §][L—b(0,8][1—c(0,b]

otlt auch

Z“( 1)

t(0, t) :Oj = b (0, 2)|[1--¢(0,2)]- 10) o (w) dx
— f @' (0, x) da — fb((), z)a' (0, x) da — [t (0, 2)a'(0, x) do
0 0 0

“Hl"b (0, ) ¢ (0, ¢) a'(0, x) da
0

sowie entsprechende Beziehungen fiir 4 (0, #) und ¢ (0, #).

Nach Durchfithrung passender partieller Integrationen ergibt sich
a(0,8)==a(0,f) —a(0,t)b ja (0, 2)b"(0, z)dax — ¢ (0,8) a(0,1) +
0

- ] a (0, z)¢' (0, 2)dx +a(0,8)5(0,8)¢(0,8) —
0
! !
— [ a(0,8)b(0, z)¢'(0, %) dx — [ a (0, x) ¢(0, 2) b'(0, z) dz

0 0
¢ H
b (0, £)=b(0,1) — ¢ (0,1)b (0,0)+ [b(0, x) ¢ (0, x) da — [a (0,2)b'(0, x)dx -+
0
+j ¢(0, ) a (0, x) b'(0, x) dz
€ (0, 8)==¢(0,1) —--fa(o, z) ¢ (0, L)(ld,-—fb (0, ) ¢'(0, x) da -+

0

+ [ 2) b (0, 2) ¢'(0, x) dz

Fine Addition dieser drei Ausdriicke fithrt auf die Grundbeziehung (1).
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I11.

Die beiden fiir die Herleitung der abhingigen und unabhingigen
Wahrscheinlichkeiten beschrittenen Wege finden eine Parallole in den
beiden Loésungswegen, die fir die grundlegende Differentialgleichung

v gl
B =3 ela) = — [_((_j))

bestehen.

a) Die direkte Integration beider Seiten fithrt auf die unabhingige
Wahrscheinlichkeit:

t l

—fpz(.’):)d:c i "fﬁfm)d‘»v no
p(0,f) =¢ 9 ~j:I( © =1L (0,8]

b) Die Integration von

L () () = (J,)\‘ o(x) = —1'(x)

o=

fihrt zur abhingigen Wahrscheinlichkeit:

{

O,t)zlﬁ—i—(la)—‘/l(w)l()hjlm-;/ No(a)de = 1- (O )

0

Diese Hrwigungen zeigen iibrigens, dass nicht die additive Zer-
legung der Intensitit p (x) in die Komponenten o (z) fir den Begrift
der unabhingigen Wahrscheinlichkeiten von ausschlaggebender Be-
deutung ist, da diese Zerlegung ebenfalls auf die Darstellung der
abhéingigen Wahrscheinlichkeiten fithren kann.

IV.

Fir die bisherigen Betrachtungen ist die Beobachtungszeit in ¢
gleiche Intervalle zerlegt worden. FEs besteht kein Hindernis, die
Intervalle ganz beliebig lang zu wihlen. Beispielsweise kann man
sich die Beobachtungszeit derart zerlegt denken, dass in jedem
einzelnen Intervall bei der Hauptgesamtheit ausschliesslich Abgiinge
wegen Verlustes ein und derselben Eigenschaft eintreten.



Abgelaufene
Zeit AB 4 5
0 1{0) L0) =0 LX0) =0
T 1) =1(0)—4, L1y =0 LX) =4,
7, 1(2)=I(1)—B, [4(2) = B, I39) =d,— B
Ty 1(8) =1(2)—[d,—4,] L*8) =B, -4} L¥8)==4,— B!
Ty 1) =1(8)—[By—B,] L%4) = By—A4} L)4)=4,— B}

usw
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Unter dieser Voraussetzung ergibt sich folgendes Schema, wobei
zur Vereinfachung der Darstellung lediglich zwei Eigenschaften (Ab-

gangsursachen) unterschieden werden:

Gesamtheit der Objekte mit den Iligenschaften

0
LY0) =0
LA1) =0
I22) = B
LY8) = B} + 4!
Lo(4) = BS + A°

Da sich in den einzelnen Intervallen die Abgénge A, und B, nicht
storen, lassen sich bei dieser Zerlegung der Beobachbungszeit die un-
abhiingigen Wahrscheinlichkeiten ausschliesslich auf Grund der Be-
obachtungen in der Hauptgesamtheit — unbekiimmert um die Vor-

giinge in den Nebengesamtheiten — bestimmen.

BEs 1st
14 1
0 =T b O, Ty) == 0
(t( ’ T]) l(()) ( 1)
‘ By
(71 Ty =) =1 b(zy, T2 —1y) = 11
Ay —A , |
@ (Ty Ty — Tg) = W%l—(é—)“}* b(zg 13— Ty) =0
B,—B,
te (T:]’ L S t?%) == () b (T3s Ty — 173) == ] (2) i

usw.
Daraus folgt:

0, 8) = p*(0, 71) P*(Te Ts — Ta) P(Ta 5 —Ta) - -

p'(0,t) = p'(ry, Ty — 1) (T3 Ty —T) P'(T50 Tg —T5) + -

Auf diese Moglichkeit der unmittelbaren Bestimmung der unabhin-
gigen Wahrscheinlichkeiten auf Grund einer Begbachtung der Abginge
aus der Hauptgesamtheit hat bereits Bohmer [10] aufmerksam gemacht.
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Die unmittelbare Ableitung der unabhéngigen Ausscheidewahr-
scheinlichkeiten fiir eine bestimmte Periode aus den Beobachtungen
bei einer Gesamtheit mit mehreren Abgangsursachen ist also nur
moglich, wenn eine der beiden folgenden Voraussetzungen erfiillt ist:

entweder miissen die Abginge aus der betreffenden Ursache auch
tiber simtliche Nebengesamtheiten verfolgt werden konnen, so dass
sich die Gesamtzahl der von einer Abgangsursache in der Haupt-
und den Nebengesamtheiten getroffenen Objekte feststellen ldsst;

oder die zeitliche Verteilung der Abginge aus der Hauptgesamtheit
nach den verschiedenen Ursachen muss bekannt sein.

Die zweite Voraussetzung ist auch erfillt, wenn der analytische
Ausdruck fiir den Verlauf der Ausscheidewahrscheinlichkeit als Funk-
tion der Zeit bekannt ist. Beide Voraussetzungen laufen darauf
hinaus, dass fir die Ermittlung der unabhingigen Wahrscheinlich-
keiten auch die zeitliche Abwicklung der Vorginge innerhalb der
Beobachtungsperiode (Durchlaufen der Nebengesamtheiten, Reihen-
folge oder Verteilungsfunktion) eine Rolle spielt; im Gegensatz zu-den
abhéngigen Wahrscheinlichkeiten, fiir deren Bestimmung die Kenntnis
des Anfangsbestandes und der Gesamtabgiinge aus der Hauptgesamt-
heit nach den verschiedenen Ursachen geniigt, wobei die Reihenfolge
oder zeitliche Verteilung der Fille ohne Bedeutung ist.

4. Abbruch der Beobachtung
nach dem Ausscheiden aus der Hauptgesamtheit

Fir die Betrachtungen in Abschnitt 8 wurde vorausgesetat,
dass der Verlust einer Figenschaft auf die Ursachen, die zum Verlust
der verbleibenden Eigenschaften fiihren, keinen Kinfluss ausiibe. Die
Beobachtung konnte daher ohne weiteres auch iiber alle Nebengesamt-
heiten zu Ende gefithrt werden.

Nun ist noch der Fall in Betracht zu ziehen, wo die primire Be-
obachtung der Objekte abgebrochen werden muss, sobald sie aus
der Hauptgesamtheit ausscheiden, weil der Verlust einer Figenschaft
eine Aniderung fiir die Einwirkung der ibrigen Abgangsursachen zur
Folge hat. Als Beispiel sei erwihnt, dass streng genommen eine
Sterblichkeitsmessung bei Ehepaaren nach dem Tode eines Fhegatten
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abgebrochen werden muss, weil eine verwitwete Person erfahrungs-
gemiiss einer anderen Sterblichkeit unterworfen ist als eine verheiratete.
Der Tod eines Ehegatten beeinflusst somit die Sterblichkeit des tiber-
lebenden Ehegatten.

In andern héufig vorkommenden Fillen kann sich der Verlust
einer Kigenschaft so weitgehend auswirken, dass eine weitere Be-
obachtung des betreffenden Objektes zwangsliufig aufhéren muss.
Werden beispielsweise in einer Hauptgesamtheit von aktiven Personen
die Aktiven-Sterblichkeit und die Invalidititshiufigkeit gemessen,
so kann wohl bei den Invaliden die Sterblichkeit weiter beobachtet
werden, doch handelt es sich dabei nicht mehr um die gesuchte Aktiven-
Sterblichkeit, sondern um die davon unter Umstéinden stark ver-
schiedene Invaliden-Sterblichkeit. Fiir die Messung der Aktiven-
Sterblichkeit muss — wie im vorigen Beispiel — die Beobachtung
nach der Invalidierung abgebrochen werden. Verliert jedoch ein der
Beobachtung unterstellter Aktiver das Leben, so hort jede weitere
Beobachtung iiber seine Invaliditiitshiufigkeit naturgemiss auf. Ahn-
lich verhiilt es sich, wenn ein beobachtetes Objekt aus irgendeinem
andern Grunde aus der Beobachtung ausscheidet. Dieser Fall liegt
beispielsweise vor bei der Sterblichkeitsmessung in einem Personen-
bestand (z. B. Versicherten), in dem Austritte (Auflosung der Ver-
sicherung) zu verzeichnen sind.

In all diesen Fillen werden die Nebengesamtheiten, wie sie im -
Schema auf Seite 177 dargestellt sind, gewissermassen imagindr. Das
hindert indessen keineswegs, dass sie in der mathematischen Dar-
stellung beibehalten werden diirfen.

Freilich wird in diesen Fillen eine tatséichliche Beobachtung der
Abgiinge aus den Nebengesamtheiten und damit eine direkte Be-
stimmung der unabhingigen Wahrscheinlichkeiten aus den Beobach-
tungen verunmaoglicht — es sei denn, die genaue Reihenfolge der Ab-
ginge aus der Hauptgesamtheit wire bekannt. Weil die Fille, die
threr Natur nach den Abbruch der Beobachtung nach dem Ausscheiden
des Objektes aus der Hauptgesamtheit verlangen, in der Praxis hiufig
VOI‘kommen’ entsteht das Bediirfnis, geeignete Methoden fir die Be-
stimmung der unabhiingigen Wahrscheinlichkeiten aus den Beobach-
tungen in der Hauptgesamtheit — d.h. aus den abhiingigen Wahr-

scheinlichkeiten — auszubilden.
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5. Versicherungsformen auf Grund von abhingigen und unabhingigen
Wahrscheinlichkeiten

Die einfachsten Versicherungsformen kntipfen die Auszahlung
der Leistung an den Eintritt des Versicherungsfalles, der aus einer
einzigen bestimmten Ursache herbeigefithrt wird. Nicht selten treten
aber auch Versicherungsformen auf, die Versicherungsleistungen in
Aussicht stellen fiir verschiedene Versicherungsfiille, die aus mehreren
bestimmten Ursachen eintreten konnen.

Zur beliebigen Zeit x wirke die Ursache B mil der Tntensitiit
o(z); fiir die aus der Ursache B in der Zeit & bis x - da eintretenden
Schadenfille werde die einmalige Zahlung E(x) — oder eine periodische
Leistung mit diesem Barwert — fillig. Das entsprechende gilt fiir alle
von der Versicherung erfassten Schadenursachen A bis N,

Bei einer Versicherungsform wmit mehreren Schadenursachen
kann die Leistungspflicht in verschiedener Weise geordnet sein. Als
Extremfille — zwischen denen verschiedene Kombinationsméglich-
keiten liegen — interessieren die beiden folgenden:

a) Versicherungsform auf Grund von abhingigen W ahrscheinlichkeiten

Ist die Leistungspflicht derart geregelt, dass nur ein einziges Mal
eine Auszahlung stattfindet, nimlich beim Eintritt des ersten Schadens,
gleichgultig aus welcher der n Ursachen er sich einstellt, so bestimmt
sich der Betrag der fiilligen Versicherungsleistungen in einem Bestand
von [(x) versicherten Personen oder Objekten auf Grund der ab-
hingigen Wahrscheinlichkeiten.

Als Barwert simtlicher Versicherungsleistungen fiir die Zeit von
0 bis ¢ ergibt sich bei diskontinuierlicher Betrachtung, wenn an-
genommen wird, die wihrend eines Versicherungsjahres ausgelosten
Leistungen seien stets am Fnde des betreffenden Jahres zahlbar:

t-1 n

WO, t) — St (x) Sir(z, 1) R(2) Y

=0 a

) Hier und im folgenden soll die vereinfachte Schreibweise andeuten, dass
iiber alle Glieder, die sich fiir die % Ursachen ergeben, zu summieren ist.
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Bei kontinuierlichem Verlauf der Ereignisse und sofortiger Auszahlung
lisst sich der Barwert darstellen durch

¢ n
W0, = | (3"‘””[(:1')/_:l o(x) R(2)d=
0 a
In diesen Beziehungen ist auch der Fall eingeschlossen, wo beim
Iintritt eines bestimmten Versicherungsfalles (z. B. freiwilliger Riick-
tritt) die Versicherung erliseht, ohne dass eine Leistungspflicht ent-
steht. Tiir die betreffende Ursache @ ist dann G (z) = 0.

b) Versicherungsform auf Grund von unabhingigen Wakrscheinlichkeiten

Ist die Leistungspflicht aus einer Versicherung nicht auf den
zuerst eintretenden Fall beschriinkt, sondern erstreckt sie sich auf
simtliche infolge der m Ursachen wihrend der Versicherungsdauer
eintretenden Versicherungsfille, so wird fiir eine Versicherung unter
Umstiinden mehrmals eine Leistung fillig. Die Versicherung wird
fiir ein bestimmtes Objekt erst gegenstandslos, wenn alle n versicherten
Fille eingetreten sind. Bei dieser Ordnung der Leistungspflicht sind
die Tilligkeiten auf Grund der unabhiingigen Wahrscheinlichkeiten
zu bestimmen. Die Barwerte simtlicher Versicherungsleistungen fiir

die Zeit 0 bis ¢t betragen:

-1 n
W0, ) = D o™ (@) r (3, 1) R(x)
r=0 a

oder
!

n
; N [ pde XY g, . P
W(0,8) = [ €D "(2) o(2) B(2)da
0 a

Je nach der Regelung der Priamienzahlung treten dhnliche Unter-
schiede in der Darstellung des Barwertes der Prémieneinnahme auf.
Die mitgeteilten Ansiitze kinnten vielleicht geeignet sein als Aus-
gangspunkt fir eine systematische Darstellung von Renten- und
TOdesfa,l]versichernngen auf mehrere Leben, etwa 1m Sinne von

Berger [12, 18] und Vajda [15].

¢)V ersicherungsformen auf Grund beider Arten von Wahrschewnlie hkesten

Zum Schlusse sei nur andeutungsweise darauf hingewiesen, dass
auch Mischungen zwischen den beiden unter ¢ und b dargestellten
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Fillen auftreten konnen. Die Leistungspflicht wiirde dann derart ge-
ordnet, dass sie nach Frledigung eines Schadenfalles aus den Ursachen
A, B, ... oder H vollstindig erlischt, nach dem Fintritt anderer be-
stimmter Schadenfille aus den Ursachen J, I, ... oder N jedoch
fir weitere Fille bestehenbleibt. In den Rahmen dieser Kombina-
tionen gehoren auch der von Berger 12, 13| behandelte «symmetrische
Fally, wenn keines der verbundenen Leben vor den andern aus-
gezeichnet ist, und der «unsymmetrische Fally, wenn auch die Reihen-
folge des Ausscheidens der betrachteten Personen von Bedeutung ist.

Im tbrigen sind solche gemischte Versicherungsformen auch im
Gebiete der Sachversicherung denlkbar.

d) Die Mutualititsordnung

Nach Cantellr [14] lisst sich das Deckungskapital darstellen durch

V() = ———Z’r“‘»' ()

wo L(t—1) X(t—1) die im Jahre (¢t — 1) bis ¢ aus dem Versiche-
rungsbestand L (t — 1) insgesamt eingehende Priamieneinnahme und
Y(t—1) V() die am Ende des gleichen Jahres insgesamt zur Aus-
zahlung gelangende Versicherungsleistung bedeutet. Die « Mutualitéts-
ordnung» wird charakterisiert durch

-1

) = A(0) [ [ w(v)

Y (v) N Lw-+1)
L) Li(v)

ist. Iine dhnliche Beziehung ergibt sich bei kontinuierlicher Dar-
stellung der Vorginge:

t
V(1) = f _’}%— 0 X (1) da

wo die «Mutualititsordnung» die Form annimmt :
\

/1 (i) |t

A(t) = L(0) e®

WO

w(v) =
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Nur andeutungsweise sei erwihnt, dass die « Mutualitatsordnungy
— oder die Funktion g — verschieden zu interpretieren ist, je nach-
dem, ob die in Frage stehende Versicherungsform auf Grund von ab-
hiingigen oder von unabhiingigen Wahrscheinlichkeiten fiir den Ein-
tritt der n cingeschlossenen Versicherungsereignisse dargestellt wird.
Ist beispielsweise die Leistungspflicht aus einer Versicherung im
Sinne der Ausfithrungen unter Abschnitt ¢ nach dem ersten Schaden-
fall erschopft, so bedeutet:
n
p() =1-37@1)[1—E@)]
a

oder bei kontinuierlicher Darstellung:

t n

B [ Yoz Riz)de
Alt)y=1L{t)e ®

Handelt es sich jedoch um eine Versicherungsform, die im Sinne von
Abschnitt & auf Grund der unabhiingigen Wahrscheinlichkeiten dar-

gestellt wird, so bedeutet

n

14> p" ) r v, 1) B(v) --——ﬁr(O, v 1)
p() = —— e
1—[]70,9)

oder bei kontinuierlicher Darstellung:

n
£ 0"(0,a)o(x) R (2)

. S—
n
o =110,

Aa):zanp_«f?rwﬁﬂe ¢

Cantelli hat seine Untersuchungen auf Versicherungsformen be-
schriinkt, bei denen auf die abhiingigen Ausscheidewahrscheinlich-
keiten abzustellen ist. Die Ausdehnung seiner Theorie der Mutualitits-
ordnung auf Versicherungsformen, die auf Grund der unabhiingigen
Ausscheidewahrscheinlichkeiten darzustellen sind, mag als Hinweis
darauf dienen, dass die beiden Wahrscheinlichkeitsbegritfe fir die
Theorie und die Praxis nicht nur gleiche Berechtigung haben, sondern
einander in sinnvoller Weise ergiinzen.
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6. Beziehungen zwischen den abhéingigen und den unabhingigen
Ausscheidewahrscheinlichkeiten

Grenerell sind die Zusammenhénge zwischen den beiden Arten von
Wahrscheinlichkeiten festgelegt durch die Grundbeziehung (1). Diese
vermag indessen noch nichts auszusagen tiber den Zusammenhang
zwischen der unabhingigen Wahrscheinlichkeit @ (0,{) und der ent-
sprechenden abhéingigen « (0, ?). |

Um solche Beziehungen herzustellen, muss versucht werden

@ (0,t) als Funktion von @ (0, z), b(0, z) und ¢ (0, x)

oder a(0,t) als Funktion von «(0, z), b(0, z) und ¢ (0, z)
darzustellen. Dies ist auf verschiedenen Wegen moglich; am ein-
fachsten scheinen folgende Erwigungen zum Ziele zu fithren.

A. Unabhingige Wahrschewnlichkest als Funktion der abhingigen

Wird in der Identitét

a (x) (%)
(8) = =
[(z)
fiir die linke Seite eingesetzt
d
a(x) = ———In I*(x)
da

und fiir den Nenner auf der rechten Seite
H(x) =1(0) [t —a (0, 5) —b (0, 2) —¢(0, ¥)]

so ergibt sich nach einer Integration zwischen 0 und ¢

j— u'\()a: dm
0 1-a(0, x)- b(Ow) ¢(0,)

a(0,t)=1—e

Die entsprechenden Beziehungen fiir b(0, ) und ¢(0, t) ergeben
sich durch zyklische Vertauschung der Grossen.

Da die abhiingizen Wahrscheinlichkeiten in allen Tillen un-

wittelbar aus der Hauptgesamtheit beobachtet werden konnen, gibt
diese Beziehung grundsitzlich die Moglichkeit, die unabhiingigen
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Wahrscheinlichkeiten auf Grund der Beobachtungen aus der Haupt-
gesamtheit — ohne Kenntnis der Nebengesamtheiten — zu berechnen.
Immerhin gentigt dazu nicht die Kenntnis der fir die gesamte Be-
obachtungszeit festgestellten abhiingigen Wahrscheinlichkeit a (0, ¢),
sondern es muss ihr zeitlicher Verlauf a (0, z) fir  von 0 his ¢ be-
kannt sein.

B. Abhéingige Wahrscheinlichkest als Funktion der wnabhingigen

{ [/

Aus
- . l (w) N T [lu(w) lb(:l;) Zc(‘%’)‘ o (2 (’ :
a (0, t) / 10 o () du »—f—l 010)10) () d

0 0

ergibt sich ,
a(0,t) = [[1—b(0,O][1—¢(0,1)]a'(0, z) du
0
Diese Beziehung ist bekannt; beispielsweise Jeitet sie Berger [11]
— allerdings auf Grund anderer Erwigungen — ab.

C. Beziehung fiir den Unterschued
zwischen der unabhingigen und abhéngigen Wahrscheinlichkeat

Der Unterschied zwischen der abhdngigen und unabhéngigen
Wahrscheinlichkeit, infolge einer bestimmten Ursache auszuscheiden,
rilhrt davon her, dass aus der beobachteten Hauptgesamtheit ausser-
dem eine Anzahl von Objekten infolge anderer Abgangsursachen weg-
fallen. Diese Objekte stehen dann nicht mehr in der Hauptgesamtheit
unter dem Risiko, von der ersten Abgangsursache getroffen zu werden.
Diese Storung in bezug auf die Auswirkung der ersten Abgangs-

ursache lisst sich erfassen durch die Beziehung
t 7! = |
a(0,8) —a(0,t) = [[b'(0,2) +¢'(0,2)] a(z,t — &) dz
0
Dieser Ansatz ist — beschrinkt auf zwei Abgangsursachen —
verschiedentlich verwendet worden fiir die Bestimmung der Sterbens-
wahrscheinlichkeit bei einem Personenbestand mit El_n- und Aus-
tritten; beispielsweise von Insolera [17] und Koeppler [19].
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D. Zusammenfassung

Damit sind drei direkte Beziehungen zwischen einer unabhingigen
und der zugehorigen abhingigen Abgangswahrscheinlichkeit gewonnen,
die sich fir » Abgangsursachen wie folgt darstellen lassen:

_j a’(O.:c}dai
n

0 1-37(0,)

(‘4*) ( (U, t) g 1 o e r=a

(4 %) a (0, t) ::Oj'li[l —1r (0, z)] ' (0, 2) dx

l n
(%) a0, 8) =a(0,8) + [a(z, t—2) D (0, ) dz
0 r==0
Durch zyklische Vertauschung ergeben sich die entsprechenden Be-
ziechungen fiir die tibrigen Abgangswahrscheinlichkeiten.

Die drei Gleichungen (4) sind lediglich verschiedene Ausdrucks-
formen fir ein und dieselbe Beziehung. Beispielsweise ergibt sich aus
(4*) in etwas veréinderter Schreibweise

x

| In[1-—a(0,z)] = ——~f%zg’%dz

0
und durch Differentiation nach z

0: L Z - 0, £
- p(0. ) = [l —a(0,z)] = wﬂmi)ﬁ— a'(0, z)
1—a(0,z) do- 5 1—a(0,2)

a'(0, 2) =

Durch Integration zwischen 0 und ¢ entsteht Beziehung (4**). Nach
zweckmissiger Umformung und partieller Durchfithrung der Integra-
tion kann auch (4***) in (4**) {ibergefithrt werden. erner stellt
das Ergebnis von Abschnitt 8 einen Zusammenhang zwischen den drei
Beziehungen (4) her.

7. Auswertung der Beziehungen zwischen abhéingigen und unabhingigen
Wahrscheinlichkeiten auf Grund einfacher Hypothesen

S— % F: . B . i . . -

Die Bezichungen (4) sind genau giiltig fiir jeden beliebigen Ver-
lauf der auftretenden Wahrscheinlichkeiten zwischen 0 und f. Prak-
tisch lassen sie sich indessen nur auswerten, wenn die unter dem
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Integral auftretenden Wahrscheinlichkeiten durch Funktionen dar-
gestellt sind, die eine Lésung des Integrals zulassen. Fiir einige
bestimmte Annahmen iiber die Grestalt dieser Funktionen ergibt sich
eine besonders einfache Auswertung.

Soleche Annahmen sind bei der Behandlung des Problems einer
Sterblichkeitsmessung in Personenbestinden mit Ein- und Aus-
tritben von verschiedenen Autoren beniitzt worden. Linder [21]
wiirdigt die wichtigsten von diesen Untersuchungen. Im folgenden
werden einige einfache Hypothesen fir den Fall von drei Abgangs-

ursachen behandelt.

Annahme A

Die Abgiinge aus der Hauptgesamtheit nach den drei Ursachen
soien iiber die Beobachtungszeit von 0 bis ¢ gleich verteilt; die Ver-
teilung selbst kann ganz beliebig sein. Somit gilt mit beliebigem Ver-
lauf von ¢(z), das stets anwiichst zwischen dem Anfangswert (0) = 0

und dem Endwert () = 1,
(0, x)
(0,9)

0,8 (0,2

cz_(O x) b0, ) (@)

¢
¢
Wird diese Hypothese in der Beziehung (4*) berticksichtigt, so ent-

steht
t

| a " —[a (0,8 b0, (0, t
1 a(0,4] = L ./ ) Fét) S

a(0,8) +b(0,8) +¢(0,8) [ 1—[a(0,8) +b(0,8) +¢ O,t](pa,
0

Das Integral lisst sich lgsen, so dass gilt:

a(o,()

(5) a(0,) =1 — [1—a(0, ) —b (0, 8) — ¢ (0, )] dN+OH+E0Y

Durch zyklische Vertauschung ergeben sich entsprechende Beziehungen
fir die tibrigen unabhingigen Wahrscheinlichkeiten. Dieses bekannte
Ergebnis [6], [21], [22], das stets abgeleitet worden ist aus der Annahme,
die Abgiinge seien gleichmissig verteilt (d. h. die abhéngigen Wahr-
schemhchl\elten a (0, ) und b (0, x) verlaufen linear), gilt also auch fL}r
die allgemeinere Annahme «gleicher Verteilung» der Abgiinge. Die

Beziehung (5) erfiillt die Grundbeziehung (1).
13
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Fiir die praktische Auswertung kann eine Annéherung getroffen
werden, wenn der Exponential-Ausdruck in eine Rethe entwickelt
wird und die Glieder mit hoheren als quadratischen Exponenten weg-
gelassen werden. Dann wird die Néherungsbeziehung erreicht:

(6) a(0,t) ~a(0,1) [1 +% (b0, t) + ¢(0, t)

Infolge der getroffenen Naherung (Wegfall der hoheren Glieder der
Reihe) erfiillt dieses Krgebnis die Grundbeziehung (1) nicht mehr.

Annahme B

Die drei unabhéingigen Wahrscheinlichkeiten verlaufen propor-
tional (Gegenstiick zu Annahme A), so dass gilt:

a(0,z) b(0,2) ¢(0, )

a0 50,9 ey Y@

Wird diese Hypothese in (4**) beriicksichtigt, so ergibt sich:

! !
a(0,8) =a(0,8) fv'(x) dz—a(0,4) [b(0,8) + (0, t)] [ (@) y'(2) dz +
0 0

+a(0,8)b(0,%) c(0,1) flzpz(a:) w' () dz

(M) a(0,t) =al(0, 1_%(13 (0,4) +¢ (0, 1)) +%b(0, t) ¢ (0, z)-

Auch diese Beziehung ist stets abgeleitet worden aus der spezielleren
Annahme, die beiden unabhiéingigen Wahrscheinlichkeiten weisen
einen linearen Verlauf auf. Es ist zu beachten, dass die Beziehung (7)
im Rahmen der ihr zugrunde gelegten Annahme im Gegensatz zu (6)
genau ist und daher die Grundbeziehung (1) erfiillt.

Annahme C

Wattstein [7] hat bei der Behandlung des Problems der Sterblich-
keitsmessung in einer offenen Personengesamtheit ebenfalls die
Hypothese linearer Verteilung der Sterbefille sowie der Ein- und Aus-
tritte beniitzt und gelangte zur Bezichung (6) fiir zwei Abgangs-
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ursachen. Daneben hat er einen anderen Fall mit zwei Abgangs-
ursachen behandelt, ausgehend von der Hypothese, dags fiir die erste
Ursache die unabhiingige Wahrscheinlichkeit, fiir die zweite die ab-
hiingige Wahrscheinlichkeit linear verlaufe, so dass beim Ansatz
t =1 gilt:

a(0,2) =a(0,1)z und b(0,2) =b(0,1)z

Wird diese Annahme in (4***) eingefithrt und

1—a(0,1)
1—a(0,1)z

a(z,1—2)=1—

beriicksichtigt, so entsteht:

1

- -tz

0

b(0,1)da

=a(0,1)4+b(0,1) +5(0,1) —1—-;(3—(;))’1—) In[1—a(0,1)]

Nach Entwicklung des Logarithmus in eine Reihe wird

a(0,1) = a(0,1) + 50, 1) [“((;’ b, “2((?’31) +..

Werden die Glieder mit quadratischen oder héheren Exponenten
fallengelassen, so ergibt sich die Néherungsbeziehung

a(0,1)
(8) a(0,1) ~———
1 “*2‘b (0,1)

Dieses Resultat wird von verschiedenen Autoren itbernommen.
Seine Ubertragung durch zyklische Vertauschung auf die unabhéngige
Wahrscheinlichkeit b(0,1) ist jedoch nicht maglich. Iis ist ndmlich
zu beachten, dass die Annahme C, durch die der Verlauf von a(0, 2)
und von b (0, x) festgelegt wird, eine symmetrische Behandlung des
Problems fiir die Bestimmung der Wahrscheinlichkeit b(0, ) aus-
schliesst. Schon aus der Grundbeziehung (1) folgt 0}11'19_\veitere§, dass
nicht gleichzeitig alle vier Funktionen a (0, ), b (0, x), a (0, z), b(0, z)
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linear sein konnen. Da ein bestimmter Zusammenhang besteht
zwischen einer abhingigen und der entsprechenden unabhingigen
Wahrscheinlichkeit, diirfen iiberhaupt nicht beide Wahrscheinlich-
keiten gleichzeitig beliebig festgelegt werden. Zyklische Lisungen
konnen nur entstehen, wenn parallele Hypothesen entweder nur iiber
den Verlauf der abhingigen Wahrscheinlichkeiten oder nur iiber den
Verlauf der unabhiingigen Wahrscheinlichkeiten aufgestellt werden.

Fiir den Niaherungswert (8) hat Marchand den Begriff «pro-
babilitée corrigée» geprigt [27]. Diese Masszahl bildet nach seinen
Ausfithrungen einen guten Nédherungswert fiir die entsprechende
unabhiingige Wahrscheinlichkeit und lidsst sich leicht aus den Be-
obachtungen in der Hauptgesamtheit ableiten.

Von der gleichen Niherungsbeziehung (8) geht auch Schirf [32]
fiir seine Betrachtungen iiber partielle Bestandeséinderungen aus, die
ihm Anlass zur Untersuchung besonderer Integrationsprozesse geben.

Anmahme D

Wittstesn [T] gibt ferner fiwr den Fall von zwei Ausscheideursachen
eine Losung an, ausgehend von der Annahme, a (0, z) sei fiwr gleich-
grosse Intervalle konstant und b (0, z) verlaufe linear, so dass beim
Ansatz t=1 gilt:

«(x) =21 und b(0,2)==b(0,1)2
Aus dem ersten Ansatz folgt 1 — (0, 2) = ¢™*
und ferner 1 —a(e, 1 — ) =" = [1 —a(0, 1)|'*
Wird dieses Frgebnis in (4***) eingesetzt, so folgt

a (0, 1)

a(0,1) =a(0,1) +5(0,1) +5(0,1) - [1—a(0, 1)]

Nach Entwicklung des logarithmischen Ausdruckes in eine Reihe und
Durchfithrung der Division ergibt sich bei Weglassung der Glieder
mit quadratischen oder héheren Exponenten wiederum die Niherungs-

beziehung
|

(9) a(0, 1) m—

11)

b(0, 1)

0
.
2
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Wittstesn stellt anschliessend die Frage, welchen Verlauf a (0, z)
aufweisen muss, damit die Beziehung (9) genau stimmt. Er findet die

Bedingung
a(z,1 —2z)=a(0,1)[1 — z]

Mit dieser Hypothese in Verbindung mit der Annahme b(0, ) =5b(0, 1)z
geht die Ausgangsgleichung (4***) tatsichlich iber in (9). Obwohl
dabei keine weiteren Anniherungen getroffen werden, kann daneben
die zyklische Gleichung fiir b (0, 1) nicht bestehen; sie wiirde mit (9)
zusammen die Grundgleichung (1) nicht erfiillen.

Annahme

Es ist zu erwarten, dass ein besser befriedigendes Resultat er-
reicht wird, wenn nur der erste Teil der soeben behandelten Hypothese
von Wittstein auf alle auftretenden unabhéingigen Wahrscheinlich-

keiten tibertragen wird.
Alle drei Abgangsintensititen seien konstant:
a(w) =a; Bx) =8 y(o) =y
Daraus folgt
a(0,2) =1—¢ und a'(0,2) =ae™=ap’0,z)
Fiir b und ¢ gelten die entsprechenden Beziehungen.
Werden die Ausdriicke in (4**) eingefiihrt, so entsteht:
t

a(0,1) = o [T dg
0

S [L—p(0,0)]

(10) “(O’t):a+ﬁ+y

Diese Beziehung erfiillt mit den entsprechenden zyklischen die Grund-
beziehung (1). Sie bestiitigt das ibrigens bel dex getroffenen An-
nahme schon aus den Grundbeziehungen ablesbare Resultat:

- I
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Annahme I

Zeuner geht in seiner Untersuchung [8] itber die Sterblichkeits-
messung in einem durch Ein- und Austritte gestorten Personen-
bestand von folgenden — in die fiir die vorliegende Darstellung
beniitzte Schreibweise tibertragenen — Annahmen aus:

a) Die Austritte verlaufen proportional der unabhingigen Ab-
sterbeordnung: - ' -
1(0)b'(0, z) = m1%(x)

b) Die unabhiingige Absterbeordnung verlaufe linear, so dass gilt:

! L(0) 4 1%(¢ 1 0,t
fl“(m) dxr = _L__)_t_g ot = Hq—i_,:li_(__)_ [( ) ¢
5 9 9
Nach diesen Ansitzen besteht
L 1 0,1
0)b(0,t) = jm + )‘)t
Daraus folgt 2b(0, 1)
nm =
[1 + p°(0,1)| ¢

Wird die Annahme @ in (4***) eingefithrt — wobei lediglich zwei
Abgangsursachen beriicksichtigt seien — so ergibt sich

t
a(0,8) =a(0,8) +b(0,t) — [ p*(x, t — x)b'(0, x) da
0

¢

- 1(:
=q(0,1) +b(0,1) ﬂ_/ (2) mp*(x, t — x)du

1(0)

0
!

=a(0,t) +b(0,8) —p%0,t) m [ da
0

2p%0, %) I

:a(o,t)JrB(O,t)[l“m.

Daraus lisst sich auswerten

a0, —b (0 00500}
p*(0,8) =1 —a(0,t) = a (0, ); (0, ) i‘/l"“a(o’t) —b(0,¢) uf‘(f_l__((_’t_):_?_(__L/
(11)

Dieses von Zeuner in lingerer Ableitung begriindete Resultat erfiillt
mit der zyklischen Beziehung zusammen die Grundbeziehung (1).
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Den von Zeuner beniitzten Hypothesen kann auch in anderer
Art Ausdruck verliehen werden:

Hypothese @ bedeutet nichts anderes, als dass

1(0)8'(0, 2) =1(x) B(z) =mi*x)
daraus folgt

) :—l—(é)—— (z) = “;’_’((63% B (z) =b'(0, z)

Die erste Hypothese deckt sich also mit der Annahme, dass die un-
abhiéngige Wahrscheinlichkeit der Austritte linear verlaufe.

Die zweite Hypothese ist gleichbedeutend mit der Annahme,
dass auch die unabhiingige Sterbenswahrscheinlichkeit linear verlaufe.
Da somit durch die Zeunerschen Hypothesen lediglich Festsetzungen
tiber die auftretenden unabhiingigen Wahrscheinlichkeiten getroffen
werden, ist es auf Grund der bei Annahme C angefiigten Erwiigungen
verstindlich, dass die Grundbeziehung (1) erhalten bleibt.

Ubrigens lisst sich bei Betrachtung von zwei Abgangsursachen
das auf der gleichen Hypothese beruhende Frgebnis (7) zusammen
mit der zyklischen Beziehung in die von Zeuner mitgeteilte Beziehung

(11) tiberfiihren.

8. Behandlung der Integralgleichung (4***)

Die in Abschnitt 5 angegebene Beziehung (4***) ist im Zu-
sammenhang mit dem Problem der Sterblichkeitsmessung bezogen
auf zwei Abgangsursachen u. a. von Insolera [17] und von Koeppler [19]
behandelt worden. Beide haben versucht, sie als Integralgleichung
zu losen,

Schulthess [28] hat bereits darauf hingewiesen, dass das von
Insolera angegebene Resultat nicht zutreffend sein kann, weil die von
Insolera ausgearbeitete allgemeine Liosungsmethode fiir eine f;penelle
Klasse von Kernfunktionen [16] auf den vorliegenden Fall nicht an-
wendbar sei. |

Aber auch die von Koeppler angegebene Ldsung, die er auf seine
umfangreiche Untersuchung besonderer Typen von 'Volter.mschen
Integlalfrlmchun%n [18] stittat, ist abwegig; offenbar weil er die unter
dem Integral auftretende Funktion a (@, — ) behandelt, als ob sie
identisch wiire mit « (0, ), was indessen nicht zuliissig ist.
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Be1 genauerer Untersuchung zeigt sich, dass die auftretende
Integralgleichung eine fiir die Losung besonders einfache Gestalt auf-
weist und ohne Anwendung von Niherungen leicht gelost werden
kann. Die Ausgangsgleichung (4**%*) lautet:

_ £ 8
a(0,t) =a(0,) + [a(z,t—x) Z (0, ) du
0 P=
Abkiirzend sei im folgenden gesetzt:
2 = A4(0,2) und I—H[l —r( = 4 (0, z)
Die Losung der Gleichung
X
{(12) a(0,8) =a(0,) + [a(x,t—x) A'(0, x) da
0
kann auf zwei Wegen erreicht werden:
a) Lisung als Differentialgleichung

Durch Umformung von (12) entsteht wegen A(0, 0) = 0

¢

. g : 0,8 .,
1-—9%0,1) =a(0,t) +4(0,t) — | ——- A0, z) da
p*0, z)
0
Wird zur Vereinfachung gesetzt
. (t
w00 7Y
so gilt:
i
(13) o) [l —a(0,8) —4(0,8)] —1=—[o(x) 4'(0, 2) da
0

Durch Differentiation nach ¢ ergibt sich
(14) @' (t) [ —a(0,8) — A (0,8)] = 1) a'(0,0)
Die Liosung dieser Differentialgleichung lautet

[ —
g 1-a (0, z) A(O I)

p(t) =e¢
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Da nach der oben eingefithrten Schreibweise
@ (0,8) =1—p"0, f) =1 —g™()

ist, erhilt die Losung schliesslich die Form

¢
f af(O,a,
n
01— 3, (0,
a0, t) =1—e¢ ™
und stimmt iitberein mit der aus direkten Uberlegungen in Abschnitt 5
abgeleiteten Beziehung (4%).

b) Lisung als Integralglerchuny

Eine Volterrasche Integralgleichung kann stets in eine Diffe-
rentialgleichung wingeformt werden. Falls diese praktisch losbar ist,
bietet die direkte Liosung der Integralgleichung nur mehr theoretisches
Interesse. Da die Losung einer Volterraschen Integralgleichung ein-
deutig ist, muss auch der im folgenden beschrittene Weg zum gleichen
Ergebnis fithren wie die Losung der Differentialgleichung (14), was
weder fir die von Insolera noch die von Koeppler angegebene Losung

zutrifft. |
Die Beziehung (12) stellt noch keine Integralgleichung nach

Volterra dar, weil @ (z, t — ) eine ganz andere Funktion ist alsa (0, z),
die fiir ¢ = ¢ in die freie Funktion a (0, t) iibergeht. Es empfiehlt sich
daher, die Umformung, welche zu (18) fithrte, fortzusetzen. Unter

Beriicksichtigung von
1—a(0,8) —A0,8) =p(0,1)

entsteht :
¢

1 1 )
(15) P = / iy A0

0

Diese Beziehung stellt eine Volterrasche Integralgleichung IL. Art dar,

die in ihrer allgemeinen Form lautet:

o) = 1) + A/ K () p (@) dw
0
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Thre iterierten Kerne heissen:

K, (t, 1) = f K(t,2) K, (2, x)dz

Dabei 1st:
K.t z) = K(t, x)

Die Resolvente ist bestimmt durch:
:i P, 9)
Symbolisch lautet dann die Losung der allgemeinen Gleichung:
Pl =10+ 2] Bt,a) (@)

- Fiir die praktische Losung ist entscheidend, ob dieser formale Ansatz
ausgewertet werden kann. Die Integralgleichung (15) besitzt die
Form eines Spezialfalles, weil die Kernfunktion K(t, x) als Produkt
aus zwel Funktionen gebildet ist, von denen die eine nur von z, die
andere nur von ¢ abhiingt. Fs ist namlich:

1
Kt a) =——A'(0, 2)

(0,9
Zur Vereinfachung der Schreibweise sei gesetzt:
1 A'(0,2) = M'(2)
,2) = M'(2
p(0,2)
Dann ergibt sich fiir die iterierten Kerne
1 _ M (t) — M (z)|™!
K0, 3} = A'(0, [ (@)
p (0, t) (n — 1!
und fiir die Resolvente
R(t, o) — A'(0, z) e MM
| (0, 9)
oder: : 9
1 f 0,2 A0
Bt x) = —A'(0,z)e *

(0, 1)
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Somit lautet die Losung:
¢

: t 1 N =
1 1 B AfmA’(O,z)dz
@ (t) = 142 A'(0,z)e © dx

2 (0,9 (0, z)
0
Wird nun noch beachtet, dass 1 — — 1 und
£ 4 C
1 ) lfﬁ(—):;;ﬁf((),z)dz d -fm}{’(o,z)dz
A——oA'(0,2)e * =——e®
p (0, z) da

80 wird die Lésung erreicht:
4

1
1 -fm,/l’(ﬂ.z)dz
0

¢®=p@06

Werden die urspriinglichen Werte fiir die eingefithrten Symbole be-
riicksichtigt, so nimmt die Losung die Form an:

¢
f a’(0,2)dz

Wegen a(0,t) =1 —¢'(t) geht schliesslich die Losung der Tntegral-
gleichung (15) in die Beziehung (4*) iiber.

Wird in die Ausgangsgleichung (12) die Beziehung
A'(0, ) = p*(0, 2) 4'(0, z)

@ingefﬁhrt, so kann man direkt auf die Beziehung (4**) als Losung
der Integmlgleichung gelangen. Damit 1st der Integralgleichung
(4***) eine zentrale Stellung zugewiesen, wihrend die aus andern
U berlegungen hervorgegangenen Beziehungen (4*) und (4**) als ihre

L(')'Sungen erkannt werden.
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