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Zur Berechnung
von Ubersterblichkeitszuschldgen

Von J. Neuhaus, Ziirich

Herrn a. Direktor Dr. C. Wiesmann, Ziirich,
zum T0. Geburtstag vom Verfasser gewidmet

Die Zuschlagsprimien fiir anormale Risiken fussen meist auf der
Voraussetzung, dass eine multiplikative (in Prozenten der normalen
Sterblichkeit bewertete) Ubersterblichkeit vorliege. In den folgenden
Ausfithrungen soll an die Berechnung der Zuschlagsprimien fiir
loonstante (nicht multiplikative) Ubersterblichkeit (z. B. jihrlich 10 9/,)
und fiir abnehmende Ubersterblichkeit (z. B. anfinglich 109/, linear
bis 0 abnehmend) herangetreten werden. Bei gewissen gefihrdeten
Berufen und bei einem Teil der anormalen Risiken (wir denken an
durchgemachte Operationen und Krankheiten wie Tuberkulose) er-
scheint es als gegeben, mit konstanter oder mit abnehmender Uber-
sterblichkeit zu rechnen. Ks zeigt sich, dass die Berechnung nach
verschiedenen Formeln erfolgen kann.

Der Ubersterblichkeitszuschlag Z ergibt sich zuniichst aus

Z = Pim— Pg

an|
oder aus *
D, ., .
—5*'—! (Grpt — Gus ) V(1 — Vi)

* ’

ax;,—|

wobei die auf die erhohte Sterblichkeit beziiglichen Werte durch
# charakterisiert sind. Um die Berechnung spezieller Kommutations-
zahlen zu vermeiden, setzen wir — es handle sich um eine gemischte
Versicherung —

‘ 1 1
4 = Bgj— Pyt —g—=—m=—",
» ol )

|
E 3 T . . . . . . .
betrachten a g als Funktion f(x) der additiven Sterblichkeitserhi-
hung « und bilden die erste und zweite Derivierte von f(x) nach .
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konstanter Sterblichkeitserhéhung gilt
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id A sind spezielle Mittelwerte der reziproken Erlebensfallwah-
inlichkeiten

1 1 1
Pr Patr , Pan-2
b2 >1 und 1 >1.
* az
st nun A am—l—df’(o)-*-“z“'f"(o),
wir mit a,, bezeichnen,
1 1
I~ = ——
dyy  Am

f"’ (0) nicht berechnen zu miissen, konnen wir

* z+1 z+n ztn
am—lm xm-‘“(x- D = 8.(2)
@
1 1
ANy A —
a(g) am;{'

n, wobei Z, allerdings erheblich vom genauen Wert Z abweicht.

ine weitere, interessante Liosung besteht darin, In

o o f(0)
b O+ ) = agtar O (14550
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1
f(0) | . Co
den Quotienten . niherungsweise zu ermitteln. Hierfiir nehmen

wir an, dass die Kommutationszahlen D, , fiir t =1, ... n— 1 eine
1 0

geometrische Reihe bilden: D, sei K-(1—h)', % = ¢ (h) werde

als Funktion von h aufgetasst und g¢(h) ~ g(0) + h-g'(0) gesetat.

Die Rechnung ergibt:

Aln—2)

THEE el et

g (h) ~> —

h 1st als spezielles Mittel der Grossen

D D

PO IO [ et
D:v: D:z:—i— | Dx +n-2
aufzufassen. KEs gilt nun
' o " (0) Seqr— Sgyn— M—1N,
a£;3-|+a.ff(o).(1+27%;)‘”&11.;,—‘—%- = MD( =

(was wir mit 4 bezeichnen), wobei

12—h(n 4 1)
36

F=ux [ 1—ai(n—2)

By o e e ——,
Am el

Die fiir A, » und A verwendeten Zahlen beeinflussen den Primien-
satz nur wenig:

Zy
fiw h = 0,04 ftiiv h = 0,05 fir b = 0,06
%00 %00 *loo
bei x =1 =1 5,90 5,90 5,91
% =4=10 5,96 5,96 5,97
%= A=1,02 6,02 6,02 6,03
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Wir setzen h = 0,05, dann ist: I' = » [1-— oc/lc] , wobel ¢ nur von der

Versicherungsdauer abhéingt und durch folgende Tabelle gegeben wird :

n= 10 15 20 25 30

¢ 2,54 4,04 5,48 6,84 8,13

Es erscheint angemessen, » = 1 = 1,01 (fiir vorgeriickte Alter jedoch
x = A = 1,02) zu setzen. Kir x = 40, n = 20, « = 109/, ist dann
I =1,01. (1 — 0,010 1,01_- 5,48) = 0,9541, woraus sich A = 12,9761
und Zg = 5,96 9/, ergibt.

Steht der «normale» Rentenbarwert a ;; nicht nur fiir den Zinsfuss
1, sondern ausserdem fiir einen erhohten Zinsfuss 4’ zur Verfiigung,
so empfiehlt sich eine andere, sehr bequeme Berechnungsweise 1),
Da a,; niherungsweise gleich dem Rentenbarwert fiir den Zinsfuss
" =1+ 1,05 « und fiir die normale Sterblichkeit ist, so gilt

Z ™) Z‘l e

! ) ’

1,05 « ( 1 1
a;lrfo a;t‘ﬂ

V—1

wobei a,;; auf dem Zinsfuss ¢« und der normalen Sterblichkeit beruht.

Der Faktor 1,05 rithrt davon her, dass in
%
Dy =y g,

o . 1+ 4
1+ (14« - -
1= oy —«

N

D 144

[ORS

der verinderliche Quotient rechts unten bei den heutigen Verhilt-
nissen nitherungsweise durch 1,05 ersetzt werden kann.

Wie aus der nachstehenden Tabelle ersichtlich ist, geben die
In %
Formeln Z, und Z, geniigend genane Werte.

Schliesslich haben wir die Lidstonesche Niherungsformel

P

LR |

e~ B+ B — By

und die Jecklinsche Niherungsformel
\——

1) In diesem Zusammenhang sei auch auf die Abhandlungen von 0. Gruder
und M, Jacob (Assekuranzjahrbuch 52 und 55) verwiesen.
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auf unser Problem angewandt, wobel Bz und éz; fir eine (wihrend
der ganzen Versicherungsdauer konstante) Ausscheidewahrschein-
lichkeit e 2 zu rechnen war; dabel haben wir Tabellen von Zeitrenten-
barwerten verwendet. Die numerischen Frgebnisse (die Kxtraprimie
bei sinngemésser Anwendung der Lidstoneschen Formel ist nach-
stehend mit Z;, die Extrapriimie nach der Jecklinschen Formel mit Z
bezeichnet) diirften auch deshalb von Interesse sein, weil die genannten
Formeln bisher nicht auf konstante und abnehmende Ausscheidewahr-

scheinlichkeiten angewandt wurden.

Tabelle von Primienzuschligen fiir konstante Ubersterblichkeit «

(Grundlagen: SM 1921/30 3 9%,, die mit Z bezeichneten genauen Priimiensitze sind
aus den speziellen (der erhohten Sterblichkeit entsprechenden) Kommutations-
zahlen gerechnet)

A 7 r;
T om o« Z Z, Zy Zy 7, 7 7

bl

% "o %50 %00 %00 %00 %00 %20

30 10 5 248 2,50 249 250 247 247
2 5 2,89 296 291 2,92 285 281
30 5 8,22 333 322 8923 814 8,07
40 10 10 5,05 514 505 5,05 4,98 4,98
20 5 295 301 2,95 9297 285 281
20 10 597 596 628 596 597 578 571

20 20 12.25 18,77 12,18 12,02 11,875 11,82

30 10 6,67 718 6,60 6,65 639 629
(6,67%) (6,45%) (6,35%)

50 10 5 2,57 2,56 2,55 2,55 247 247
(2,58%) (2,49%) (2,49%)

20 5 38,08 3,10 8,04 8,07 285 281
(8,07%) (2,88%) (2,84%)

Bei der Berechnung der Zuschlige fiwr abnehmende Ubersterblich-
kert konnen die vorstehenden Formeln mit Ausnahme von Z, nach

') Jecklin, On Lidstone’s approximative premium formula for endowment
agsurances on two joint lives (Institute of Actuaries Centenary Assembly 1948).

*) Die eingeklammerten Primiensitze beruhen auf » — J — 1,02, die
iibrigen Werte von Z,, Z, und Z, auf » = 1 = 1,01.



— 118 —

entsprechender Modifikation ebenfalls angewendet werden, wobei wir
die gleiche Bezeichnung (eventuell mit Strich: a, Z usw.) und Nu-
merierung anwenden wie bei der konstanten Ubersterblichkeit. Die
anfiingliche Ubersterblichkeit sei o, so dass die Ubersterblichkeit im

ton n—t-41 .
" Jahr gleich a . — — 1st. s wird vorausgesetzt, dass der

n
Ubersterblichkeitszuschlag gleichbleibend und wihrend der ganzen
Versicherungsdauer zahlbar ist.

Wir fassen é_:,ﬂ als Funktion f(«) der anfinglichen Ubersterblich-

v . — —_— ’ 5(2 "
keit o auf und kénnen a;;~ 2y, = a4+ «-f"(0) + 75—)‘ (0) setzen.
Von den sich ergebenden Hilfsformeln sei nur
7(0) Sy(1 o) De shnt
- o e S 1 — erwihnt.
= 2n D,

Mittels einer (in zweifacher Hinsicht durchgefiihrten) Umformung,
welche der vorstehend beschriebenen Ableitung des Wertes a, ent-
spricht, ergibt sich:

— S:cal—l - ‘S’:c—i--n ’"— (“ - 1) Nw—m

axﬂ i é'(}) = a.’L‘h—] & - D ) ‘F’

9
wobei

P, B+l

—-—.M.

A(n—2)
160 n

n
[24 + h(n— 2) lll——oc [3‘)n—{- 24— ' (n ++2)(2n 4 3)]i

Fir b = b = 0,05 ist

F = y(¢c—adc), wobei ¢ und ¢ nachstehend als Funktionen der

Versicherungsdauer n aufgefithrt sind:

n = 10 15 20 25 30
¢ = 0,7456 0,7304 0,7263 0,7266 0,7291
¢c= 1,28 1,88 9,52 8,14 3,76
7 1 1 o bes .
Zy = ——_____ igt ein brauchbarer Ndherungswert fiir die ge-
A A suchte Zuschlagsprimie.
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Fir z = 40, n = 20, x = 1 = 1,01, « == 109/, ist beispielsweise
F = 1,01 (0,7263 —0,01-1,01-2,562) = 0,708, woraus &, = 13,2568
und Z, = 4,339, folgt.

Die Formel kann auch fiir den Fall aufgestellt werden, dass die
Ubersterblichkeit sich nur iiber einen Teil der Versicherungsdauer
erstrecks.

Bei der Berechnung des Ausdruckes F' beniitzten wir — wie er-
wihnt — die Approximation D,,, ~ K(1 — k). Wird an ihrer
Stelle eine weniger grobe Annahme verwendet, so lisst sich fiir F
ein modifizierter Ausdruck berechnen, welcher — im Gegensatz zu
den hier aufgefithrten Werten von I' — vom FEintrittsalter 2 nicht
unabhingig ist. Die Approximation wird dadurch noch etwas besser.
Nachstehende numerische Werte 23 sind mit Hilfe der Approximation

Da:+l
— ~ 0,999" berechnet.

x

Tabelle von Priimiensiitzen fiir abnehmende Ubersterblichkeit
(Grundlagen: SM 1921/30 38 %, antiingliche Ubersterblichkeit = o)

x N o Z Zz Z, 23 ZE Zg
0/ 00 0/ 00 0/ 00 0/ 00 0/00 0/ 00 0/00

30 10 10 3,70 3,74 3,68 3,64
20 10 4,21 4,27 4,23 4,18 3,98
40 10 10 3,75 3,76 3,68 3,64
20 10 4,32 4,44 4,33 4,32 4,13 3,98
20 20 8,85 8,85 8,46 8,19
30 10 4,90 4,83 4,55 4,30
(4,88) (4,60)  (4,34)

60 10 10 3,85 3,83 3,68 3,64
(8,86) (3,72)  (3,68)

20 10 4,57 4,46 4,49 4,13 3,98

(4,51)  (4,58)  (4,17)  (4,02)
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Zusammenfassung

Der jéihrliche Prdmienzuschlag fiir konstante (micht mullvplikative)
oder fiir abnehmende Ubersterblichkeit kann ohne Berechnung spezieller
Kommutationszahlen nach der Formel

S:r + 1___ ‘S’:cfl-n — (n - 1) N."c»Ha

8 — e = T

&

gerechmet werden, wobev fiir F' je nach der Lage des Falles der eine oder
andere der vorstehend wmschriebenen Werte einzusetzen tst. Stehen die
Rentenbarwerte der beniitzten Sterbetafel fiir zwei Zinsfiisse zur Ver-
fligung, so kann der Zuschlag fiir konstante Ubersterblichkeit mit der

Formel
1,05 « 1 1 )
¥ —1 a;m amﬂ

gewonnen werden. Diese Formeln liefern — obschon sie auf Ndherungs-
methoden beruhen — stark angendherte Werte der Zuschlagsprdmien.
Approzimative Werte lassen sich auch nach den Ndiherungsformeln
von Ludstone und H. Jecklin berechnen.

Die Primienzuschlige fiir konstante und fiir abnehmende Uber-
sterblichkest sind dem Promillesatz der Ubersterblichkeit ungefihr pro-
portional und hingen wentg ab von Rechnungszinsfuss, Alter und
Sterbetafel.
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