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Risikozuschlage und mathematische Reserve
in Funktion des Verlaufes der Ubersterblichkeit
bei minderwertigen Leben

Von Hans Zwingli, Ziirich

Herrn a. Direktor Dr. C. Wiesmann, Ziirich,
zum 70, Geburtstag vom Verfasser gewidmet

Einleitung

Die meisten Versicherungsgesellschaften und Verbinde, die er-
hohte Risiken versichern, driicken die erwartungsgemisse Uber-
sterblichkeit in Prozenten der erwartungsgemiissen Sterblichkeit nor-
maler Risiken gleichen Albers aus. Dabei wird gewohnlich die Annahme
gemacht, dieser Prozentsatz bleibe withrend der Versicherungsdauer
konstant. Demgemiiss werden die anormalen Risiken in Klassen mit
25 9%, 50 9%, 75 %, 100 %, 150 %, 200 %, ... Ubersterblichkeit cin-
vetellt.

Die Charaktervisierung der Ubersterblichkeit erfolgt also auf
Grund eines einzigen Parameters. Die erwartungsgemiisse mittlere
Ubersterblichkeit wird auf Grund statistischer Untersuchungen er-
mittelt.

Bei der Anwendung dieser konstanten Prozentsitze ist man sich
wohl bewusst, dass in Wirklichkeit je nach der Minderwertigkeits-
anlage die prozentuale Ubersterblichkeit anfinglich grosser bzw.
kleiner ist als in den spiteren Jahren. Der Verlauf der Ubersterblich-
keit lisst sich nicht durch einen einzigen Parameter ausdriicken. Ist
aber schon die Aussagoe iiber die zu erwartende durchschnittliche Uber-
sterblichkeit, mit anderen Worten die Bestimmung des einzigen Para-
eters, eine oft sehr problematische Angelegenheit, so wiire- es noch
viel schwieriger, auch die andern Parameter zu bestimmen.

Die Wunktion, die den exakten Verlauf der Ubersterblichkeit von
Risiken mit einer bestimmten Minderwertigkeitsanlage angibt, nennen
WII' 1m folgenden individuelle Ubersterblichkeitsfunktion, zum Unter-
schiede von der zugehdrigen  konstanten Durchschnatts- Ubersterblich-
Iif’?,téfl(n].t’b()n bei welcher die prozentuale Ubersterblichkeit fiir alle
Alter genau gleich der durchschnittlichen Ubersterblichkeit ist.
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Die meisten (Gresellschaften haben von der Verwendung spezieller
Tafeln fiir die verschiedenen Minderwertigkeitsanlagen abgesehen.

Die [ixtraprimie zur Deckung des erhohten Risikos ist natiirlich
vom Verlaufe der individuellen Ubersterblichkeitsfunktion abhiingig.
Zweek des ersten Teiles der nachfolgenden Untersuchungen soll sein,
den Finfluss der Abweichung der individuellen von der zugehorigen
konstanten Ubersterblichkeitsfunktion, also den Hinfluss der iibrigen
Parameter, auf die Hohe dieser Fxtraprimie bei verschiedenen Ver-
sicherungsarten festzustellen. Nachher wollen wir unser Augenmerk
dem Finflusse dieser Abweichungen auf die Hohe der mathematischen
Reserven zuwenden. In diesem Zusammenhange wird dann die I'rage
nach den gerechten Abfindungswerten bei der Versicherung erhohter
Risiken beriihrt.

I. Einfluss der Abweichung der individuellen Ubersterblichkeit
von der zugehorigen konstanten Durchschnittsiibersterblichkeit
auf die Hohe der Extraprdmie

A. Theoretische Untersuchungen
1. Defination der Durchschnitts-Ubersterblichkeitsfunktion

Wir bezeichnen allgemein mit w(x) die Sterbensintensitit der
Normalen und mit @' (z) die Sterbensintensitit der Anormalen.

W (@) — (@)

ist somit die individuelle Ubersterblichkeitstunktion, die wir als stets
positiv voraussetzen.

Die durchschnittliche Ubersterblichkeit f im Altersintervall Ty Ty
definieren wir, in Anlehnung an deren empirische Bestimmung, durch
die Gleichung

.]'2[”' (:L) — (iIJ)I dr
| f - v (1}

T2

’ w(r)de

€Ty
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Ber der zugehorigen konstanten Durchschnitts-Ubersterblichkeits-

funlktion )
to(@) = (L) ()

ist also die prozentuale Ubersterblichkeit im ganzen Intervall, das
he Versicherungsdauer umfasst, gleich dem Mittelwerte der indivi-

duellen Ubersterblichkeit dieses Intervalles.
X

2
Zur Abkiirzung bezeichnen wir das Integral [ u(z)de mit M.
T
Ans dl
€T
------- = —pu(x)de
L,
folgt durch Integration iiber das Intervall z, x,
Ta
log 1, — log I, = — [ p(@)de = — M
7y
und daraus fitr die lirlebenswahrscheinlichkeit
lxa -M
= @)
Ty

2. Bedingungsgleichung fiir die Vergleichsfunktionen u' ()

Beim Studium des Einflusses, den die Abweichungen der indi-
viduellen Ubersterblichkeitsfunktionen von der zugehorigen konstan-
ten: Durchsehnitts-Ubersterblichkeitsfunktion auf die versicherungs-
technischen (irossen haben, berechnen wir diese unter Zugrunde-
legung der verschiedenen Ubersterblichkeitstunktionen, welche, be-
zogen auf das Intervall z, x,, die gleiche mittlere Ubersterblichkeit
[ autweisen. Die Gesamtheit der individuellen Ubersterblichkeits-
fanktionen u'(z), die zum Vergleiche zugelassen sind, miissen also
den folgenden Bedingungen geniigen:

M(f+1) = ma’(')df
M(f+1) f; z) d } .

wE)—p@) =A@ >0 fur g, <@ <7

Worin f und M fiir alle zugelassenen I'unktionen u” einander gleich sind.
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3. Eimmalpramie der Iirlebensfallversicherung

Wir bezeichnen mit I, die zu u’(x) gehorige Einmalprimie der
Erlebenstallversicherung fiir die Dauer n» und das Fintrittsalter z,
mit § die Verzinsungsintensitit, dann gilt

. n
Aus (1) und (2) folgt dann
'?:::-i-n - la‘-l—n L
l; l,
und daraus
bive
E-;fn = Exn iﬂ'
L,
E::,‘H R E:vn c—f'ﬂ/! (:—3)

Die Einmalprimie der Frlebenstallversicherung ist also nur von der
durchschnitthichen Sterblichkeit im Intervall 2 bis x 4 = abhiingig.
Ihr Wert ist fiir alle individuellen Ubersterblichkeitsfunktionen, die
im Intervall x bis & -+ n die gleiche durchschnittliche Ubersterblichkeit
aufweisen, derselbe; mit andern Worten, alle Funktionen, die den
Bedingungen (I) geniigen, liefern den gleichen Wert fiie K, der
natiirlich um so kleiner ist, je grosser die durchschnittliche Uber-
sterblichkeit f ist.

4. Lewbrentenbarwert

Der Einfachheit halber wollen wir uns hier nur mit den kon-
tinuierlichen lieibrenten befassen.

n n
; | ~ [ T (&) 4 8)as
Ay = 'f:"J la:-{-g LT . fe 2 i
w0 o

Wir unteréfuchen die Verinderungen von a’, wenn die Funktion p’ (&)
durch eine davon wenig verschiedene Funktion p’ (&) ersetzt wird, wobei

W) = w (&) +au-n(€) und«eine kleine Grosse ist.
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Wir bezeichnen das Integral [p'(§)dé mit @(r).

Dann wird

[OREE 4

O = [ (@At =) +a )
Definitionsgemiiss wird @(0) = @(0) = 0.

Fiir die IFunktionen u' (&), die den Bedingungen [ (gleiche durchschnitt-
liche Ubersterblichkeit) geniigen, besteht als zweite Randbedingung

dn) = D) = (1+HM

Der Ausdruck fiir @’ lisst sich nun auf die Form bringen

lirsetzt man in diesem Integral @ durch @ | «-@ und entwickelt,
den so erhaltenen Ausdruck fiir a’ nach Potenzen von «, so erhilt
man die erste, zweite, ... Variation von a’. Uns interessiert vor
allem die erste Variation, da die Variationen hoherer Ordnung gegen-
itber der Variation erster Ordnung bei kleinem o verschwindend klein
sind. Um Verwechslungen mit der Verzinsungsintensitit o zu ver-
meiden, bezeichnen wir die erste Variation mit A

n h

1
.J[; ) _,s‘t
Aaj; = - ]A@U ’m~u—JADQLH at (4
0 ‘v 0
Die Verinderung des Rentenbarwertes ist also gleich dem Barwert
einer variablen Rente in Hohe von 4 @(t), wo

al-t

AD J Ay (&) dé

Wit setzon. mum g (1) = ,ué(fb') = (1 4+ fu(z) und berechnen
uns die Variation des Rentenbarwertes fiir Munktionen u'(x) in der
Umgebung von g (z), immer unter der Voraussetzung, dass die Funk-
tionen /() im Intervall & bis x -+ n der gleichen durchschnittlichen
Ubersterblichkeit f entsprechen wie wg(x). Wi @(1) erhalten wir
dann die Beziehung ot

D) = (141 [ w&dé

T
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Die Exponentialfunktion im Integranden der Formel (4) tillt monoton.
Die Variation A® verschwindet tiivr { = 0 und fiivr t = n. Ist A®
dazwischen stets positiv, dann wird nach (4) 42’ negativ. Wenn 4@
stets positiv ist und an den Enden des Intervallen verschwindet,
dann ist die Ableitung d/dt(AD) = Ap'(x) am Anfang positiv, am
Schluss dagegen negativ.

Riickschliessend konnen wir somit feststellen:

Wenn bei der betrachteten individuellen Ubersterblichkeits-
funktion die Ubersterblichkeit am Anfange grisser, am Fnde dagegen
kleiner ist als bei der zugehorigen konstanten Durchschnitts-{ber-
sterblichkeitsfunktion u, dann ist 4® >0 und der Leibrenten-
barwert a’ also kleiner als bei der konstanten Durchschnitts-Uber-
sterblichkeitsfunktion; ist die Ubersterblichkeit am Anfang niedriger,
am Finde dagegen grosser als bei gy, dann ist der Rentenbarwert a’
grosser als bei genau proportionaler Sterblichkeitserhohung.

Dabei haben wir Iélle mit mehrmaligem Zeichenwechsel von
A®(t) im Intervall 0 — n ausgeschlossen.

5. Iinmalprimae der gemaschten Versicherung

Da sich die Linmalprimie fiiv die gemischte und die lebens-
lingliche Versicherung durch den Leibrentenbarwert ausdriicken léisst,
finden wir die Variation der Fiinmalprimie bei gleichbleibender durch-
schnittlicher Ubersterblichkeit aus der Formel

A Am?l = —0.4 a‘ﬂ:ﬂ (5)

worin fiir Aa,;; der Wert aus (4) einzusetzen ist.

Wiihrend die Einmalprimie der Erlebensfallversicherung bei allen
Sterbeintensititsfunktionen u'(z) mit der gleichen durchschnittlichen
Ubersterblichkeit im Intervall @ bis z -+ n die gleiche (irdsse hat,
variiert die Kinmalprimie der gemischten Versicherung bei einer Ver-
dnderung von p'(x), trotz gleichbleibender durchschnittlicher Uber-
sterblichkeit,.

Aus (4) und (5) sehen wir, dass bei gleichbleibender durchschnitt-
licher Ubersterblichkeit f fiir das Intervall & bis a + n die Finmal-
[_).réimie der gemischten Versicherung um so grosser ist, je mehr die
Ubersterblichkeit auf den Anfang des Intervalles konzentriert ist.
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6. Jihrliche Priamae ber gemischien, Iirlebensfall-
und tempordren Todesfallversicherungen

Ber gemischten Versicherungen mit jihrlicher Pramienzahlung gilt

wegen 1
Poes o d
a
Aa
AP = —— (6)
a2

und wir konstatieren, dhnlich wie bei der Finmalprimie fiir gemischte
Versicherungen, dass die jihrliche Primie grosser wird als im Falle
der konstanten Durehschnitts-Ubersterblichkeit g (z), sobald die
Ubersterblichkeit anfinglich grosser ist als f und erst gegen das Fnde
des Intervalles kleiner wird. Ist die prozentuale Ubersterblichkeit
von g (x) dagegen antiinglich kleiner als f und wird sie erst spéter
grosser, dann ist die jihrliche Primie kleiner als bei konstanter Uber-
sterblichkeit.

i die Iorlebensfallversicherung mit jahrlicher Pramienzahlung

oerhialten wir

| I,
Pl = a
rn|

Da 7' mnach (1) im Bereiche der hier zu betrachtenden Variationen

eine Konstante bedeutet, 1st

_ , Aag ’
AP (E‘) = — dy, T 9 (7)
am,,~|

Die Variation der jihrlichen Primie der lirlebensfallversicherung
15t also gleich dem If}fvﬂ—f&chen der entsprechenden gemischten Ver-
sicherung. Insbesondere ist also das Vorzeichen der Variation der
Primie fir gemischte und Erlebensfallversicherungen bei gleich-
bleibender Durchschnitts-Ubersterblichkeit stets dasselbe.

Da K. kleiner ist als 1, gilt dasselbe fiir die Variation der Primie.
eier reinen Todesfallversicherung T, denn T = G—11.

,
P(T) = — (1— E;") A?”‘z L (8)

an| B
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- 7. Zusammenfassung

Zusammenfassend stellen wir fest:

Wir betrachten verschiedene Sterbensintensititstunktionen g’ (x),
die alle im Altersintervall x bis 4 n gegeniiber der normalen Sterb-
lichkeitstunktion u(z) die gleiche durchschnittlicho Ubersterblichkeit f
aufweisen. Diejenige unter diesen Funktionen, die im ganzen Intervall
stets die gleiche prozentuale Ubersterblichkeit f aufweist, bezeichnen
wir mit p,(z). Wir untersuchen nun die Variation der Primie der
gemischten, der Erlebensfall- und der temporiren Versicherung, die
sich iiber dieses Altersintervall x bis & + n erstrecken und zu diesen
verschiedenen Funktionen gehoren, und finden:

Die Erlebensfall-Einmalpramie ist fiir alle betrachteten Uber-
sterblichkeitsfunktionen die gleiche. )

Iiir die gemischte und die reine Todesfallversicherung mit Finmal-
primie sowie fiir die gemischte, die Frlebensfall- und die reine Todes-
fallversicherung mit jihrlicher Primie gilt folgendes:

Ist die prozentuale Ubersterblichkeit anfangs kleiner als die durch-
schnittliche Ubersterblichkeit f und wird erst spiter grosser, dann
sind die Primien und demzufolge auch die [xtraprimien niedriger
als bei Annahme einer gleichbleibenden prozentualon Ubersterblich-
keit f (Funktion gy (z));

ist die prozentuale Ubersterblichkeit anfangs grésser als die
durchschnittliche Ubersterblichkeit f und wird sie dafiiv am Schlusse
kleiner, dann sind die Primien und demzufolge auch die Extraprimien
hoher als bei Annahme einer gleichbleibenden prozentualen Uber-
sterblichkeit f (Funktion u,(z)).

B. Numerische Beispiele

Wir wollen nun den Finfluss der im Abschnitt A beschriebenen
Variation der Sterblichkeit auf die jahrliche Pramie der gemischten
Versicherung mit und ohne zusitzlichem FKrlebenstallkapital und der
temporiiren Todesfallversicherung an numerischen Beispielen studieren.

Bei der Berechnung der Extraprimie fiir die kombinierte Ver-
sicherung (t - If wenden wir fiir die Grundkombination (gemischte
Versicherung) und fiir die Bonifikations-Zusatzversicherung die gleiche,
erhéhte Tafel an.
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Da die vorhandenen Statistiken, die der Taxierung erhéhter
Risiken zugrunde liegen, gewohnlich nur Angaben iiber die durch-
schnittliche Ubersterblichkeit f enthalten, die effektive Ubersterblich-
keit aber nicht genau proportional zur normalen Sterblichkeit ver-
liuft, haben wir die numerischen Auswirkungen dieser Abweichungen
vom streng proportionalen Verlauf untersucht.

(rewisse dinische ILebensversicherungsgesellschaften verwenden
tiir die Versicherung minderwertiger lieben Sterbetateln mit ver-
schiedenen Makehamsehen Konstanten und beriicksichtigen auf diese
Art fiir jede Klasse den dem Minderwertigkeitsgrunde eigentiimlichen
Ubersterblichlkeitsverlauf. Die Variation der Konstanten wird aus-
gedriickt durch eine Alterserhéhung Az und eine zusitzliche additive
Erhohung der Sterbenswahrseheinlichkeit um o 9/,

Unter Beriicksichtigung dieser Alterserhohungen bzw. dieser addi-
tiven Sterbenswahrscheinlichkeitserhohung sind in Tabelle [ fiir einige
Minderwertigkeitsanlagen die Fxtraprimien EP’ nach der Tafel 41
31, 9% berechnet. IMir jede Kombination ist die durchschnittliche
Ubersterblichkeit f bestimmt und unter der Annahme der genau
proportionalen Sterblichkeitserhéhung wm f % (ug(x) = (1 4 f) ()
die Extraprimie Py berechnet.

Betrachten wir die Tabelle 1 etwas niiher, so sehen wir, dass die
Hypothese der proportionalen Sterblichkeitserhthung im allgemeinen
gute Niherungswerte gibt, indem die Differenz der Iixtraprimien P’
(bei Berticksichtigung des genauen individuellen Sterblichkeitsver-
laufes) und I Py (bei Anwendung eines konstanten Ubersterblichkeits-
taktors f, der der durchschnittlichen Ubersterblichkeit entspricht)
i Vergleich zur Hohe der Extraprimien klein ist, besonders wenn
man die Unsicherheit der medizinischen Risikotaxierung in Betracht
zieht,

Bei den Herz- und Nierenkrankheiten oder den Dispositionen
zu Frkrankungen dieser Organe zeigt sich, dass die Annahme des
genau proportionalen Sterblichkeitsverlaufes zn etwas zu  hohen
Extraprimien fiihrt; bei den leichten Minderwertigkeiten und bei
Tuberkulose sind die Niherungswerte manchmal etwas zu klein,

manchmal etwas zu gross.
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II. Reserveberechnung fiir Versicherungen erhohter Risiken
1. Allgemeines

Im zweiten Teil wollen wir uns nun noch der Reserveberechnung
zuwenden und feststellen, welchen Iinfluss die Anwendung der kon-
stanten Durchschnittsiibersterblichkeit bzw. der normalen Sterbens-
wahrscheinlichkeiten an Stelle der individuellen Ubersterblichkeit
auf die Reserve hat. Diese I'rage ist deshalb interessant, weil nur auf
Grund der genauen Reserven die theoretisch richtigen Abfindungs-

werte bestimmt werden konnten.

In Analogie zu den Ableitungen unter [ A 4 fiihren wir folgende

Bezeichnungen ein:

T

;f‘u, (&)d& = D(7)

und entsprechend

(&)dé = B(x) = O) -+ ag(r)

s ~
-~ 1

T

x

Aus den Randbedingungen (1—)(')&) = @(n) = (1 4+ )M und auns der
Definition von @ folgt A®P(n) = 0 und AD(0) = 0.

Wir untersuchen nun die erste Varviation der wichtigsten wver-
sicherungstechnischen Grossen, indem wir zunichst von der Rand-
bedingung A ®@(n) = 0 keinen Gebrauch machen, wn moglichst all-
gemeine Resultate zu erhalten.

2. Immalprimie der Iirlebensfallversicherung

Aus
11—22‘— e = M:c(cf)dé' = — [P (n)— D(1)]
folgt o o
Aln i*_ v e AD(n) | AD()
und daraus o
AE, .y = B ., (4D() —AdD(n)) ()
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3. Rentenbarwert
Fiir die erste Variation des Rentenbarwertes erhalten wir folgende

Formel:

1 X i
A8, = A9Ma, i ——— [ AP, ENag  (10)

‘-1 i

4. Reserven einer gemischien Versicherung

Ay 17T

V=1
am—l

Daraus ergibt sich, unter Anwendung des Mittelwertsatzes der Integral-
rechnung, fiir die Variation der Reserven folgende Formel:

Aot 17T
AV =~ L0 AD W ag + [APp(2, 2 + ) — AP, (2 +t, o +n)]a,, )
A
(11)
worin ah
AD () = fAM(e)dﬁ
somit
AD(0) = 0

und AD, (r,x+1t), AP, (x4, 2 - n) Mittelwerte der Funktion
_I"A p(&dé im Intervall (x, x +t) baw. (x +t, @ 4 n) bedeuten,
.l'l

die sich auf Grund der Formel errechnen:

1 1 % .
4 d}m (ml’ :E2) = . e J AD (rf——— a,) l&‘ g"s(-'*-'n)dé

Ay, N Y

Diese Formel, durch welche die Variation der Reserven direkt auf
die Variation der Sterbensintensitit zuriickgefilhrt wird, ist jedoch
uniibersichtlich. Ubersichtlicher werden die Verhdltnisse, wenn wir von
der Differentialgleichung der Reserven als Funktion der Zeit ausgehen.

AV = V[6 + p] dt 4+ Pdt— padt



Bezeichnet man die Pramie, Reserve, Sterbensintensitit nach der
Anormalen-Tafel T', mit P’, V', u’, so ergibt sich fiir diese Tafel die
Differentialgleichung:

AV = V' [8 w)dt -+ P dt— ' dt

dV'—dV _
—— = V' —V)o+ V' —Vu)+ (P — P)— (' —p) (12)
(

Fiir den Anfang der Versicherungsdauer (t = 0, V' = 0) ergibt sich:

dV'—dV
e ) = (P == P)— (4 — 1)
dt t=0

Am Anfang der Versicherungsdauer ist also die Reserve nach der
Tatel T, hoher oder niedriger als die Reserve nach der normalen Tafel,
je nachdem die Primienerhohung grosser oder kleiner ist als die Fr-
hohung der Sterbeintensitit. Aus der Formel fiir die Differenz der
Differentialquotienten der Reserven nach der Zeit kann der Verlauf
der Reservekurve am Anfang der Versicherungsdauer leicht iiber-
blickt werden.

s ist einleuchtend, dass bei lebenslinglichen Versicherungen
e Kixtraprimie im allgemeinen hoher ist als die Zunahme der Sterbe-
intensitat am Anfang der Versicherungsdauer; infolgedessen sind bei
dieser Versicherungsart die Reserven nach der Tafel T, wenigstens

in den ersten Jahren, hoher als die Reserven nach der normalen Tafel 7',

i ¢ =n 18t ¥V ==1, und wir haben daher:
AV' —dV
dt

oy PP

t=n

‘Gegen Ende der Versicherungsdauer ist also, bei Vergleich der
Reserven der Tafel tiir erhohte Sterblichkeit mit der Tatel 7,
dv’ dV
> und, da V= V' =1
dt dt

b

ergtbt sich, dass gegen Ende der Versicherungsdauer die Reserve
nach der Tafel mit erhohter Sterbeintensitiit stets kleiner ist als die
Reserve nach der Tafel fiir normale Leben.
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Vergleichen wir jetzt diejenigen Sterblichkeitsfunktionen u’(z)
miteinander, welche den Bedingungen I geniigen, die also im Inter-
vall # bis x ++ n die gleiche Durchschnitts-Ubersterblichkeit f auf-
weisen. Wir untersuchen die Abhiingigkeit der Reserven der gemischten
und lebenslinglichen Versicherungen vom Verlauf dieser individuellen
Ubersterblichkeitsfunktionen, die wir mit der Tafel 79 (u,(x) mit
genau proportional erhohter Ubersterblichkeit) vergleichen *). iir
diese Klasse von Vergleichsfunktionen ist 4 ®@(0) = A®(n) = 0. Da
wir schon frither gesehen haben, dass P’ und P, fiir die beiden Tafeln
T, (Sterbeintensitiit ¢/) und T° (Sterbeintensitit y,), die im Intervall
x bis z -+ n die gleiche durchschnittliche Ubersterblichkeit aufweisen,
sich numerisch voneinander nur wenig unterscheiden, ergibt sich fiir
den Anfang der Versicherung, dass V' >V, sofern u'(z) << po(z) ==
= (14 f)p(x), d.h. wenn bei einem Sterblichkeitsverlauf der von
uns betrachteten Grossen das Verhiltnis zur normalen Sterblichkeit
am Anfang kleiner ist als spéter, dann sind die anfiinglichen Reserven
im allgemeinen grosser als nach der Tafel T9. Dieser Fall ist realisiert
bei Alterserhohung. Bei einer Erhohung der Sterbeintensitit um eine
additive Konstante ist dagegen fiir den Anfang der Versicherungs-
daver u'(z) > uy(x), und demzufolge ist zu erwarten, dass V' << V.

(tegen das Ende der Versicherungsdauer ist

av’ i,
A (‘__‘1) — PP
dt {=n dt t=n

Unsere Berechnungen haben gezeigt, dass dieser Unterschied relativ
klein ist; der Reserveverlauf ist also am Schlusse der Versicherungs-
dauer fiir simtlichie Ubersterblichkeitsfunktionen, die der Bedingung I
geniigen, ziemlich gleich.

3. Zusammenfassung

In der Tafel II sind die Nettoreserven fiir die gemischte Versiche-
rung, Eintrittsalter 40, Dauer 20, berechnet auf Grund der normalen

*) Fiir den Vergleich der Reserven nach der Tafel TS mit c'len Rese_rven‘nach
der normalen Tafel T, verweise ich auf die Arbeit von P. Riebesell im Heft 1
SIGS Bandes 48 der «Mitteilungen schweizerischer Versicherungsnmthematiker»,
In weloher die F'rage nach der Verinderung der Reserven bei einer Verinderung
der Rechnungsgrundlagen auf andere Weise untersucht worden ist.

7
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Sterblichkeit (Tafel T'), auf Grund der Sterblichkeitstatel mit variierten
Makehamschen Konstanten (Tafel T',) und unter der Annahme genau
proportionaler Sterblichkeitserhéhung um f %, wobei f auf Grund
der Gleichung (1) bestimmt sein soll.

Waihrend fiir die leichten Krschwerangen (Azx = 0, da = 29y,)
und die leichten und schweren Tuberkulosetille (Ax = 5, da = 49/,
bzw. 89/y,) die Approximation der Reserve durch die Tafel 7° mit
proportionaler Sterblichkeitserhohung fiir die meisten Zwecke genau
genug ist, sind die Reserven fiir gemischte Versicherungen bei den
Herztateln (Ax =T baw. 15, Aa = 0) und bei der Albuminurietafel
(Adx =14, Ae = 49/,) bedeutend hoher als bei der entsprechenden
Tafel T°. Zum Teil sind sie sogar, insbesondere in den Anfangsjahren,
hoher als die Reserven nach der normalen Tafel T).

6. Reserveberechnung wn der Praxis

Sehr oft werden die Reserven fiir Versicherungen anormaler
Risiken nach den gleichen Grundlagen und Methoden berechnet wie
fiir normale Risiken.

(rewisse Gesellschaften berechnen zuerst die Extraprimie,
basierend auf der Annahme einer proportionalen Erhohung der nor-
malen Sterbenswahrscheinlichkeit. Dann wird diese Extraprimie in
eine Alterserhohung umgerechnet in der Weise, dass nach dem gleichen
Tarife diejenige Alterserhohung Az’ ermittelt wird, welche den gleichen
Wert fitr die Extraprimie ergibt. Alsdann werden die Reserven nach
der normalen Tafel, aber mit einem um Az’ Jahre erhéhten Eintritts-
alter berechnet. Auf diese Weise ergeben sich im allgemeinen etwas
zu hohe Reserven.

Andere Gesellschatten rechnen die Frhéhung der Sterbenswahr-
scheinlichkeit am Anfange und am Schlusse des Altersintervalls je in
eine Alterserhohung um und definieren die «mittlere Alterserhéhungy,
auf Grund welcher Iixtraprimie und Reserve berechnet werden, als
deren Durchschnittswert 1).

') Vgl. 2 B. Berger: Prinzipien der Lebensversicherungstechnik II, Berlin
1925, 8. 125 und folgende.
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Iil. Abfindungswerte bei Versicherungen minderwertiger Leben

Solange die auf oben beschriebene Art errechneten Reserven
nur zu Bilanzzwecken Verwendung finden, sind die angegebenen
Methoden hinreichend genau genug. Wenn in der Bilanz etwas zu
hohe Reserven eingestellt werden, Hegt dies i der Linie einer vor-
sichtigen Geschiiftstithrung. Anders verhilt es sich, wenn diese Re-
serven zur Berechnung der Abfindungswerte bel vorzeitigem Abgang
dienen. In diesem lIfalle sind sowohl die Versicherungsgesellschaften
als auech die gewinnberechtigten vertragstreuen Versicherten be-
nachteiligh, wenn vorzeitig Austretenden zu hohe Abfindungswerte
ausgerichtet werden.

1. Berechnung der Riickkaufswerte

Fiir die Riickkaufswerte ist es nicht gleichgiiltig, welche Reserve-
berechnungsmethode zur Anwendung kam, sind doch z. B. bei einem
Risiko der sehweren Tuberkuloseklasse nach Bezahlung von 5 Jahres-
pramien bei gemischten Versicherungen von 20jihriger Dauer schon
Unterschiede von beinahe 109/, vorhanden; bei einer gemischten
Versicherung mit Erlebensfall-Zusatzversicherung, wie sie gelegentlich
zur Kompensation des erhohten Todestallrisikos abgeschlossen werden,
betrigt der Unterschied gelegentlich iiber 30 9/y,.

Da fiir die Reserveberechnung in der Praxis die individuellen
Ubersterblichkeitstafeln nicht in Irage kommen, hat man sich fiir
eines der drei besprochenen Niherungsverfahren zu entscheiden:

1. Die Reserve wird berechnet nach der Tafel mit proportional
erhohter Sterblichkeit.

2. Die Reserve wird berechnet nach der normalen Tafel, aber mit
¢iner irhohung des Bintrittsalters wm Az’ Jahre, entsprechend der
Ubersterblichkeitsklasse.

3. Die Reserve wird berechnet nach der normalen Tatfel ohne
:\Iterserlu‘ilmng (normale Riickkaufswerte).

Das erste Verfahren gibt im allgemeinen eine gute Annitherung.
Nur bei Minderwertigkeitsanlagen, die sich erst spit auswirken, bel
denen also das Schwergewicht der Ubersterblichkeit auf den Schluss
verlegt ist, wie z 3. bei Herzkrankheiten, werden die Riickkaufswerte
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etwas zu klein. Dieses Verfahren wird in der Praxis nur selten an-
gewandt, obschon es vom technischen Standpunkt aus besser be-
friedigt als die beiden andern, bei denen der Versicherer meistens
etwas zu kurz kommt.

Wenn die Abfindungswerte iiberhaupt auf Grund der vorhan-
denen Reserve berechnet werden und nicht nach einer mechanischen
Formel 1), dann kommen in der Praxis vorwiegend die Methoden 2
und 3 zur Anwendung. Das zweite Verfahren liefert im allgemeinen
die hochsten Riickkaufswerte; ausser bei Minderwertigkeitsanlagen
mit auf den Schluss konzentrierter Ubersterblichkeit sind die Riick-
kaufswerte zu hoch. Dieses Verfahren empfiehlt sich also nicht.

Das dritte Verfahren hat den Vorteil grosster Finfachheit fiir
sich. Bel Minderwertigkeitsanlagen mit gleichméssiger Verteilung der
Ubersterblichkeit iiber die ganze Versicherungsdauer sind die resul-
tierenden Riickkautswerte etwas zu hoch, bei Minderwertighkeits-
anlagen mit auf den Schluss konzentrierter Ubersterblichkeit (Herz)
sind sie dagegen zu klein.

Uber die numerischen Auswirkungen gibt die Tabelle I1I Auskunft,
in der die Reserven einer gemischten Versicherung, Dauer 20, Hin-
trittsalter 40, nach den 3 Niherungsmethoden berechnet und den
«genauen» Werten nach der Tafel mit den individuellen Ubersterblich-
keiten 7', gegeniibergestellt sind.

Wir sehen daraus, dass die zweite Methode, die sogenannte Alters-
erhohungsmethode, fast in allen I'illen zu hohe Werte ergibt. Wenn
man also zur Frmittlung des Riickkaufswertes, im Streben nach
verwaltungstechnischer Vereinfachung, nicht die Tafel mit den pro-
portional erhohten Sterbenswahrscheinlichkeiten anwenden will, die
der Extrapriamien-Berechnung zugrunde lag, dann empfiehlt es sich,
die Anormalitit in der Berechnung des Riickkaufswertes iiberhaupt
nicht zu beriicksichtigen.

2. Primienfreie Reduktion

Wenden wir uns nun noch der priamienfreien Reduktion zu. Bei
einem Vergleich der herabgesetzten Versicherungssummen nach den
verschiedenen Methoden konnen wir die Abschluss- und Verwaltungs-

1) Z.B. Methode der proportionalen Reduktion.
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kosten ausser acht lassen. Die primienfreie Summe berechnet sich
dann nach der Formel

vorhandene Reserve

Nettoeinmalprimie

Fir gemischte Versicherungen kann diese Gleichung auf die
Form gebracht werden

' (P4 d).,V
e
P(P+d t- Va—,V
ASG — AV (P +d) ~—~AP( J( V)
(PFd-, V) (P +d- V)

Hierin sind sowohl 4V als auch 4 P abhingig von der Variation der
Sterblichkeit.

Da fiir die zum Vergleich herangezogenen Sterblichkeitsfunktionen
gemiiss den Bedingungen I die mittlere Sterblichkeit die gleiche ist,
A P somit stets eine kleine Girosse bedeutet, 1st zu erwarten, dass die
Variationen 48, und 4,V ungefiihr parallel zueinander verlaufen,
mit anderen Worten:

Bei denjenigen Ubersterblichkeitsfunktionen, bei denen die Re-
serven hoher sind als bei der Tafel mit proportionaler Sterblichkeits-
erhohung, sind im allgemeinen auch die Reduktionswerte hoher.

Wir wollen nun den Grad der Genawigkeit der dret vorhin be-
schriebenen Niherungsmethoden bei der Berechnung der prémien-
freien Summe am Beispiel einer gemischten Versicherung, Dauer 20,
Eintrittsalter 40, untersuchen. (Vgl. hiezu Tabelle 1V.)

Auch hier liefert die Methode 1, bei der die Sterbenswahrschein-
lichkeiten proportional erhoht sind, die niedrigsten Werte. Bei den
Minderwertigkeitsanlagen mit einer gleichmdssig iiber die ganze Ver-
Sicherungschmer verteilten Ubersterblichkeit sind diese naturgeméss
den genauen Werten (Tafel T,) am besten angeglichen. BQi Minder-
wertigkeitsanlagen, bei denen das Schwergewicht der Ubersterblich-
keit auf den Schluss der Versicherungsdauer ftillt, sind die Werte
hach Methode 1 zu klein. Durch Anwendung der Alterserhéhungs-
Methode werden die Reduktionswerte gegeniiber denjenigen fiir
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normale Lieben (Methode 3) etwas erniedrigh; im Vergleich zu den
genauen Werten nach der Tafel 7', sind sie dagegen im allgemeinen
immer noch etwas zu hoch.

Zusammenfassung

Bei der Berechnung der Fxtraprimie stimmt die Methode der
proportionalen Sterblichkeitserhohung mit den «genauen Werten,
die sich bei Beriicksichtigung der individuellen Ubersterblichkeits-
funktionen ergeben, in allen Iéllen praktisch hinreichend genau
itberein,

Da das Beobachtungsmaterial zur Sterblichkeitsuntersuchung
anormaler Leben stets sehr beschrinkt ist, ist es giinstig, dass trotz
der Verschiedenartigkeit des Verlaufs der Ubersterblichkeit bei den
verschiedenen Minderwertigkeitsanlagen die Fxtraprimie schon bei
Kenntnis eines einzigen Parameters gut approximiert werden kann.
Es geniigt daher, fiir jede Minderwertigkeitsursache die durchschnitt-
liche Ubersterblichkeit in grisseren Altersintervallen festzulegen und
nachher die Fixtraprimie nach Tafeln mit konstanter prozentualer
Ubersterblichkeit zu ermitteln. Soweit nur die Berechnung der Iixtra-
primie in I'rage kommt, eriibrigt es sich also, tin jede Minderwertig-
keitsursache besondere Sterbetafeln anzulegen.

Zur Frmittlong der Riickkaufs- und Reduktionswerte ist dagegen
die Anndherung etwas weniger gut, insbesondere wenn das Schwer-
gewicht der Ubersterblichkeit gegen den Schluss der Versicherungs-
dauer verschoben ist. In diesem letzteren I"alle sind die Néherungs-
werte, die bei proportionaler Sterblichkeitserhohung gefunden werden,
etwas zu niedrig.

Da fiir die Praxis komplizierte Berechnungen fiir Abfindungs-
werte anormaler Leben nicht am Platze sind, werden fiir Versicherungen
auf anormale Leben meistens die nach der Tafel fiir normale Leben
bestimmten Abfindungswerte ausgerichtet. Fs zeigt sich, dass die-
jenigen anormalen Versicherten, die sich fiiv die primienfreie Reduk-
tion entscheiden, im allgemeinen etwas zu hohe Werte zugestanden
erhalten.,
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Tabelle 1

Vergleich der Extrapriimien einer gemischten Versicherung
nach der individuellen Ubersterblichkeitsfunktion g’
und nach der konstanten Durchschnitts-Ubersterblichkeitstunktion p

. - Extraprimie bei
Durch- Extrapriimie bel |\ wonqung der
schnittliche | Anwendung der konstanten
& n Uber- 1'““""1“""9" Durchschnitts- Differenz
Sterblichkeit j | ©Persterblichs |y orperblich-
in 9% knltsttn:ktion keitsfunktion
| I i | |
Tafel fiir leichte Erschwerungen Az =0 Ao = 2%,
30 (0 22 | 1,02 095 | +0,07
40 18 | 1,02 | 095 | 4007
50 11 | 1,08 i 0,92 Lo
30 20 20 i 1,21 ; L1 o
40 1: | 1,22 . 0,94 i 10,28
Tafel fir leichte Tuberkulosefdlle  Ax =5 Jahre Aot = 4%,
30 10 54 2.33 ‘ 2,38 ‘ —0,05
40 59 3,07 ! 3,16 [ —0,09
50 65 5,47 | 5,48 \ —0,01
30 20 57 | 3,08 3,15 —0,07
40 | 63 L 440 | 4By | —019
Tafel fiir schwere Tuberkulosefdlle Ae =35 Jahre Ao = 8%
30 10 | 99 ! 4,48 ! 4,40 ’ -+0,08
40 ! 95 f 5,18 | 5,12 40,06
50 J 87 ; 7,62 . 7,38 0,24
30 20 97 | 5,58 ‘ 5.41 0,17
40 %0 692 659 | 1033
Leichte Herz-Tafel Az =17 Jahre  Ado=0
30 10 | 14 ? 0,53 0,61 —0,08
40 | 37 163 1,97 0,34
50 ’ 68 | 5,26 | 573 | 047
30 oo | o1 | o9 | 148 | 052
40 56 | 803 407 | —lo04
Schwere Herz-Tafel ~ Ax = 15 Jahre Ao =0
30 10 54 ‘ 1,90 ‘ 2,33 E —0,43
40 137 | 624 | 7,43 1,19
50 230 | 18,606 | 299: %E (4]%
P 20 v -1'.”33 O 1ass 355
0 ‘l.)e) i Ly \ »"* ]
Albuminwrie-Tafel ~ Aw = 14 Jahve Ao = 470 .
30 10 92 373 4,08 0,35
40 156 7,54 8,48 0,94
50 225 18,54 19,62 —1,08
30 20 128 5,50 7,19 —1,60
40 199 1220 | 14,86 —2,60
—— |




Vergleich des Finflusses der individuellen Ubersterblichkeitsfunktion
auf die Extraprimien fir gemischte Versicherungen, Frlebensfall-
Versicherungen und reine Todesfall-Versicherungen,
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Tabelle 1a

Hintrittsalter 40, Dauer 20

EP' - EP,
Gemischte Temporiire
. Gemischte Versicherung p
Az Ae Versicherung mit doppelter I‘osll(;sfa.ll-
Erlebensfallsumme VREREIGERNE
0 20/ 10,28 10,35 10,21
5 40/, —0,19 0,25 —0,18
5 8 %0 +0,33 40,42 +0,24
7 0 1,04 1,41 0,67
15 0 —3,56 —4,33 —2,77
14 49/, —2,60 —3,25 —1,95
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Tabelle 11

Vergleich der Nettoreserven einer gemischten Versicherung

mit Fintrittsalter 40, Dauver 20, nach den Tafeln 7', T und T°
Diflerers | Differenz | Ditferens
; T, T Tq gegen Ty 70 T9 gegen T, | T, gegen T
(¢)= (b)~(a) (@)= (d)-(a)| (= (b)-(@)
(a) (b) () (d) (€) )

| | | | | f
Tafel fiir leichte Erschwerungen To: Aw =0 Ao = 2%, To:f= 139/,

3| 108,34 | 101,41 1,93 | 10230 | —1,04 —-0,89
5| 179,17 | 176,16 | —3,01 17748 |  —1,69 1,32
10 | 896,58 | 891,90 | —468 393,50 | —3,08 —1,60

Tafel fiir leichte Tuberkulosefille T,: Ax = 5 Jahre Ao = 4%, 19:f = 63/,

3| 108,34 | 101,15 219 99,74 | —8,60 11,41
5 179,17 | 17588 | —8,79 173,24 | —5,98 2,14
10 | 89658 | 38814 | —844 385,91 | —-10,67 2,93

Tafel fir schwere Tuberkulosefille T,: Ax = 5 Jahre Ao = 8%y, T9:f = 90/,

3| 108,34 9784 | —6,00 98,33 | 5,01 0,99
51 17917 | 16942 | —9.75 170,94 | —8,28 1,52
10| 896,58 | 87892 | —17,66 381,59 | --14,99 —0,67

Leichte Herz-Tafel T,: Az =T Jahre Ao =0 T9:f= 569,

3] 103,34 | 105,90 2,56 99,76 —3,58 16,14
51 17917 | 18245 3,08 173,89 |  —5,28 8,56
10 | 896,58 | 897,66 1,08 387,09 9,49 10,57

Schwere Herz-Tafel T,: Aw =15 Jahve Ao =0 1Tq:f= 195%/,

‘ 103,34 110,55 7,21 93,16 —10,18 17,39
5 179,17 188,23 9,06 162,43 -—16,74 25,80
10 396,58 398,23 1,65 365,57 —31,01 32,66

Albuminwrietafel T,: Az — 14 Jahre Ao = 4%, Tq: f =199/,

3| 103,34 | 106,27 2,93 92,98 | --10,36 13,29
51 179,17 | 181,69 2,52 162,12 | —17,05 19,57
10 396,58 389,54 7,04 $64,98 —-31,60 24,56

—
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Tabelle 111

Reserven einer gemischten Versicherung nach ¢ Jahren.
Niherungsverfahren

ITu . individuelle |T9:proportionale| Normale Tafel | Normale Tafel

; l Ubersterblich- | Sterblichkeits- mit Alters- Ty ohne
' keitstafel erhohung f 9%, | erhéhung Az’ | Alterserhéhung
(¢genauerWert»)| (Methode 1) (Methode 2) (Methode 3)
Tafel fiir leichte Eschwerungen
15].’1!=0Am=20/0() f_-—" 13(3/0 Awl - 3
3 i 101,41 102,30 104,14 l 103,34
5 i 176,16 177 48 180,30 i 179,17
10 391,90 | 893,50 397 396,58
Tafel fiir leichte Tuberkulosefdlle
Ae=5Ada= 4%, =639 Aa' =9
3 | 101,15 9974 | 106,86 103,34
5 _‘ 175,38 173,24 ’ 183,52 : 179,17
10 | 388,14 385,91 397,88 | 396,58
Tafel fiir schwere Tuberkulosefille
Az=5A0=8%, =909 dz' = 11
3 097,34 .' 98,33 “ 107,84 ' 103,34
5 169,42 | 170,94 184,91 179,17
o 378,92 ' 381,59 ‘ 397,92 396,58
Leichte Herztafel
Az =T A= 0 f=569% Ao’ =8
3 l 105,90 99,76 ‘ 106,38 | 103,34
5 | 182,45 173,89 18298 | 179,17
10 | 397,66 387,09 1 397,77 ‘ 396,58
Schwere Herztafel
Az=15 Ax=0 [f=1959 Az’ = 17
g | 110,55 | 93,16 112,30 108,84
5 { 188,23 162,43 19080 | 179,17
10 | 398,23 365,57 398,46 | 396,58
Albwminawrietafel
Az =14 Aa= 4%, f=199% Aa’ = 17
g 4] 106,27 92,98 112,80 108,34
5 181,69 162,12 190,30 179,17
10 389,54 364,98 398,46 396,58
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Tabelle IV

Priimienfreie Summe einer gemischten Versicherung nach ¢ Jahren.
Néherungsverfahren
(ohne Abzug fiir nicht amortisierte Abschlussprovision) z = 40 n — 20

T's : individuelle |19: proportion&le‘ Normale Tafel | Normale Tafel
; Ubersterblich- | Sterblichkeits- mit Alters- Ty ohne
keitstafel erhohung 9, | erhthung Az’ | Alterserhhung
(«genanerWert»)|  (Methode 1) ‘ (Methode 2) | (Mothode 3)
Tafel fiir leichte Iirschwerungen
Av=0Ae= 2%, f=189 Az’ =3
3 169 ' 169 173 174
5 278 278 284 285
10 536 536 542 | H44
Tafel fir leichte Tuberkulosefdlle
Ae=5Ae=4%, f=168% Az’ =9
: | 164 162 172 ' 174
5 | 270 2617 282 i 285
0 | 525 | 522 535 | 544
Tafel fiir schwere Tuberkulosefdlle
3 ‘ 161 ’ 157 17 174
5 ! 267 * 260 280 285
0 | 511 | 512 531 | B
Leichte Herztafel
Az =T Ada=0  [=569, Ax' =8
3 173 | 162 ’ 172 | 174
5 2883 | 269 282 | 285
10 537 | 525 I 536 | 544
Schwere Herztafel
3 ‘ 170 | 142 . 169 174
5 276 | 238 275 285
10 1 522 | 480 ’ 517 | 544
Albwmanurietafel
Az=14 Aa=4%, f=199% Aa’ =117
: 163 141 169 174
5 267 237 275 285
10 509 | 481 517 544
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