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Die Berechnung von Pramienreserven
unter Benutzung der Formel
von Gompertz-Makeham

Von Gunther Albers, Hamburg

L.

Die iiblichen Verfahren zur Berechnung der Priimienreserve eines
Versicherungsbestandes machen die Unterteilung des Bestandes in
bestimmte Gruppen erforderlich, und zwar durchweg entweder in
Gruppen mib gleichem erreichten Alter oder aber auch mit gleicher
restlicher Versicherungsdauer. Es soll nun ein Verfahren gezeigt werden,
das jedenfalls fitr die iiblichen Versicherungsformen eine Gruppen-
bildung iiberfliissigc macht, das also gestattet, die Gesamtreserve nach
Summierung gewisser Werte in einem Rechnungsgang zu ermitteln.
lis handelt sich hierbel im wesentlichen um die Anwendung eines Prin-
zips, dag schon bei anderen Gelegenheiten mit Krfolg benutst werden
konnte 1) und das sicher noch weitere Moglhichkeiten — wie z. . die
Frfassung von Tilgungshypotheken — in sich birgt.

Voraussetzung ist hierfiir, dass die gewiinschte Ausscheideordnung
dem Gesetz von Gompertz-Makeham folgt. Das bedeutet aber wohl
kaum eine Rinschrinkung, da man durch eine geeignete Wahl der
Konstanten die durch Beobachtung gewonnenen Werte in ausreichen-

der Anniitherung wiedergeben kann.
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In der Formel tir den Barwert der temporiren Leibrente
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15t bekanntlich gemiss der Formel von Gompertz-Makeham i die
t-Jihrige Firlebenswahrscheinlichkeit ,p, der Wert st geie™-1) einzusctzen.

1) «Ein vereinfachtes Verfahren der Lebensriickversicherung gegen natiirliche
Priimien» in Mitteilungen der Vereinigung schweizerischer Versicherungsrathe-
Matiker, 1947, 8. 853, und «Die Erfassung der Beitragsvorauszahlungen fiir den
Jahresabschlussy in Deutsche Versicherung 1944, Nr. 2, S. 68.



Wir erhalten dann
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Der Wert ¢° 1“1, also die Krlebenswahrscheinlichkeit nach der Formel
von Gompertz, lasst sich nun auf Grund der allgemeinen Beziehung
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in folgende Rethe entwickeln:
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Hieraus ergibt sich nun fitr den Leibrentenbarwert inscesamt

wobel

1 A m -l me m
= [¢"(¢" 1) Ing]" = — (Ing)
m! m!

o

L o
i =1+ ¢ (05)*(c®—1) Ing + o ¢ (vs)® (Ing)? [(¢%)% —2¢" + 1] +

1.
(00 (g [( P~ (@2 + 30 1] +

*) .

1
+ s+ c¢*vs(c—1) Ing + o ¢*vs(Ing)? [¢—2¢ 4 1] +

+ —— "5 (Ing)3 [ —B8¢* +Be—1] + ...

+ (08)* + ¢*(vs)2(c*—1) Ing

¢**(vs)? (Ing)* [(¢®)®—2¢® + j[] -

*$Cmnmum-mwmudh~-

| 1, ‘
ol (‘l?b’)”-l e C;r (’U«S’)"—I (C-nrrl [) lllg i ‘f)""“ c_..r, (US)“‘[ (hlg)‘)' [(cnul)‘_),__ :.)Jcn—l s l] 4

-l

1 . -
+ = ¥ (ms)™ (Ing)® [(*)B—8 (" 1) + Be™ — 1+ ...



— 1D

Ut

und weiter, wenn man die Klammern auflost und die Clieder mit
gleichen Faktoren der Art vse! zusammenfasst,
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Bet der Berechnung der Priimienreserve ist nun nicht der Barwert
der Leibrente fiir das Fintrittsalter x, sondern fiir das erreichte Alter
(# + m) nach Ablauf von m Versicherungsjahren wichtig. I'iir diesen
Wert erhalten wir entsprechend
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Jotzt fuhren wir als neue Grossen das rechnungsmiissige Geburts-
jahr G, das Ablaufsjahr der Versicherung 4 und das Berechnungsjahr
der Priimienreserve B ein durch die Beziehungen

r+m=B—G und n—m=4—DB

Wenn wir weiter
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und weiter
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eingefithrt haben, erhalten wir endlich
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Da die Zahlen A, B und (¢ fir das praktische Rechnen zu gross sind,
bleibt noch iibrig, alle Werte auf ein festzusetzendes Jahr N (Norm-
jahr) zu beziehen.
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wobel jetzt
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Hiermit haben wir den Barwert der Leibrente in eine Form
aebracht, in der die wihrend der Versicherungsdauer variablen Fak-
toren nur vom Berechnungsjahr B abhingen.

LLL.

Wir sind also in der Lage, alle Werte zusammengefasst zu berech-
nen, die sich durch das Produkt einer Letbrente mit einer kongtant
bleibenden Grosse darstellen lagsen. Dies trifft insbesondere fiir das
riskierte Kapital zu, dessen Berechnung ja praktisch gleichbedeutend
der der Primienreserve 1st. Ifiir die Versicherung auf den Todes- und
irlebensfall sowie fur die Todesfallversicherung ist das gezillmerte
riskierte Kapital bekanntlich
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Fiir die Todesfallversicherung mit abgekiirzéer Beitragszahlungsdauer
ergibt sich entsprechend
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withrend wir fur die Versicherung mit festem Auszahlungstag

mit



s Y e

erhalten. Bel der Versicherung mit festem Auszahlungstag ist aller-
dings fiir die Berechnung der Priimienreserve ausserdem noch der dis-
kontierte Wert der Versicherungssumme erforderlich, dessen genaue
Berechnung sich leider mit der des riskierten IKapitals nicht vereinigen
liisst, da dieses eigentlich nach der Tormel von Gompertz und mit dem
Diskontierungsfaktor vs ermittelt wird, withrend die Versicherungs-
summe mit dem Iaktor » diskontiert werden muss.

Bei Versicherungen gegen liinmalbeitrag ist das riskierte Kapital
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IV.

Theoretisch wiire die gestellte Aufgabe hiermit gelost, aber lisst
sich das Verfahren auch praktisch anwenden ? Ks ist jedenfalls unmog-
lich, fiir jede Versicherung eine grosse Zahl von Hilfszahlen festzu-
halten und diese tiber den ganzen Bestand zu summieren. Da die
Reihen jedoch jedentalls in den hauptsichlich fiir die Versicherung in
Betracht kommenden Altern so schnell abnehmen, dass man die Fint-
wicklung ohne einen betriichtlichen Fehler nach den Gliedern mit den
Faktoren f; bzw. k; abbrechen kann, wiirde es aber ausreichend sein,
wenn man fiir jede Versicherung 4 Hilfszahlen ermitteln wiirde. Zudem
lassen sich die folgenden Glieder aus diesen Werten zumindest
niiherungsweise errechnen. Iiir eine Versicherung auf den T'odes- und
Irlebensfall hiitte man dann z. B. folgende Hilfszahlen festzuhalten:
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Wie leicht einzusehen ist, eriibrigt der Wert H; das besondere De-
rechnen der Nettoprimie. Das riskierte Kapital fiir den gesamten

Bestand wiire hieraus zunichst
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Bei einer probeweisen Wrmittlung fiir einen grosseren Ver-
sicherungsbestand ergab sich, dass mit diesen Hilfszahlen etwa 98,3 95
des riskierten Kapitals bestimmt werden konnten. Ks liegt nun nahe,
die weiteren Glieder nitherungsweise zu berechnen als

2H, (X H,)?
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jedoch miissen diese Zahlen nach den bekannten Sitzen itiber Mibtel-
werte zu klein sein, und die ausgefithrte Rechnung ergab, dasg sie ins-
gesamt nur etwas itber 40 9% der wahren Werte betrugen. Man hiitte
immerhin noch mit einem Fehler in Hoéhe von 1 9%, #zu rechnen. s
scheint also angebracht zu sein, einmalig oder doch nur in grosseren
Zettabstinden den Versicherungsbestand getrennt nach Geburts-
jahren zusammenzufassen und dann die Glieder mit den [Paktoren
fos fs - - s ko, by ... genau zu bestimmen. Hieraus ergeben sich dann
Faktoren zur Korrektur der Niherungswerte, die solange Giiltigkeit
haben diirften, wie die Streuung des Bestandes beziiglich der Alter
sich nicht wesentlich dndert. Bezeichnet man diese Faktoren mit
K, K,...,K,, K, ..., 80 erhiilt man endgiiltig
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Bei der probeweisen Berechnung ergab sich z. B. finr das Glied mit der
Konstanten f, em mittleres Alter von 50,16 Jahren, fiir das niichste
Ghed (mit f,) von 54,03 Jahven, worauf weiter 58,72 Jahre folgten.
Es ergab sich also hierbet

K, = ROLO350,16) 771 K, - (B (58,72-50,16) __ 25,68

Fs darf in diesem Zusammenhang darauf hingewiesen werden,
dass bet Anwendung des Hollerith-Verfahrens die Lochung der Hilfs-
zahlen fiir den Versicherungsbestand durchweg mechanisch mit Hilfe
des Rechenlochers durchgefiithrt werden kann.

Versicherungen verbundener Leben miissen gesondert in dex-
selben Weise erfasst werden. Der Diskontierungsfaktor vs ist hier
durch vs? zu ersetzen, und ausserdem ist auf Grund der Formel von
Gompertz das Frsatzalter zu bestimmen.

Die Risikoprimie des Jahres wire zu ermitteln nach der Re-
kursionsformel
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Bei Benutzung kontinuierlicher Werte wirden fiir die Grosson at™
die Formelh gelten
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