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De la fonction d'evenement
d'un ensemble ouvert variable

Par Alfred Mare/, Neuchätel

I
1° Dans une reinarquable publication due ä Tarjän [1]*), la fonc-

lion d'evenement d'un ensemble ouvert variable a ete reduite ä la
connaissance de la fonction de renouvellement de Moser [2]. Nous

nous proposons de demontrer deux nouvelles relations. La premiere
permet de calculer directement la fonction d'evenement d'un ensemble

variable ä partir d'un ensemble constant. Avec la seconde relation
nous poursuivons le meme but, mais par l'intermediaire d'une nouvelle
fonction. Nous visons done en quelque sorte ä faire le contraire de ce

qu'a fait Tarjän. Finalement nous ordonnerons en un tout homogene
les principales relations concernant le report d'evenements d'un
ensemble sur un autre.

Nous distinguerons tout d'abord trois types d'ensembles:

a) L'ensemble du premier type ou 1 '«EF».
Ainsi nous designons un ensemble ferme (ne se renouvelant

pas) et dont nous normons le nombre initial des elements a «1».

L'evolution de cet ensemble est caracterisee par la fonction
bien connue p (t).

b) .L'ensemble du deuxieme type ou YuEOC».

C'est 1 'ensemble ouvert (e'est-a-dire se renouvelant) et constant

dont nous normons egalement le nombre des elements ä «1».

c) L'ensemble du troisieme type ou 1 '«EOV».
Ce type represente 1 'ensemble ouvert et variable (non

constant). C'onvenons ici aussi que le nombre des elements consideres

au moment t 0 soit «1».

J) Les numeros entre [ ] renvoient ä la liste des ouvrages cites.
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Les conventions adoptees nous permettent de faire sans autre des

comparaisons d'un ensemble ä l'un des deux autres et de deduire des

relations simples, sans pour cela diminuer la generality des deductions.

2° Afin de pouvoir effectuer ces comparaisons encore plus simple-

inent et sans devoir employer trop de texte, nous voulons en outre
introduire un Systeme de symboles uniformes. A ce sujet nous nous

permettons de faire remarquer que la relation que nous avons publiee
dans les Actes du dernier Congres international [3], est le resultat
d'une intuition que nous n'aurions pas eue, si nous n'avions pas soumis

les symboles employes jusqu'alors dans ce domaine a une critique
serree. Nous sommes persuades qu'un Systeme de symboles con-
venablement choisis et ordonnes, bien qu'irrelevants pris isolement,
revele par lui-meme des resultats qui sans cela pourraient rester in-

connus. Un tel Systeme permet une vue d'ensemble exacte en meme

temps que rapide sur un domaine, ce qu'une deduction utilisant une
notation prise au hasard ne permet pas. II en resulte aussi une eco-

nomie de temps pour celui qui veut simplement s'informer on qui
veut comparer rapidement divers travaux. On ne saurait vouer trop
de soin ä la notation comine telle.

3° Pour les differentes fonctions qui seront utilisees, nous intro-
duisons les symboles suivants en designant par des lettres minuscules
les fonctions de l'EF et par des majuscules les fonctions de l'EO en

distinguant par l'indice «c» les fonctions de l'EOC de Celles de l'EOY:

Dans un
P.OC EOVEP

Pour

a) la fonction generale «Eve-
nement» V r. Y

b) les fonctions particulieres
1° «Evolution» V P

[avec les normes p(0) l n i *)]
2° «Renouvellement» / K F

*) Voir remarque aux pages 98/99 de [1],
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Le Symbole Fc represente la fonction de renouvellement que Moser
designe par 95

La fonction /(<) se rattache facilement a des fonctions connues:

f(t) — p'{t)

Dans le travail deja cite nous avons montre que la fonction /(f) de

1"EF correspond ä la fonction de renouvellement Fc de l'EOC.

Afin de simplifier encore la notation, nous representerons l'inte-
grale generale

1 t

fA(s)B(t— s)ds fA(t— s)B(s)ds
6 0

simplement par
J AB

et nous laisserons generalement tomber aussi la variable simple t

(temps) des differentes fonctions.

II
4° Passons maintenant ä l'enonce et a la demonstration des nou-

velles relations. Xous supposons que le travail de Tarjän est connu
et nous ne relevons ici que sa derniere relation qui est aussi la plus
importante. Dans la notation adoptee, celle-ci s'ecrit

Y=y+fFcy+JP'y+f&y (1)

oil

0=f P'FC

E11 appliquant a (1) la transformation de Laplace (transformation L)
et les «theoremes de plissement» (Faltungssätze) [4], nous pouvons
aussi ecrire

L (Y) L (y) +L(y)L (Fe) + L (y) L (F) + L (y) L (P') L (Fc) (1 a)

5° La premiere relation que nous voulons demontrer est

Y YC+ JP'YC (I)
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Demonstration

En soumettant l'egalite (I) a la transformation L et en appli-
quant les «theoremes de plissement», eile devient

L(Y)=L(YC) + L(P')L(YC) (2)

Si, d'autre part, nous soumettons aux memes transformations une
relation pour Yc de Moser, nous avons encore

L(Yc)=L(y)+L(y)L(Fc) (3)

La valeur L(Ye) de (3) introduite dans celle pour L(Y) de (2) donne

(1 a). La relation (I) est ainsi demontree. La demonstration directe
est aussi possible. On l'obtient au moyen du theoreme de Dirichlet
et de fagon analogue ä celle que nous avons developpee dans [3].

Nous formulerons ce premier resultat comme principe de

superposition pour la fonction d'evenement d'un EOV: L'evenement Y
d'-un EOV se compose additivement de l'evenement Yc de I'ensemble

initial considere comme un EOG et de tous les evenements des variations
successives de cet ensemble considerees comme des EOG.

Sous reserve des normes adoptees, il est done possible d'obtenir
directement la fonction d'evenement d'un EOV par la connaissance
de la fonction d'evenement de l'EOC ayant les memes fonctions de

base y et p et de la fonction devolution de l'EOY. Ce resultat nous

parait etre de quelque importance.
Si nous posons comme cas particulier un EOC, si done nous pos-

tulons
P' ---

alors nous avons
Yc

comme cela doit etre.

6° La deuxieme relation dont nous voulons faire la demonstration

est

Y=y*+fFetj* (II)

ou

y* y + fP'y (Ha)
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Demonstration

De maniere analogue a (I), la relation (II) peut s'ecrire

L(Y) L(y*) + L(FC) L(ij*) (4)
et (II a)

L(y*)=L(y)+L(P')L(y) (5)

En introduisant (5) dans (4), nous obtenons de nouveau l'egalite (la).

Nous voulons egalement enoncer (II) comme principe de

superposition:

L'evenement Y d'un EOV se compose comme I'evenement Yc d'un
EOG, mais l'eoenement y(t) correspondant ä l'EF est ä remplacer par
la valeur intermediate

y* y + jp'y
Si nous posons ä nouveau le cas particulier

P' 0

nous avons

y* y
et, comme il se doit

?=Ye

7° En comparant les relations (I) et (II) on obtient encore la
relation de, reciprocite

Yc+ fP'Yc=y*+ [Fcy*

ou

y* y + f p'y
Le cas particulier

P' 0

donne

Yc y + Fcy

qui est la relation de Moser utilisee precedemment sous (3).
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III
8° Recapitulons les formules principales permettant le calcul

de Yc et Y.

A. Relations entre fonctions des ensembles du premier et deuxieme

type (Moser, Maret):

a) Yc y+fFey avec Fc f + /FJ

V Ye y+jYcf
B. Relations entre fonctions des ensembles du premier et troisiemc

type (Zwinggi [5], Tarjän):

a) Y y + fFy avec F P' -f- / + J Ff

b) Y=y+fYf+fP'y
C. Relation entre fonctions des ensembles du deuxieme et troisieme

type (Maret):

Y= Yc+fP'Ye
1). Relations entre fonctions des ensembles des trois types (Tarjän,

Maret):

1° Y=y+ (Fcy+ JP'y+ f0y ou 0 f P' Fc

2° Y y* + fFc y* ou y* =- y+ f P' y

9° II est interessant de constater que dans A et dans B, ä l'ex-
ception du dernier terme de la relation üb, le role des formules de

type a et b est interverti si, au lieu de proceder du particulier au
general, on part du general pour arriver au particulier, c'est-ä-dire
d'une fonction d'evenement d'un ordre superieur ä la fonction d'evene-
ment d'un ensemble d'ordre inferieur. D'apres notre recapitulation
il semble que le tour complet du vaste probleme du renouvellement
d'ensembles et du report d'evenement d'un ensemble sur un autre
est maintenant fait. Les noms de Moser, Friedli, Hadwiger, Kreis,
IUcIder, Saxer, Tarjän, Wyss, Zwinggi et d'autres encore y sont etroite-
ment associes et l'equation integrale du deuxieme genre de Volterra
est l'equation-cle d'une representation simple des questions fonda-
mentales qu'il avait suscitees.



— 327 —

Liste des ouvrages cites

Abreviation: BAAS Bulletin de l'Association des Actuaires suisses.

[1] Ii. Tarjän: Untersuchungen zum Erneuerungsproblem nichtkonstanter
Gesamtheiten. (BAAS, vol. 44.)

[2] Chr. Moser: Beiträge zur Darstellung von Vorgängen und des Beharrungszustandes

bei einer sich erneuernden Gesamtheit. (BAAS, vol. 21.)

[3] A. Maret: Direkte Berechnung der Vorgangsfunktionen einer offenen Gesamt¬

heit. (XII. internationaler Kongress der Versicherungsmathematiker, 1940.)

[4] G. Doetsch: Theorie und Anwendung der Laplace-Transformation. (Springer¬
verlag, Berlin, 1937.)

[5] E. Zuringgi: Zum Problem der Erneuerung. (Pestgabe Aloser, Versicherungsw.
Untersuchungen, Bern, 1931.)




	De la fonction d'événement d'un ensemble ouvert variable

