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Sur les formules de l'assurance invalidity

Par Luden Fdraud, Geniivc

1° Loi simple

Lorsque la mortalite intervient seule, on sait caleuler toutes les

valeurs actuelles necessaires en aetuariat, ä partir d'une fonetion l(x)
(definie soit pour x continu, soit seulement pour les valeurs entieres
de x) dite «loi de survie». On en tire immediatement les taux annuels

px, qx, les probabilities p(x,l), q(x,t) et, si eile est derivable, le taux
instantane de mortalite p(x) et la densite de probability

l'(x + t)
f(x,t) — —= p(x + t) 'p(x, t)

1(3;)

telle que
t

q(x,t) j f(x,r) dt.
ö

Le ealcul des valeurs actuelles qui interviennent dans l'assurance
vie peut se faire ä partir de n'importe laquelle des fonetions ci-dessus

rappelees. Nous le considerons comme un processus, bien connu,
dependant d'une loi simple.

2° Loi composöe

Ce processus ne suffit plus lorsque interviennent deux causes

d'elimination, par exemple la mortalite et l'invalidite. Toutefois clans

la theorie de l'invalidite se presentent, d'eux-memes, deux processus
du type de celui que l'on rencontre clans le cas cle la mortalite seule,
chacun d'eux dependant d'une loi simple. Afin cle les mettre en
evidence, modifions un peu les notations usuelles en designant
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1° par la(x) la loi de survie des valides et en consequence par l'indice
superieur a toutes les fonctions et valeurs actuelles qui se rat-
tachent ä la(x) selon le processus d'une loi simple, en particulier

pi, qax, fix ,t),qa(x,t), ff[x), f[x, r).

2° par Vix) la loi de survie des invalides et en consequence par
l'indice superieur i toutes les fonctions et valeurs actuelles qui
se rattachent ä ll(x) selon le processus d'une loi simple et en

particulier
vi > 4« ,fix,t),ifix,t), fix) ,fix,r).

Avec cette notation, chacun des deux processus pourra etre deve-

loppe selon les formules usuelles dans la theorie de l'assurance vie et en

particulier on aura toujours

V + <1 1

p et q etant affectees des memes indices.

L'ensemble des fonctions qui interviennent dans la theorie de

l'invalidite constitue une lot composee. Ainsi, a 1'interieur d'une loi

composee, il est opportun de distinguer deux lois simples c'est le

but de la notation ci-dessus definie et que nous allons employer.

3° Relation entre quatre taux

.11 nous suffira de considerer le sexe masculin, les taux annuels, le

cas oil les taux ne sont pas selectionnes. Pour commencer nous n'intro-
duirons que les taux dits dependants (que nous designerons «taux»
sans qualificatif), mais au dernier paragraphe nous montrerons que
1'on pourrait, sans que rien ne soit change ä nos remarques, raisonner
sur les taux dits independants (que nous appellerons «taux purs»).

Soil':

wx le taux annuel d'entree en invalidite: il definit le passage de la

classe des valides k la classe des invalides,

q'f le taux annuel de mortalite des valides: il definit le passage de la

classe des valides a la classe des decedes,

<l'x le taux annuel de mortalite des invalides: il definit le passage
de la classe des invalides k la classe des decedes.
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II est ä peu pres evident que de ces trois passages resulte le passage
de la elasse «valides + invalides» a la classe des decedes, c'est-ä-dire

que des trois taux ci-dessus resulte le taux de mortalite generale qx;
en d'autres termes, les quatre taux

wx,qaxa,qlt,qx
sont lies par une relation.

Pour etablir cette relation, examinons de plus pres le processus
de la loi coraposee.

Soit ä un äge initial arbitraire x0 un effectif de l" valides. Si

nous considerons la mortalite seule, cet effectif evolue en moyenne Selon

la loi simple lx definie par qx avec lXo Z® Si nous distinguons les

invalides des valides, l'effectif des valides evoluera en moyenne selon

la loi simple lx definie par q®, los invalides provenant des Z"o valides
initiaux formeront ä l'äge x un effectif que nous designons par lx et

ü est evident qu'ä tout äge

0) h-'V + V-

L'effectif lx „hl des invalides ä l'äge x0 -f- v -f- 1 provient

1° des lx hr invalides ä Läge x0-j-v qui ne sont pas decedes soit

jii
.t'o f v lx q | i> '

2° des entrees en invalidity se produisant parmi les Z£
+1 valides ä

l'äge x0 -|- v donfc le nombre est

lar
„ wr „.•Iq i '' &Q \ f

A. la t'in de l'annee il n'en subsistera que

r w (i-^\Lxa I wx„ Irl-1 2 j

si l'on admet, conformement ä ce que Ton fait pour le calcul de la

valeur actuelle a£l d'une rente d'invalidite en cours d'acquisition.
que toutes les entrees en invalidity se produisent au milieu de l'annee
et encore que le taux de mortalite des invalides pour le second semestre

est la moitie du taux annuel c'est-ä-dire

1
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On obtient ainsi la formnle de recurrence classique:

(2) +
Eliminons les I" entre (1) et (2)

Ltx„ | I

x0 hv ii—%M-?u
en divisant par la I

,Pl Wx„ + I 1
3«„ + r

2
Pi„ I

I l„: :
I'!,,

,!>;, I'r„ ,i:P;:„

en vertu de ,+ 1pIo „p,0 p,0+, et de ,P."„ P.„

-Pi «Vi-» I 1

ra:0 ri-x0 ^a:0

Cl + p;®o-l
' Px'0 h r I'Pxn (Px, ' Pi I

••) '

Or est associe a la loi simple lax et par consequent est la

probability pour qu'un valide d'äge x soit encore vivant et valide a I'age

x + 1 et en vertu du theoreme des probabilities totales

(8) to, + q + fx 1.

En portant dans la relation qui precede, on obtient

(4) 'Px„ LlXo + y i
w,

®o + " rr"<lx0 hi' v'Px„ (?X0
I 1'

' Ix'o I I')

Ce qui, compte tenu de (3), est bien la relation annoncee entre les faux

">*>&><&> 1x-

4° Remarque

Dans les «Bases Techniques pour l'assurance de groupes», Borne

1981, le calcul des valeurs actuelles relatives ä l'invaliditc est fondo

sur les formules suivantes a):

0 Aux notations prös, les memes formules ont 6te employees pour les «Technische

Grundlagen und Bruttotarife für Gruppenversicherungen. 1939.» Nous
nous reportons aux Bases Techniques 1931 parce que seules eelles-ei donnent
certains chiffres preliminaires, ce qui nous evite de les calculer, mais la presente
remarque s'applique egalement aux bases etablies en 1939.
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(5) wx 0,000125 • 2 5

(wx etant designe par i"x) 1)

(6)

(7)

L'ensemble de ces trois formales est incompatible avec la relation

(4). On voit en effet immediatement que pour qx — qx la relation (4)

donne

qui differe de (6)

Si 1'on se place ä un point de vue purement theorique, il faut
done renoncer soit a ce que qx represente la mortalite generale de

l'effectif considere. soit a la formule (6), soit ä prendre q'x — qx.

Quelles sont les corrections auxquelles on serait conduit, pour la

pratique, dans cliacun des derniers cas envisages?

1° On prend qx pour taux de mortalite generale de l'effectif
considere et aussi pour taux de mortalite des invalides et wx selon (5):
il en resulte

ou encore, avec les notations des «Bases Techniques 1931», al'in tie

pouvoir employer les chiffres qui iigurent dans ce document,

*) Dans ce paragraphe nous 61iminons les taux «corrigös» des formales qui
figurent dans les «Bases Techniques 1931». Voir plus loin § 6.

5° Calculs numeriques

soit tine difference

(8)
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La difference zl g"* n'atteint la derniere decimale du taux <fx

qu'ä partir de l'äge 58 et reste toujours relativement faible. Voir
tableau numerique, in fine.

2° On prend encore qx pour taux de mortalite generale de l'effectif
considere, wx selon la formule (5), mais on prend q selon la formule (6).
T1 resulte de la relation (4) un taux de mortalite des invalides q'x que
nous allons comparer ä qx.

Posons

(1°) —

A l'aide de (6), (8) et (10), la relation (4) s'ecrit

3,'0+r

d'oii

,P*. A qL

AqlI I o )'
rPx n

rV:

soil

•ii) 'I'd,

x„

m
to 1

>'

1.

I" | „ + V)
*70"t" 1 1

^ -l0 I" y x

et, en empruntant les notations des «Bases Techniques 1931»

r(12) Aq!,:=-Aql"
1

+
2

Ix

La difference A q'x n'atteint la derniere decimale du taux qx

qu'entre les ages 50 et 76; eile reste toujours excessivement faible.
Voir tableau numerique, in fine.

En conclusion, les corrections qu'il faudrait apporter soit aux
taux qaxa, c'est-ii-dire aux taux px, soit aux taux qx — ce sont ceux
qui interviennent dans le calcul des valeurs actuelles — sont tres faibles
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et 1'on comprencl tres hien que Ton puisse les negliger. On pourrait
so demander, il est vrai, si des differences miniines sur les taux ne

pourraient, en s'accumnlant, arriver ä donner des differences sensibles

sur les valeurs actuelles. La reponse a cette question se trouve impli-
citement dans les comparaisons etendues etablies par M. A. Urech l)
qui mettent en evidence les repercussions des variations des taux sur
les primes et meme sur les reserves. De ces comparaisons, il resulto

que Ton ne pent attacher aux taux adoptos en assurance invalidite
une precision telle que des corrections de l'ordre de celles que nous
signalons aient une importance pratique.

La remarque qui precede a done trait ä la theorie sur laquelle repose
le choix des bases techniques de l'assurance invalidite. En outre, an

point de vue pedagogique, il faut bien commencer par dire que si

1'on adopte les formules (5) et (6) il en resulte un taux de mortalite
des invalides qx + qx et ajouter ensuite, par exemple, que les differences
entre les taux q'x et qx sont si faibles (aisees ä calculer, par exemple,
conune exercice) que l'on peut les negliger sans inconvenient.

6° Taux purs

A peine est-il bosoin d'ajouter que la remarque qui precede

pouvrait tout aussi bien etre presentee en se servant des taux purs.
11 suffirait de poser

et de substituer partout les taux purs *wx, *ql" aux taux (dependants)

A l'egard de ce qui precede on pourrait considerer cette substitution

comme un simple changement de notations sans qu'il soit
necessaire de se preoccuper de la signification intuitive ni de la determination

statistique des taux purs. Aucune conclusion n'aurait done

a etre modifiee.

l) Bulletin de l'Association des Actuaires Suisses, 25. lieft. Oktober 19:40.

p.;) 1—106.
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Corrections resultant de la formule (4)

(en dix-millienies)

Difference Difference Difference Difference
Age Age

105 A to3 A ql 103 /I r/ to3 a 7;.

:i:i 0,00 0,4(1 (10 1,79 4.10
44 0,00 0,42 (11 2,4(1 4,14

(12 4,1 1 4.77
44 0,00 0,29 (14 1,09 l.lo
40 0,00 0,20 (11 4,49 1,15
47 0,00 0,24
48 0,00 0,21 (14 7,12 1,78

49 0,01 0.48 (1(1 9,10 4,117

(17 12,41 4.29
to 0,01 0,45 (18 1(1,49 4.12
tt 0,01 0,42 (19 21,0(1 4,1 1

12 0,02 0,11
t;i 0,02 0,44 70 28,01 4,40

41 0,02 0,49 71 47,84 5,00
72 19,90 1,511

14 0,04 0,4(1
74 00,04 4,8 1

10 0,01 0,(11
71 87,42 4,0 1

17 0,0(1 0,74
ts 0,07 0,77 74 1 15,44 2,20
19 0,09 0,87 7(1 152,19 I.U

77 201,12 0.70
.">() 0,12 1,01

78 200,04 0,44
.41 0.1(1 1,14

79 441,24 0.1 1

42 0,21 1,28

4:1 0,27 1,44 80 142,44

41 0,44 1,48

44 0,1(1 1,78

4(1 0,(10 2,01

47 0,79 2,2(1

48 1,04 2,41

49 1,4(1 2,79
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