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Untersuchungen tiber
den Wahrscheinlichkeitscharakter
der Sterblichkeit

Von Hans Niedermann, Genf

I. Wahrscheinlichkeitstheorie und Versicherungsmathematik

lis 15t eine alte Streitfrage, ob die einjihrigen Sterbenswahreschein-
hehkeiten, wie sie in den Sterbetafeln zusammengestellt werden | als
Wahrscheinlichketten 1im Sinne der Wahrschemnlichkeitstheorie  be-
trachtet und behandelt werden diirfen, eine Streitfrage, welche gerade
in den letzten Jahrven tm Rahmen der igkussion um die Grundlagen
der Versicherungsmathematil wieder in den Vordergrund getreten
st s 18t ein Spezialfall jenes allgemeinern Problems, welches nach
den Voraussetzungen fragt, unter denen statistische Hiutigkettszahlen
als Wahrscheinlichkeiten aufgefasst werden kénnen.

Um den Ausgangspunkt der nachstehenden Uberlegungen fest-
zulegen und thren Sinn klarzustellen, st es bet der immer noch herr-
schenden Vielfalt der Meinungen nicht unnédtie, auf die Frage der
Anwendbarkeit der Wahrseheinlichkeitsrechnung i Versicherunos-
wesen i grandsivtzlichen Sinne ebwas einzugehen.

1. Die Stellung der Wahrscheinlichkeitstheorie im allgemeinen

Die Wahrscheinlichkeitstheorie muss, wenn sie berhawupt als
mathematische Theorie gelten will, die strengen Anforderungen er-
fiillen, welche die Mathematile stellt. Sie muss deshalb axiomatisch
beeriindet werden. [hre Begritfe diirfen nicht mit der Unsehirvfe der
Warter des tiglichen Sprachgebrauchs behaftet sein, sondern ihre
Figenschaften mitssen sich in strenger und eindeutigor Weise ans den
Axiomen ergeben. Iis werden also vollkomunen abstrakte Begriffe
sein, obengo wie die Begriffe Punkt, Gerade, Iibene in der Geometrie
oder Massenpunlkt, Wellenpaket, Iinergie in der theoretischen Physik.
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Diese Beoriffe sind retne Produlibe unseres Geistes. bis wird in der
Auszenwelt, also der Welt unserver sinnlichen lrfahrung, nichts geben,
das it thnen vollkomren isomorph wiire, d. h. dieselben Migenschaften
und Beziehungen besisse wie sie selbst. Aber wir ditefen hoften, dass
es in der Natur Dinge gibt, welche diese Figenschatten und Beziehungen
weniestens mit einer gewissen Anndherung aufweisen; denn unser
(reist hat die Begrifte nichl aus sich allein heraus geschaffen, sondern
er ist dazu durch Findriicke, die er aus der Aussenwelt aufgenommen
hat, angeregt wordeun.

« Unser Verstand hat die Fihigkeit, Symbole zu schaffen, .. aber
er macht von dieser Ifihigkelt nur Gebrauch, wenn die Firfahrung ithm
dazu Veranlassung gibty (H. Poincaré in ¢ Wissenschatt und Hypothese»).

Wir versuchen in unseren Gedankenkonstruktionen, das nach-
zubilden, was wir aufecenommen haben. Unser Ziel st es, diese Nach-
bildung so genau zu machen als nur moglich, so genau, dass wir mit
threr Hilfe Voraussagen ither unsere zukinftigen Erfahrungen machen
konnen. Aber niemals wivd sie vollkommen sein. Es st deshalb wesent-
lich, dass man sich tiber den Grad der Approsimation inmmer Rechen-
sehalt ablegt, sonst werden Fehlurteile und I'ehlschlitsse unvermeidlich
sein. Dass aber in solchen [Millen nicht die Theorie falseh sein kann
— vorausgesetzt, dass sie logisch einwandfrer abgeleitet wurde -
sondern der Fehler immer nur inder unvollkommenen Ubeveinstimmung
zwischen Theorte und Aussenwelt zu suchen ist, betont auch de Finetti
m seinem Kongressheitrae « !l ealeolo delle probabilitd nel dowminio
dell” assicuraziones:

«decondo la concezione piit ampia ¢ pilt chiara della teoria delle
probabilild, le relazioni fra le probabilibdy di diversi evenli, ossia i
principii del caleolo di probabilita, hanno un caratbere puramente
logico, ¢ quindi una validitd assolutamente generale. Non si puo
discutere pertanto la legittimita delle lovo applicazioni o un gualungue
problema, ne chiedere a risultati sperivnentali una conferma o staentita
della teoria; soltanto le particolart valutaziont delle probabilita i
determinabi eventi (e quindi delle proprictd che ne discendono, come
ad es. quella dell” indipendenza, dell” equiprobabilita, ece. di diversi
eventl) sono soggette all’ opmione e alla discussione» b).

Y Bervichte des NI [Tl[’l‘l’lldi;()lhllt e Kongresses der Versichorungsmatbhe-
maliker, Band [ (Luzern 1940). T folgenden zitiert als « Kongressband 1y,
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Welehes nun die grundlegenden Axiome der Wahrscheinlichkeits-
theorie sein sollen, dariiber ist man sich noch nicht einig geworden.
[t grossen canzen stehen sich zwet Auffagssungen gegenitber: die
klassische und die Misessche. [eh brauche mich anf deren Frérterung
hier nicht einzulassen. Wichtig fiir uns ist nur, dass beide 1m wesent-
lichen zu denselben Resultaten fithren. So konnte Auderson i der
[inleitung zu seinemn Buch «linfithrung in die mathematische Sta-
bistilor teststellen: « Welehe Definition des Wahrscheinlichkeitsbegriffes
man auch wihlt, der bet weitem grossere Teil des rein mathematischen
Inhaltes der Wahrscheinlichkeitsvechnung — von emigen ziemlich
unwesentlichen Ausnahmen abgeselien - bleibt lnervon beinahe canz
unbervithet. »

Auch eine gpitere Verbesserung der axiomatischen Grundlage
wird diese Hauptresultate nicht tangieren: denn es wird sich ja nicht
(darum handeln, die Wahrschemnlichkeitstheorie neu zu schaftten, sondern
ie bereits vorhandene Theorte streng zu begrimnden. An diese allgemein
anerkannten Silze werden wir uns also zu halten haben, wenn wur
Theorie und FErfahrung vergleichen wollen. Damit. werden direkte
Verifikationen problematischer Voraussetzungen umgangen, wie der
Gtleichmoglichkett 1 der klassischen oder der lixistenz von Grenz-
werten tn unendlichen, regellosen Reihen (die dann in praxi doch
mumer nur endlich sind) i der Misesschen  Definition,

2. Die Wahrscheinlichkeitstheorie in der Versicherungsmathematik
«liine Anhdnfung von Tatsachen ist so wenig eine
Wissenschalt, als ein Steinhaufen ein Iaus ist.»

(H. Poincard: « Wissenschabt nnd Hypotheses.)

Uber dieses Problem ist in den letzten Jahven ein ziemlich heftigor
Streit entbrannt, wenn es auch frither schon gelegentlich zur Dis-
kussion gestellt wurde. Umn eine Abklirung herbeizutithren, setzte das
Organigationskomitee des XTI Internationalen Kongresses der Ver-
sicherungsmathematiker diese I'rage als Verhandlungsgegenstand |
auf die Traktandenbste. s wurden denn aueh eine Rethe von Ab-
hamdlu.ngen eingereicht, die aul eine angeregte  Diskussion  hoffen
liessen. Leider konute dann die abklirende Aussprache nichl statt-
tinden, weil der Kongress mfolge des inzwischen ausgebrochenen
zweiten Weltkrieges abgesagt werden musste. Vielleicht hittten sich
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bet der personlichen Kontaktnahme die versehiedenen extremen Stand-
punkte, wie sie in den KongreBschriften zur Darstellung kommen,
ebwas genihert. Gewissermassen als lirsatz fine die ausgefallene Dis-
kussion 13t dann von verschiedenen Auwloren versucht worden, aus
den Kongressabhandlungen die Quintessenz 7w ziehen und jenen
Standpunkt herauszuschilen, der fir den nnvoreigenommenen Be-
urteiler nach sorgtiltiger Pritung aller Argumente und Binwinde als
der richtige erschetnt '), Dies ist auch der Zweck der nachfolgenden
kurzen Darstellung,

[eh mibehte bet den Gegnern der Anwendung der Walirschetnlich-
keitsrechnung im Versicherungswesen zwei Gruppen unterscheiden:
die absoluten Fupiristen und die bedingten Frpivisten. Wir wollen
uns mib thnen kurz auseinandersetzen.

«) Der absolute [mpirismaes

Hieher gehoren diejenigen, welche die Walirscheinlichkeitsrech-
nung in der Versicherungsmathematik vollstindig ablehnen. Sie ver-
welsen melst davauf, dass die Formeln tir Primien und Deckungs-
kapitalien ohne Verwendung des Wahrscheinlichkeibsbegrittes einfach
unter Zugrundlegung einer fiktiven Gesambheib, welche einer gegebenen
Absterbeordnung gehoreht, berechnet werden konnen. Das 15t formal
betrachtet wohl richtig; aber es wird dabei itbersehen, dass die Berech-
ticung dieses Verfahrvens noch nicht sichergestellt ist. Der Hinweis
auf die Irfabrung, durch welche die Methode gerechitfertiot werde,
stellt nicht nur keine ausreichende Begritndung dar, sondern macht
die Unzulinglichkeit der Grundlage erst vecht deutlich, kann doch
nicht bestritten werden, dass die wirklichen Versichertenbestinde
nienials genau die fiktive Absterbeordnung befolgen; vielmehr troten
kleinere oder gréssere Abweichungen auf. Diese Abwelchungen werden
von der Methode der fiktiven Gesamtheiten vollstindig ienoriert. Sie
setzt einfach stillschweigend voraus, dass sich die Schwankungen nach
oben und unten ausgleichen. Aber damit st das Problem nieht velost,
sondern nur beisetbe geschoben. Der Wissenschalter, aber auch der
verantwortungsbewusste Praktiker, will doch wissen, worauf diese Ab-
welchungen beruhen, er mochte thre mubmassliche Grosse abschiibzen
konnen, und er will dariber Autsehluss haben, unter welehen YVoraus-

YL Jecklin (7); H. Wyss: MVSV Bd. L, S22 HL Wiesler (9).
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setzungen er erwarten kann, dass sich die positiven und negativen Ab-
weichungen ausgleichen werden. Mit andern Worten: er braucht eine
Theorie dieser Abweichungen. leh betone hier ausdriicklich das Wort
«'Theorier; denn mit einer blossen Beschreibung der bisherigen Fir-
fahrungen ist es nicht getan. Die Wissenschatt will doch Voraussagen
machen. Die nackten lrtahrungstatsachen lassen aber fiir sich allein
betrachtet nicmals Schliisse auf zukinttige Freignisse zu; dazu bedart
es ctner Theorie, welche sich auf diese Erfahrungen stittzt und sie
interpretiert. Max Planck sagt wit Recht von den reinen Kumpiristen:

«lin lorscher, der sich bei seinen Arbeiten nicht von irgendeiner
Hypothese leiten lasst, set sie auch so vorsichtig und provisorisch
als nur moglich, verzichtet von vornherein aut ein tieferes Verstindnis
seiner eigenen Resultate.y (Max Planck: « Wege zur physikalischen
irkenntnis. »)

Und auch Ivo Lah, der in seiner Kongressabhandlung «Wahr-
schemlichkettsrechnung und Versicherungswesen» eine empiristische
Auffassung vertribt (wenn er auch eher der zwetten Gruppe der be-
dingten Fmpiristen zuzuordnen ist), muss zugeben, dass diese Methode
an einem Mangel an wissenschaftlicher Grundlage krankt ),

b) Der bedingte Fimpirismus

Neben den absoluten Iimpiristen, welche die Notwendigkeit einer
Theorie itberhaupt bestreiten, ist noch eine zweite Gruppe von Bedeu-
tung, die 1ich «bedingte Fmpiristen» nennen mochte. Sie geben zwar
die Witnschbarkeit einer theoretischen Interpretation der Iirfahrungs-
tatsachen zu, bestreiten aber, dass die Wahrscheinlichkeitsrochnung
(odter eine andere Theorte) dazu in der Lage set. Insbesondere verneinen
ste die Moglichkeit von irgendwelchen ernsthaften Prognosen. « Und s,
so fiigen sie hinzu, «licher keine Theorie als eine schlechte!» Dass ein
Praktiker, duveh bose lirtahirungen enttiuscht, zu dieser Einstellung
gelangt, kann man verstehen; aber dass nun auch Wissenschaftter
sich diesen unbefriedigenden, pessimistischen Standpunkt zu eigen
nchen und das Kind mit dem Bade ausschiitten, d. h. auf jede Theorie
verzichten wollen, weil ein erster oder auch zweiter und dritter Versuch
misslang, ist nicht verzethlich. Sie sollten 1 Gegenteil um g0 ent-

" Kongressband 1. S, k21
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schlogsener daran gehen, die Theorie so auszubauen, dass sie besser
wird als «keine Theorie». Nur dann ist emn Fortschribt moghch. So
sagt auch P. Nolfi !):

«lis witre verfehlt, die Risikotheorie mit ithren wertvollen Frrungen-
schaften deswegen zu verwerfen, weil sie nicht in allen Teilen zu
befriedigen vermag. lis 1st Aufgabe der Wissenschaft, #u zeigen, in
welcher Weise emme Theorvie, die den wirklichen Verhiltnissen noch
nicht geniigend nahe kommt, zweckmiissig ausgebaut bzw. umgebaut
werden kann.»

Die Vorwiirfe richten sich natiirlich vor allem gegen die Walu-
scheinlichkeitstheorie, itber der erbarmungslos der Stab gebrochen wird :

« Damit sind wir zu einer Anschauung gelangt, die in der Statistik
schon allgemein bekannt ist, nimlich, dass die Wahrscheinlichkeits-
rechnung ftir statistische I'orschungsverfahren unbrauchbar sei» ).

«Die Wahrscheinlichkeitstheorie kann uns niemalsg einen Rechen-
prozess liefern, mittels dessen aus den Migenschaften der vergangenen
Krscheinungen auf solehe der zukiinftigen lirscheinungen geschlossen
werden darf, da man die sukinftigen Begleitumstinde nicht kennen
kanny 3). :

Simon Shannon 4) hilt eine Risikotheorie in der Lebensversiche-
rung nicht fir gentigend begriindet, weil die zutilligen Sterblichkeits-
schwankungen neben andern, stirker storenden infliissen, wolche
theoretisch nicht erfasst werden konnen (wie Zinstuss, Storno, Un-
kosten), nur eine geringe Rolle spielten. Finen ausgezeichneten lirsaty
fir sie béten die eingehenden Statistiken iiber die Gewinn- und Verlust-
quellen (Gain and Loss Lixhibits), wie sie die konzessionierten Ver-
sicherungsgesellschaften der Vereinigten Staaten ptlegen.

Trotz diesen vernichtenden Urteilen kann nicht bezwetfelt werden,
dass die Wahrscheinlichkeitstheorie besser ist als ihr Ruf. Dafiir zeugen
schon die vielen ausgezeichneten Resultate, die man mib ihrer Hilfe

1y P, Nolti: «Die jahrlichen Sterblichkeitsschwanlkungen und ihre wahrschein-
lichkeitstheoretische Erfassung», Kongressband I, S. 405.

%) Ivo Lah: «Wahrscheinlichkeitsrechnung und Versicherungswesens, Kon-
gresshand [, S. 419.

3) ten Pag: « Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik in der Ve-rstolmunm

mathematik», Kongressband I, S. 264.
1) Simon Shannon: «Some Assumptions and Hypotheses underlving Ac-
tuarial Calculationss, IKongressband I, S. 137.



in der Physik, in der Biologie und auch im Versicherungswesen ersielt
hat. Wenn sie auch noch nicht allen Fragestellungen gewachsen ist,
s0 bietet sie uns eben doch das einzige theoretische Hilfsmittel dar,
mit dem Gesetzmissigkeiten m Massenerscheinungen erfasst werden
konnen, wenn Aussagen itber den liinzelfall aus prinzipiellen oder prak-
tischen Gritnden unmoglich sind. Binen ihnlichen Gedanken spricht anch
Jean Baptist in der Zusammenfassung zu seinem Kongressbeitrag aus:

«Die Wahrscheinlichkeitstheorie scheint jedenfalls das einzige
Mittel zu sein, das uns in der praktischen Iforschung nach dem wahren
Sachverhalt zur Verfagung steht. ... Wie immer man diese Theorie
auch benennen mag, sie bildet das Kettenghed, das die rein deduktive
Wissenschaft mit der experimentellen verbindet t).»

Die Gefahr eines einseitigen Rattonalismus war m der Versiche-
rungsmathematik nie besonders gross. Die Abhingiglett jeder ver-
sicherungsmathematischen Theorie von der lirfahrung ist zn augen-
fillig. Ks eritbrigh sich deshalb, niher auf diesen andern extremen
Standpunkt einzugehen. |

Zusammentassend konnen wir also sagen: Wenn die Versiche-
rungsmathematik eine Wissenschatt und nicht nur ein blosses Hand-
werk (wenn auch ein mit geistigern Werkzeug betriebenes) sein soll,
dann missen thre Methoden theoretisch begrindet werden. Die Mittel
zu lieser Begrimdung kann nur die Wahrscheinlichkettstheorie liefern.
e praktischen lirfahrungen sind stindig mit den Resultaten der
Theorie zu vergleichen, und wenn keine befriedicende Ubereinstim-
mung besteht, ist den Ursachen der Diskrepanz nachzugehen. Dies
wird dazu fithren, dass einerseits die Theorie immer mehr verfeinert
und anderseits Mingel in den statistischen Krhebungs- und Verarbei-
tungsmethoden aufgedeckt werden. H. Wiesler bezeichnet diese Ver-
bindung der Standpunkte des Empirismus und des Rationalismus
treftend uls Komplementarvititsprinzip, in Analogie zum bekunnten
Komplementarititsprinzip der theovetischen Physik 2).

Im Sinne dieser Austithrungen wollen wir uns jetst einer wahr-
scheinlichkeitstheoretisehen Untersuchung der relativen Sterbehiufig-
keiten zuwenden.

Y Jean Baptist: «Le caleul des probabilités dans le domaine de assurances,
Kongressband [, 9. 133,

3 H. Wiesler: « Uber die Grundlagen der Lebensversicherungsmathematiko,
MVYSV B, b, 1948, S, 193,



II. Die Streuung der relativen Sterbehdufigkeiten

A. Aligemeines

1. Die Sterbeflache

Fir die emjihrigen relativen Sterbehiufigkeiten, wie sie uns die
Statistik liefert, st zuallererst ihre Abhiingigkeit vom  Alter der
heobachteten Personen charakteristisch, Zwar spielen auch noch andere
Unistiinde eine Rolle, wie Beruf, soziale Stellung, abgelaufene Ver-
sicherungsdauer ete.; aber sie sind lange nicht so wichtig und sollen
uns hier auch nicht weiter beschiftigen. Aber einen zweiten variablen
Parameter miigsen wir doch noch einfithren: die Zeit. Die Lirfahrungen
dev letzten Jahrzehnte lehrten uns ja, dass die Sterblichkeit nicht
konstant bleibt, sondern in allen Altersklassen mehr oder weniger
stark abninimt. Wir setzen also

fj == ] (& L)

Diese Funktion, welche uns den Bruchteil der z-jihrigen angibt, die
im Jahre £ gestorben sind, ist nur fir canzzablige Werte von @ und
{ erklirt, also fir die Gitterpunkte der x, t-Fibene. Um aber ein an-
schaulicheres Bild zu gewinnen, mag man sie sich tiiv beliebige reelle
Werte der [ntervalle

0<ur<w

0<t<<T

interpoliert denlken.

Die so entstehende Fliche iber der a, -libene wird aber dem
Bild, das wir uns in Gedanken von thr gemacht haben, nur wenig
ihnlich sehen. Sie wird i ginzlich unithersichtlicher Weise von 14in-
buchtungen und Gipfeln, Griben und Griiten iitberstreut und dureh-
zogen sein, wihrend uns doch eine moglichst glatt verlaufende IPEiche
vorschwebt ; denn wir suchen ja hinter jedem Naturgeschehen einfache
(resetzmissigkeiten. Dort, wo sie nicht offen zutage treten, versuchen
wit, sie durch Befreiung der Beobachtungsdaten von zufilligen storen-
den Finflitgsen herauszuschiilen.



Wir machen deshalb die Hypothese, dass uusere heobachteten
Sterbehiutigkeiten sich aus zwei Komponenten zusammensetzen: der
«wahren» Sterblichkeit und einer Hehwankungskomponente, Dabel
soll dem Wortchen «wahey keinerlet mystiseh-philosophische Bedeu-
tung zugeschriecben werden. Wir definieren die wahren Sterblichketten
rein mathematisch durveh die beiden Torderuneen, dass sie 1. durch
eine glatte Fliche sollen verbunden werden konnen und 2. moglichst
nahe bei den beobachteten Werten liegen sollen. Dass dies nu thver
Festlegung a‘;\('nilqi;, werden wir i TLL Kapitel sehen. Vorher wollen
wir die zwette, die Sehwankungskomponente untersuchen.

2. Das Urnenschema

intsprechend wnserer Auffassung vom Naturgeschehen mochten
wir auch die Schwankungskomponente nicht tir ginzlich unberechen-
har halten, sondern auch sie durch (_-rebetif.rnahblgkelton 71 beschreiben
nnd zu erfassen suchen. Iis st naheliegend, die beobaeliteten Schwan-
kungen mit ewer Art Standard- oder Normalschwankungen zu ver-
cletchen. Diese Rolle spielen die Schwankungen, die ber Ziehungen
aus einer Urne mit Kugeln versehiedener Farbe auftreten und die zar
Binomialverteilung (und davaus durch Grenzitbergang abgeleitet zur
Crausgs-Verteillung und Poisson-Verteilung) fithren. Man nennt Schwan-
kungen dieser Art Wahrscheinlhiehkettssehwankungen und sehreibt den
zugrunde liegenden relativen Hiuligleiten den Charakter von echten
Wahrscheinlichkeiten zu.

Wir wollen unsere Betrachtungen aul folgendes Urnenschema
stitbzen: JJedem Gitberpunkt (x, £ sei eine Urne I zugeordnet,
welche schwarze und weisse Kugeln un Verhiltnis

Qe Qb [0 < Q(x, 1)< 1]
enthilt. Das sind im ganzen (o - 1) (1 - 1) Urnen, die wir in cinem

rechiteckigen Seherta mit @ -1 Zetlen und 7" - 1 Kolonnen an-
ordnen. Als Versuehsvorschrilt sebzen wir fest: Aug jeder Urne wird
J¢ eine Stichprobe entnominen, und zwar aus der Urne U, , (1)
Rugeln, worunter sich 9 (z,{) schwarze befinden mégen. Wir wollen
annelinen, dass in jeder Urne so viele Kugeln seien, dass man auch
oline Znorviteklegen der Kugeln mit der Bernoullischen Verteilung
vechnen darf.
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Die Streuung der empirvischen Sterbehdutigheiten ¢ (r, 6 ver-
cletchen wir nun mit der theoretischen Streuung der Quotienten

2, f) = -
(4

Dieser Vergleich kann in verschiedenen Richbungen erfolgen. So kionnen
wir bet festem x die Streuung der Rethe ¢(z,0),q(x, 1), ..., q(z, 1)
in Beziehung setzen mibt der entsprechenden theoretischen Streuung
derx(x,0),%(x, 1), ..., %(x, T). leh nenne das die Streaunyg in der
t-Richtung. Dabei konnen wir uns insbesondere noch fragen, ob sich
bet nicht zu grossem 1" das Mischungsverhiiltnis dieser Urnen derselben
Zeile als konstant annehmen lisst, mit andern Worten, ob die sikulave
Anderung der Sterblichkeit withrend kinvzerer Zeitperioden vernach-
lissigt werden kann.

Anderseits konnen wir f festhalten und die Streuung der (rrossen
g0, 8, q(1,t), ..., ¢{w,t) vergleichen mit der Streuung der »(0, ),
x(1,t), ..., %(w,t). Dies st die Streuung in der z-Richtung.

Die bisherigen Untersuchungen beschéftigen sich sozusagen aus-
schliegslich mit der Streuung in der ¢-Richtung. H. Wiesler hat sie
in seiner Arbeit «Uber die Grundlagen der Lebensversichorungs-
mathematik» (9) zusammengestellt und eigene Rechnungen an-
veschlossen. Teh brauche deshalb nicht mehr im Detail davauf ein-
zugehen, sondern will nur kurz an die Hauptergebnisse erinnern.

3. Die Streuung in der ¢-Richtung

Fiir Zeitperioden bis eca. 20—25 Jahre erweist sich die Strevung
in allen Altersklagsen von ca. 10 Jahren an aufwiirts ziemlich out
normal, kriegs- und epidemienfreie Jahre vorausgesetzt, und zwar
dart hier ) (x,t) bel festem x tir alle ¢ konstant angenommen werden.
Bel der Kindersterblichkett ist das Bild nicht einheitlich. Die iltern
Untersuchungen von Lexis und Peek zeigen deutlich ibernormale
Dispersion, ebenso auch die Berechnung von Wiesler fiir die miinn-
liche Gesamtbevilkerung der Schweiz in der 22jihrigen Béobachtungs-
periode von 1889 bis 1910. Bei den Volksversicherten der Basler
Lebensversicherungsgesellschatt dagegen fand er fir die Nulljihrigen
eine Dispersion von 1,41 (Beobachtungsdauer 14 Jahve) und tiie die
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[--9jihrigen eme solehe von 1,12 (Beobachtungsdauer 25 Jahre).
Hier st also e abschhiessendes Urteil noch nicht mdéglich.

Ubersteigh die Beobachtungsdauer 25 Jahre, so wird die Disper-
sion in allen Altersklassen ausgesprochen iibernormal. Dann ldsst sich
also die wesentliche Schwankungskomponente niecht mehr vernach-
liissigen. So bezog C. Lange in seiner Arbeit «Untersuchungen iber
die jihrlichen Schwankungen der Schadensquotienten in dev Liebens-
versicherung und in der Feuevversicherung» (10), bet der er sich auf
die Statistik des Staates Preussen der Jahve 1867 -1929, also eine
63jibhrige Beobachtungsperiode, stittzte, seine Rechnungen auf linear
abfallende Mrendlinien der Sterblichkeit. Ly untersuchte dann nicht
nur die S(ﬁrﬁ(—\l.ujl_np‘. sondern die ganzen Vertetlungen wm diese I'vend-
linien und fand in allen Altersklassen mit sehr guter Anniherung
G:LussJ\-'o.t_'te:ilimgon. Die Dispersion allerdings war iberall deutlich
ithernormal. Dies mag zum Teil darauf zuriickzufithren sein, dass der
Trend nicht genau eine Gerade zu sein braucht, was eine willkirliche
Annabme darstellt, wenn sie auch i diesemn all plausibel scheint.
Ferner hat Lange fir die theoretische Streuung einen Ausdruck be-
nutzt, der keineswegs gleich dem Frwartungswert der empirischen
Streuung bei Normalverteilung ist, so daks sich auch hievaus moglicher-
weise gewisse Korrekturen ergeben konnten.

(n der neuesten Arbett, dic zu diesem Gegenstand erschienen ist,
aibt der Verfasser, H. Ammeter (11), ebenfalls der Vermutung Aus-
druek, dass die Dispersion in allen Altersklassen ithernormal ist, wenn
vieh nur sehwaeh. (Fine Ausnabme bilden nur die Altersklagsen iiber
65, welehe in dieser Untersuchung mit stark unbeenormaler Digpersion
werkwiirdig aus dem Rahmen der tibrigen Resultate fallen.) HL Am-
meter shittzt sich dabet aut seine Rechnungen, die er anhand der Sterb-
lichkeitserfahrangen der Schweizerischen Tiebensversicherungs- und
Rentenanstalt bet den linzelkapitalversicherungen des Hauptzweiges
in den Jahren 1869-—1938 und der Volksversicherungen in den Jahren
1908 1938 anstellte. Die Dispersion, die er dabei fand, ist in allen
[Fillen (nit der crwithnten Ausnahme) so wenig von | verschieden,
dass die Abweichung olne weiteres als zubillig gelten kénnte. Dem
steht aber entbgegen, dass simtliche Abweichungen positiv sind, wih-
vend sie doch bei Zufallssehwankungen ungetihr gleich oft positiv wie
tegativ wuftreten sollben. Mir scheint aber die tihernormale Digpersion,
wie sie [ Ammeter gefunden hat, in der besondern Avt seiner
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Berechnung eme natiirliche Frklivung zu finden. Die Sterblichkett wird
nicht fir jedes Altersjahe gesondert hetrachtet, sondern es werden
{rruppen zu je finf Jahresklassen gebildet; aueh werden beide (re-
schlechter zusammengefasst. Dadureh kénnen zusiitzliche  Schwan-
lkungen entstehen, als Folge der wechselnden Zusammensctzung der
Fianfergruppen nach Alter und Geschlechl. 1in zwetber Grund besteht
wie ber Tange m der willkitlichen Annahme des Trends. Ammeter
geht hier zwar weibter als Lange, indem or nicht nur eine einzige
Grorade, sondern deren deei verwendet, um die siikulare Sterblichketts-
abnahme zu beschreiben. Trotzdem kanu nicht mit Sicherheil be-
hauptet werden, dass damit die wesentliche Sehwankungskomponente
vollstindig eliminiert set.

Auf Grund dieser Untersuchungen scheint es somib berechbigt,
die relativen Sterbehiiufigkeitenats Wahrscheinlichketten zubetrachten,
mit dem Vorbehalt allerdings, dags das Vorliegen von normaler Dis-
persion an und fir sich noch keine streng hinrveichende Begriindung
fitr eine Bernoulli- oder Gauss-Verteillung darstellt. Tatsichlich begnuigt
man sich aber damit, weil die hohern Momente der Verteilung mit
etner zu grossen Unsicherheit behaftet sind und deshalb keine za-
verligsigen Sehlitsse zulassen.

Unter der Annahme einer Gauss-Verteilung
1
[/’JQ:T

L 2
¢zt

w(x) =

betriigt niiralich der Irwartungswert i das fte Moment

- F , 0 fie ungerade k
B (") = / Fw(x) da = 0 = Co
y ‘ 1-3-5- ... (k—1) tiir gevade k&

Die Streuung des kten Momentes um seinen lirwarbuneswert wird :
B — [B()]? [1-3-5...(2k—1) tir ungerade v
= 1x) — € == T : } TG s .
: U 8o oo (BT — [L-83-5. .. (k—1)]? fiir gerade b
Also fur k=3: L% =0 Streuang (2%) = 15
k=4: [z =3 Streuung (x?) == 96

usf.
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Diese Zallen beziehen sich aut die emzelnen Beobachtungen.
Hat man 1" Beobachtungen mit gleicher Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung, so wird die Streuung des empivischen Aten Moments:

"

/ % o
L\ 1
Streuung | - N ’L]l) == - Streuung ().
T i . 1
Te /

Die mittleren Ifehler werden also wm den [Faktor ——7?——4 verklemert,

.,!l
i

Da aber bet uns T 525, bleiben sie immer noch betrichtlich, ndmlich
ca. Y flir das dritte und ca. 2 fir das vierte Moment.

Die Beriicksichtigung der hohern Momente wiive also unter diesen
Umstinden ziemlich problematisch. Aber auch ein divekter Vergleich
der beiden Vertetlungen hat seine Schwierigkeiten, weil sich itber
eine Haufigkeitsverteilung mit nur 25 Flementen noch nicht viel
Bestimmmetes aussagen lisst. Wahlt man aber, um mehr Blemente zu
haben, T'> 25, wie es (. Lange getan hat, so darf man den Trend
niehit mehr vernachlissigen. Dann wird aber die Verteilung wesentlich
von der gewithlten Trendhnie abhiingie und wie diese in weitem Masse
willliirlich.

4, Die Streuung in der .r-Richtung

Mit der Streuung in der w-Richtung hat man sich bis jetzt nue
wenig beschiiftigt V). Dies mochte zum Teil davon herrvithren, dass
man eine Methode vermisste, welche erlaubte, die Streuung unabhiingig
von der Ausgleichung der Sterbehiiufigketten #zu berechnen, was un-
umgiinglich ist, wenn jede Willkiwe ausgeschaltet semn soll. Zum andern
Teil aber war der Grund vielleicht auch der, dass man annahm, durch
die normale Dispersion in der -Richtung wiive der Wahrscheinlich-
keitscharaldber der Sterblichkeit geniigend belegt, so dass aul die Be-
rechnung der dtreuung in der az-Richtung versichtet werden kinne.

Die normale Streuung in der -Richtung zeigh jo tatsichlich (mit
dem erwithinten Vorbehalt), dass jedes einzelne ¢, als echte Wahrschein-
lichkeit aufgefasst werden kann. Damit ist aber unser rechteckiges

Y Z. B, Ronald L. Michaelson und Frank M. Redington in ihrer ongress-
arbeit « An Aspect of the ,a priori® Probability Theory of Mortality», Kongress-
barl I, wo fiir cine Selektionstatel die Dispersion 1,09 und fir die zugehorige
Schlugstatel eine soleche von 1,5 berechnet wird.
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Urnenschiema noch nieht genfigend begrimdet. Denn nach unserer
Versuchsvorschrift sind die Ziehungen in den verschiedenen Zeilen
voneinander unabhingig. Ob das aber auch fiir die Sterbehiufigkeiten
zutrifft, das konnen wir aus den Disperstongberechnungen in der
t-Richtung allein noch nicht schliessen; denn diese betrachben jo immer
nur eine Zeile firr sich allein, unabhinglg davon, was in den tbrigen
Zeilen geschieht. Mine alltillige Abhiingiglkeit der verschiedenen Zeilen
voneinander wirde sich also in den Divergenzquotienten in keiner
Wetse dussern.

Um zu zegen, dass dies nicht nur eine theovetische Spitzfindigkeit,
sondern eine Irage von praktischem Interesse ist, wollen wir den
Ursachen, welche die Sterbhichkeitsschwankungen bewirken, ctwas
nachgehen und dabet einen Vergleich anstellen zwischen der Strenung
in der w-Richtung und jener in der t-Richtung.

5. Die Ursachen der Sterblichkeitsschwankungen

s sind zweir Ursachen, welche die Sterblichkeitssehwankungen
bewirken. Die erste besteht in der stets wechselnden zuftilligen Zu-
sammensetzung des Beobachtungsmaterials, welches das eine Mal viel-
leicht besonders viele kriinkliche, antillice Personen, ein anderes Mal
wieder mehr gesunde, widerstandstihige Naturen aulweist. Diese
Schwankungsursache wirkt sich in der a-Richtung wie in der -Rich-
bung in gleicher Weise aus, und sie st von der Art, wie sie die Fohler-
theorie fiir das Zustandekommen von «zufilliceny 'ehlern fordert :
Schwankungen nach oben und unten sind gleich wahrscheinlich, und
kleine Schwankungen sind wahrscheinlicher als grosse U, In der -
Richtung, also bei festem =z, sind diese Schwankungen auch sicher
unabhiingig voneinander; denn ein Beobachtungsbestand von a-jiih-
rigen im Jahr ¢ kann weder in einem vorangehenden noch in einem
spittern Jahr ein zweites Mal mit dem Alter » unter Risiko stehen.
Die einzelnen Beobachtungsgesamtheiten sind deshalb alle fremd zu-
cinander und deshalb auch unabhiingiu, wenigstens soweit diese ersle,
rein stochastische Schwankungsursache in I'rage steht.

Auch in der a-Richtung, bet festem ¢, ist aus dem gleichen Grund
diese Unabhiingigkeit gegeben, nicht aberin der Richtung t--ux -~ consl.,
also bet den sogenannten Generationssterbetateln. Hier ish es ju, wenn

b Val. Czuber (L), Bdo [, o, 289 £
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wir von Wanderungen absehen, immer wicder derselbe Bestand, nim-
ich eine Jahresklasse, der beobachtet wivd, wnd es st deshalb zwischen
den Schwankungen der Sterblichkeit in den verschiedenen Altern,
vor allem der benachbarten, eine gewisse Korrvelation zu erwarten.
Dabet zeigh sich der merkwitrdige Umstand, dass sowohl Griinde fi
positive als filr negative Korrelation sprechen. Nehmen wir einmal
an, dass die r-jihrigen i Jahve 1 eine aatfallend geringe Sterblichkeit
habten, Man kann dann annehmen, dass dieser Bestand aus besonders
robusten Lewten zusammengesetzt sel, und deshalb auch Tir die
a - Hiahegen im JJahive £ 1 eine geringe Sterbhichketl voraussagen.
Anderseits aber konnte man auch vermuten, dass, nachdem aus unsern
Bestand im Jahve ¢ e wenige Personen weggestorbensind, imniichsten
Jahre eme Tendenz zur Nachholung der ausgeblicbenen Todesfille
besteht und deshalb die Sterbhcehkett unseres Bestandes im Jahre
t 41 ehor dberdurchsehnittlich augfallen werde. Diese beiden Ten-
denzen zu positiver und negativer Korrelation konnen sich gegenseitiy
atfheben, so dasgs eine scheinbar kovrelationslose Reihe entsteht. Die
eine kann aber auch die anderve so stark itbertreffen, dass sie nachwels-
har wird. So stellten 16, M. Blderton und K. Pearson in zwei Avbeiten
(L4 und 15) unter Verwendung von #wetl versehiedenen Methoden
awischen g (o, f) und g (@ - 1, ¢+ 1) bet Siuglingen nnd Kleinkindern
cine deuthiche negative Korrelation fest: in der ersten Avbeit fir
pes 0,128, jo ca 0,7 und in der zweiten Arbeit fie - 0 ca.
— 0,5, Die Beobachbnngen erstreckten sich ither die Periode von 1850
bis 1912 bzw. 1850 bis 1919 am Material der Registrav-General’s
Returns for Births in Fugland and Wales. Leider tehlen fir die itbrigen
Alter entsprechende Untersuchungen, vor allem wohl, well geniigend
tmlangreiches, zuverlissiges statistisches Matertial nur schwer auf-
zutreitben wire. s ist imamerhin zu vermuten, dass bet den lirwachsenen
die Autikorrelation weniger ausgepriigt sein ditvfte, wenn sie itberhaupt
nachweisbar st 1.

Diese I'vage der lorvrvelation bei Generalionssterbetateln st des-
halh von Interesse, weil bet der Berechnung der itblichen Sterbetafeln,

D Die Koveelationskoetlizienden, die H. Nimeter in seiner Avbeit (11) be-
rechuiet, heziehen sich nicht aut die Korvelation wwischen g (o, 6) und g (e - 1,81 L),
sondern qul jene zwischet g (e, f) und g (e - 1D, wo @ undd 2 1 L zwel benachbarte
Cruppen von je fint Altersjubven hedeuten, Sie erweisen sich in keinem FFall als
Wesentlich von null verschieden,

10
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um moglichst grosse Gesamtheiten zu erhalten, ja oft die Beobuch-
tungen mehrerer Jahre zusammengefasst werden. So entsteht eine
Kombination einer Tatel gleichzeitig Liebender mit Abschnitten von
Generationstateln, und es erhebt sich die I'rage, ob nicht die alltillige
Korrelation der Generationstafeln auf die kombinierte T'afel abfirben
kénnte.

Die zweite Schwankungsursache der Sterblichkeit ergibt sich aus
dem An- und Abschwellen der verschiedenen Krankheitshiufigkeiten.
Wie aus den Beobachtungen hervorgeht, zeigen diese Schwankungen
in der t-Richtung das mehr oder weniger ausgeprigte Bild einer Wellen-
bewegung ). Aus physiologisch plausiblen Griinden sind diese Wellen
besonders deutlich bei den epidemischen Krankhetten, wie Typhus ),
Scharlach und Diphtherie 3), Poliomyelitis *), Meningitis %), tir welche
spezielle Untersuchungen vorliegen. Bei gewissen andern Krankheiten
dagegen, z. B.beim Krebs, ist eine Wellenbewegung kaum wahrzunehmen.

Uberall dort, wo die Schwankungen durch solehe Wellenbewegungen
bestimmt oder wenigstens mitbestimmb werden, darf man nicht mehv
mit vollemn Recht von Zufallsschwankungen sprechen; denn sie unter-
liegen ja einer, wenn vielleicht auch schwachen (esetzmiissigkeit,
und zwar einer Gesetzmissigkeit, welche sich auf die Tiinzelbeobach-
tung bezieht und nicht nur auf die Mittelwerte, wie es bei den so-
genannten Zufallsgesetzen der I'all ist.

Aus zwel Grinden wirken aber diese Wellenbewegungen auf die
Gesamtsterblichkeit dhnlich wie zufillice Fehlerquellen: erstens vari-
teren Wellenlinge und Amplitude der Wellen ziemlich stark und un-
berechenbar, und zweitens ergibt sich ja die Gesamtsterblichkeit durch
Superposition aller dieser Wellen verschiedener Wellenlinge und Armpli-
tude. Daraus resultiert ein Gesamtbild, dag sich von einer Zutalls-
schwankungen unterworfenen Rethe nicht mehr wesentlich unterschetdet.

1 Braun (12). Ferner: Braun: « Der Rhythmus der Lebensvorginge und seine
Verursachung», Blitter fiir Versicherungsmathematik, Bd. 5, Juni 1941; Burck-
hardt: «Neuere versicherungswissenschaftliche Probleme und ihve Bedeutung fiir
die Versicherungspraxis», Neumanns Zeitschrift fiir Versicherungswesen, Nr. 27,
1937.

2) Ziezold: « Weitere Birgebnisse der Analyse von Seuchenkurven», Zeitschrift
tite Hygiene, Bd. 124, 1942,
1) Kupfermann: Diss. Berlin 1942,
Y Tischer: Digs. Berlin 1941.
) Mrugowsky: Zeitschrift tive Flygiene, Bd. 123, 194L.
(Alle zitiert nach Braun.)
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In der eben geschilderten Weise wirkt diese zweite Schwankungs-
ursache auf die Streuung in der ¢-Richtung. In der x-Richtung dagegen
liegt der Fall anders. Hier ist es die ungleich starke Anfilligkeit der
einzelnen Altersklassen fir die verschiedenen Krankhetten, welche
die Schwankungen verursacht. Diese Anfilligkeit varnert aber von
Altersjahr zu Altersjahr nichts weniger als in zufiilliger Weise; viel-
mehr bietet sie in der graphischen Darstellung das Bild emer ziemlich
regelmissig verlaufenden Kurve. Benachbarte Jahrginge werden im
oleichen Sinne beeinflusst, so dass zwischen den Schwankungen auf-
einander folgender Rethenglieder starke positive Korrelation besteht.
Ist % B. die Sterblichkeit an Diphtherie in einem bestimmten Jahr
besonders gross, so wird dies fir die Sterbeziffern aller Jahreinge
bis ca. 15 einen Ausschlag nach oben zur Ifolge haben, wenn wir von
den (ibrigen Iinfliissen absehen. Schwankungen dieser Art werden
hei der Ausgleichung nicht als solche erkannt, sondern geben dazu
Anlags, dass die ausgeglichene Kurve in der betreffenden Altersgruppe
durchgehend zu hoch (bzw. zu tief) angesetzt wird. Ob die (resamt-
streuung wesentlich beeinflusst wird, hiingt vom Stérkeverhilltnis dev
betden Schwankungsursachen ab, iber das auf direktem Wege nur
schwer Aufschliisse zu gowinnen sein werden. Dagegon wird ein nume-
rischer Vergleich der Streuung in der z-Riehtung mit derjenigen in
der {-Richtung Ritckschlitsse auf dieses Verhiltnis zulassen.

Damit ist wohl geniigend dargetan, dass die Streuung in der
x-Richtung eine eigene Untersuchung erfordert. Mit ihr wollen wir
uns jebzt besehiftigen.

B. Die Berechnung der Streuung in der x-Richtung

1. Das Problem

Bei der Berechnung der Streuung in der z-Richtung zeigh sich
eine Schwierigkeit, welche in der -Riehtung vernachlissigt werden
konnte, wenigstens bei kitrzeren Perioden. Dort durften wir den Iir-
wartungswert der Sterblichlett eines bestimmeten Alters withrend Zeit-
perioden big zu 25 Jahren konstant annehmen, weil sich die sikulare
.i&ndm:ung nur langsam bemerkbar macht. Dieser lirwartungswert lisst
sich durch das arithmetische Mittel der Beobachtungswerte sehr gut
approximieren, von dem dann die Abweichungen berechnet werden.
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Zur Berechnung der Strenung in der e-Richtune aber Lisst sich
dicses einfache Verfabren nicht mehy verwenden, weil sich der -
wartungswert der Sterblichkeit von Altersjahr zu Altersjatir so be-
deutend dudert, dass von Konstanz nicht entlernt die Rede sein kann.
Die wesentliche Schwankungskomponente darl also hier nicht ver-
nachlissioh werden, vielmehr missen wir sie anf irgendeine Weise
zu eliminieren suchen.

Der nichstliegende Gedanke wiive, die Tafel zuerst auszugleichen
und dann die Abweichungen von den ausgeglichenen Werten #u
berechnen. Die letzteren witcden somit als Hrwartungswerte fie die
Sterblichkeit des betreffenden Adters betrachtet. Dann stellt sich aboer
sofort die I'rage: Wie soll ausgeglichen werden? Nach welcher der
vielen Methoden? Die ausgeglichene Kurve ist jo gar nicht eindeulig
geceben, sondern mit gewissen llinschriinkungen fret variierbar. Wiv
konnen durch eine geeignet gewihlte Ausgleichung ohne wetteres
erreichen, dass die Abweichungen wm die ausgeglichene IKQurve cine
belicbig vorgegebene Verteilung, z. B. eine Normalverteilung, bilden,
Dieser Weg ist also nicht gangbar, weil er zu gang willkielichen und
deshalb wertlosen Resultaten fithrt.

s handelt sich also daram, die unwedentliche Schwankungs-
komponente unabhingly von der Ausgleichung zu berechnen. Dies
celingt uns mit Hilfe der Differenzenmethode (Varwate Difference
Method). Da die Bitcher und Zeitsehriften, o denen diese Methode
ausfihrlich behandelt ist, hiersulande nur wenie  verbreitel  sind,
st es wohll nicht unangebracht, wenn -thre Grundideen an dieser
Stelle kurz  darcelegt  werden, wenigstens sowell  wir sie nachher

brauchen.

2. Die Differenzenmethode (Variate Difference Method)

Die ersten Grandlagen dieser Methode wurden i Ankuipfung
an Gedanken von Cave und Hooker beinahe gleichzettig und unab-
hiingig vonenander durch «Studenty (Pseudonym von W. S, Gosset)
und O. Anderson geschatten. Thre Arbeiten sind im gleichen Band
der Biometrika erschienen:

«Studenty»: « The Blimination of Spurious Correlation due to Posi-
tion in Time or Spacer (Biomelrika, Bd. X, 5.179): O. Anderson:
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Nochmals iiber «The limination of Spurious Corvelation due to
Position m Time or Space» (Biometrika, Bd. X, S, 269).

Die Methode wurde von der Pearsonschen Schule sofort auf-
cenommen wnd mit Frefolg zu statistisehen Untersuchungen auf den
verschiedensten  Gebieten verwendet. Hine zusammenfassende  Dar-
stelliung gab Anderson in seinem kleinen Buch « Die Korrelationsrech-
nung in der Konjunkturforschungy, erschienen 1929 als Heft + der
Veroffentlichungen  der  Frankfurter  Gesellsehaft fiie Konjunktur-
forsehung.

Ausgangspunkt der Methode 1st die Tatsache, dass alle ganzen
rationalen Funktionen betm «endlichen Differenzieren» (. h. bet der
Bildung der Diffevenzen 1., 2., 3., ff. Ovdnung bel dquidistanten
Argumentenwerten) nach endhieh vielen Schritten verschwinden (nim-
tich in der n - 1. Differenzenreihe, wenn der Grad der Funktion »
hetrigl) und dass ber vielen andern geliufigen Funktionen (z. B. der
[ixponentialfunktion, dem Logarithmus, den Potenzfunktionen mit
negativen und gebrochenen Iixponenten u.a.) die Differenzen mit
steigender Ovdnung immer kleiner werden, d. h. os celten die n-
eletchangen:

oder fitr alle @« und A

Bet emer Funktion dagegen, derven Funktiouswerte eine sufillige
Reihe bilden (man denke, wn etn Beispiel zu haben, efwa an eine
Funktion, deren Werte der Rethe nach dureh Warteln oder dureh
Zichungen aus einer Urne bestimmt werden), nehimen die Differenzen
stercender Ovdnung dem abgoluten  Betrage nach imuner meln zu.

Setzen wir nimlich

2 Ay B
/"! ! /," (e (/l l
11
K gkt et
P == A" = g,

$0 erhalten wir durch sukzessives Finsetzen
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Der Finfachheit halber wollen wir annchmen, dass der Frwartungs-
wert fir alle @, gleich Null ist, dass alle x; dasselbe Verteilungsgesets
besttzen und voneinander unabhingig sind. s sel also:

B, == () fur alle ¢
i == Fuges . = Bad == Bo?
T . . . ban 3 » I "
(g ) = 0 tir 449,

Dann wird der Erwartungswert ftir die Quadrate der kten Diffe-
renzen (statt der absoluten Betbriige betrachten wir die Quadrate,
was einfacher ist):

k . 2 ki
BN 5 )t = £ Z(~ 1) ( ’;) : w,k,u.j}- xZ( g’ ) B
j=0 K j=0 V"

Nach einer aus der Kombinatortk bekannten Beziehung ist aber:

'k“‘ T2 9%k
;ZT; (; ) - ( lab)'

Also:
(I B(A" 5 = (216) ot

»

v

Die Quadrate der Ditferenzen einer zutilligen Rethe nehmen also

. . . 2k
mit stewcender Orvdnung L ozu wie ( e
L

Dank diesermn unterschiedlichen Verhalten der Differenzenveihen
von glatten und von zufilligen unktionen ist es moglich, bet funk-
tionen, die sich aus einer glatten und einer zufillicen Koraponente
zusammensetzen, die erstere zu eliminieren und damit die letztere
eitier besonderen Betrachtung zuginglich zu machen, ohue dass iiber
die Form der glatten Kompounente irgendwelche spesiellen Voraus-
setzungen gemacht werden miissten,
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Fs set nun X, eine zufillice Variable, die noch von einem Para-
meter | abhiingen soll, der die Werte 1,2, ..., N annehmen kann.
(Unter einer zufilligen Variabeln versteht man eine Grisse, welche
verschiedene Werte mit gewissen Wahrscheinlichkeiten annehmen kann.)
7 jedem Werte @ dieses Parameters gehort also ein Verteilungsgesetz
w, (X,), welches die Wahrseheinlichkeit angibt, dass X, zwischen X,
und X, 4+ d X, liegt. Diese Wahrscheinlichkeitsverteilungen sollen
cegenseitig unabhiingig, sonst aber ganz beliebig sein. (Der Wert von
X, soll also nicht von den Werten der iibrigen X; abhangen.)

Die X, spalten wir nun in zwei Komponenten auf: thren Frwar-
fungswert m, und eine Sehwankungskomponente x;:

d Feciwdio] F id
X, =m + =z,

T
o0
— 1 . " A S e
wo m, = FX, = [ X, wi (X)) dX,

und deshalb fix, = 0.

Ferner wird

wegen der Unabhiingigkeit der Verteilungen.

Da bet den m; das Zufallselement nun ausgeschaltet ist, ditefen
wir annehmen, dass die Abhiingigkeit von m, vom Parameter « durch
eine glatte Funktion dargestellt werde. (Unter einer glatten Funktion
wollen wir jetst 1miner eine I'unktion verstehen, deren Differenzen
rsunehmender Orvdnung demt absoluten Betrage nach nicht grosser
werden.) Diese Annahme entspricht unserer Auffassung, dass dem
Naturgeschehen einfache Gesetze zugrunde liegen, und «einfachy» heisst
hier ehen, dass die Werte m; nicht zufillig verteilt sein sollen, sondern
durch eine einfache, d. h. glatte Kurve verbunden werden konnen.

Diese Aunahme st anf jeden Tall viel allgemeiner als jene, die
man gewohnlich macht, nimlich dass die Werte m; auf einer Kurve
it vorgegebener analytischer Gleichung liegen (4. B. aul einer Parabel
nter Ordnung oder einer Kxponentialkurve oder einer Makehamkurve),
von der dann nur noch wenige Parameter frei verfiigbar sind, welche
nach der Methode der kleinsten Quadrate oder einer iihnlichen Methode

bestimmt werden,
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Wir bilden nun betr unserer Rethe X, X,, ..., X die crste bis

kte Differenzenrerhe:

AX;, =X, —X;=(m; . —m) + (2, —x;)==dm; + dux,

X =4X,  —AX; = (Am; —Am) F{dx; | (—Ax) = A2 + A2,

....................................................................

AR = AV X o VK = (A i ) S (AP e R ) = A

Diese Differenzen quadrieren wir und berechnen in jeder Differenzen-
rethe den Mittelwert der Quadrate, also die Grosgse

\ ;\I

1
Srx .

Diesen Ausdruck wollen wir mit seinem Frwartungswert vergleichen:

ol ! 3" pxplonl L S(i Ayl
" ] Nk .Z-_'{(_ X,)® l lN o L m; 4+ A% ;) l -

10 2" 1 ‘\
S i, 2 IS k, - I _3
=N L; (A%m)) }w — 4_: A, (A" w,) - - 7 L.« (A" x ).

Nun wollen wir annehmen, £ set geniigend gross, so dass die glatte
Komponente soweit zuriickgedriingt ist, dass wir die A%m; gegeniiber
den A%z, vernachlissigen kénnen. Das gilt dann um so mehr fiir deren
Quadrate, und wir kénnen die erste der drei obigen Summen weglassen.

Die mittlere von thnen verschwindet ohnehin; denn es ist ja

P Nk
<l’~->w}_ﬁ—l)ﬂ(,-)mi.f.kﬁ}d( () B 0
j=0 2B j=0 »

wetl alle /12, gleich Null sind.



Damit wird:

| @ Qhppal 1 33
i ( L X.~)g . LY. A% 2 )“
N —k e ‘ l 1\7 '“Ib 5,
l Nk ) ’
1 I A i
o N _—/] \ I’ ZJ — ])} ( ) f‘:{ Ry
,] ==}
1 NJ; Aﬁ (/ ) i
T F I !
Nk bt \f. -
{==1§=0

Nun mitssen wiv zwel Fille unterseheiden. Imersten wollen wir
annehmen, dass 1927 fie alle © denselben Wert haben soll (was 7. B.
richtiy ist, wenn alle .z, dasselbe Verteilungsgesetz besitzen). Dann
Heet cenau der Fall vor, den wir schon zu Beginn unserer Austithrungen
itber die  Differenzenmethode betrachtet haben (5. 150), und  wir
konnen die dort abgeleitete Formel (I) ibernelunen. 198 wird also:

| "
[("l o \—‘(V‘ l ‘ 1).,“.,
|8 X =
i=1

Dezetchnen wir noch:

I Nk

. A R § -

- \ (A% X JF oy = empirische Streaung der kten
2k e -
( ) (N-—Fy i Differenzenreihe
\ l’ﬁ |
tn foa? = p? = o prior-Streaung der N um thre
[irwartungswerte, -

dann wird: lo; = p? ftiir & = kg -

Dabei soll die kyte Differenzenreihie die eorste sein, bei der wir die
N § i k B

(A%m )2 gegeniiber den (A% 2)? vernachlissigen diwfen. ky liisst sich

wie folgl uneefihr bestimmen:

. . - ) s . . .
Bilden wir der Rethe nach of, o5, o5, ... so wird zunichst

<

2
of > 05 >0 > L.
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well die wesentliche Schwankungskomponente schrittweise elimintert
wird. Sobald diese geniigend zuriickgedringt ist, wevden eine Rethe
von ungefiihr cleich grossen o} auftreten:

0, R0 FOp g™ - 0n

Der Index & des ersten von ihnen wird der wahrscheinlichste Wert
von ky sein.

Man darf nun aber nicht etwa annehmen, dass die ¢} mit zuneh-
mendem £ gegen u? konvergieren wirden, so dass man mit steigender
Differenzenordnung immer bessere Niherungswerte fiir n? beldime.
Das ist leider nicht der Ifall. Anderson hat die mittleren I'ehler der
(rrossen o cegenitber threm Frwartungswert p? bestimmt und ge-
funden, dass sie mit wachsendem [ immer grosser werden. I'iir den
Fall, dass die z; die Normalverteilung mit der Streuung u* befolgen,
lauten diese T'ormeln fiir die ersten vier Ditferenzentrethen:

/5,000 N 4,000

mittlerer Fehler von (¢7) = - g — 1?2
¢ (o7) N1 |

orer Tl , /3,889 N — 9778
mitbierer tenler vor - :
nittlerer iler von (o; Vg t

. - . V4620 N—16860
mittlerer Fehler von (o) = B S 7

. . |52 N--25012
mittlerer Fehler von (of) = N4 I8

Aus diesem Grande wird o}, also das erste der ungetiihr gleich grossen
a;, der wahrscheinlich beste Niherungswert fiiv 42 sein, und zwar ist
dieser Nidherungswert um so zuverlissiger, je linger die [olge dev
ungefihr konstanten o} ist. Es hat demnach keinen Sinn, die Bildung
der Differenzenreihen allzu weit zu treiben. Normalerweise wird man
mit k== 4 bis 6 auskommen und nur in seltenen [illen vielleicht
bis L == 10 gehen miissen.

ST oy 0 ‘ ¥ . ’
Mit Hilte der Grossen oy, lassen sich jetzt auch Diwergenzquotienten

. . . . . . ) . . .
bilden, mdem wir sie durch die Bernoullische Streuunyg g, dividieren:



B3
o

9 15
Q; = el
B

s st also:

2

I{

2 )
4“1,'

: 5 .
== L, wenn pu” = ug .

Ihs sel noch einmal ausdriicklich daran erinnert, dass in diese
Divergenzquotienten nur die unwesenthiche Schwankungskomponente
eingeht und dass diese vollstindig unabhiingte von der Ausgleichung
berechnet wevden konnte.

Jetzt wollen wir zum zweiten I'all itbergehen, bei dem die 125
nicht als gleich gross vorausgesetzt werden. Wir setzen dann

&

Bia; == ps == a priori-Strenung von X,

und es wivd:

{ ¢ & | LEE s
’ {N-- N i - TFll C )i

i==1




Dividieren wir noch beide Seiten duveh die Summe der in den eckigen

. _ 2 :

Klammern stehenden Faktoren: (N- I)( I ), so steht reehts e ge-
-

wogenes Mittel der ¢f, das wir mit g7, bezeichnen.  Darin erhalten

25 :
), nur bet den ersten und letzben &

k

von ithnen st es klemer. In der nachstehenden Tabelle sind  diese

fast alle g dasselbe ("r(\.\\-'i('zht(

Gewichte fitr die ersten 10 Differenzenrethen zusammengestellt :

Js = L2 (3 4| 5678 ) L0

(k) Lo+ L]l L1 | | I

B b2 | 5 [ 1T | 26| 37| 500 65 820 101
(% () 6| 19 | 53 1126 | 262 | 491 S49] 1378] 202
(o1 (P57 (5)7 ] 20 | 69 | 226 | 662 | 1716 ] 3985 | S434 16526
(0570 7 8% (59| 70| 250 | 88T | 2040 | 8885 24310 60626
(o7 007 5 (50 (A7 E (B = | 259 ] 923 |8382 [12021 | 40186 | 124130
(S OB (50 (550 (D% (BT (507 - | 924 | 3481 12805 47242 | 168230
g e 1 (P (0 15 [P e (P BA32 | 12869 [48555 | 182630
(o Y G 5P U5 (B 1 (BP - BP0 (5 - 12870 [486 19 | 184655
(60 (D7 () - (57 (7 R B (B (P (5 +(§)F - 48620 | 18475
R I R e R e R A A R

Jeweils die unterste Zabil jeder Kolonne ist (
welehes fast allen @f z2ukommt.

¢

K

A\
v

v . . ;
) s also dasjenige Gewieht,



Setzen wir wiederum:

soowird jetst:

g -
lioy == pyy B b=y

Auch in dieseru IFall konnen wir zu jeder Differenzenrethe einen

Divergenzquotienten bestimmen, indem wir durch den o gleicher

Weise  oebildeten  cewoeenen  Mittelwert o, der Bernoullischen
o o i B
Strewnngen g8, dividieren:

o
O‘/\?

(‘i)f R

9
Jlfﬂ ’{) (I.:)

Dabetl ist also

N

5\ 2
My, gy = Gir i, o

!

s )
aviaS L
2 ( ) wenn | <le-<lLk

] 1{ F b * :  F e R
i == ) ( ) wennn Nk + 1<Te<<N

WO

2k
( ) sonst .

ko
Die Zahlen ¢, lassen sich aus obiger Tabelle entnehmen.

[nfolze der weehselnden Gewicehte dndern sich die Frwartungs-
werte von o} und F von Differenzenrveihe zu Diffevenzenrveihe etwas.

7, i . . " 9 . .
Nwr wenn alle g2 mib den Bernoullisehien Streaungen w? , identisch

)

i 2 y 5 5 Wi . .
sind, wird derjenige von 7 von Lonnabhiingte, und zwar ¢leich 1.
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3. Anwendung auf die Berechnung der Streuung in der .»-Richtung

Diese Methode wollen wiv nun verwenden, um die Dispersion
der emapirischen Sterbehaufigkeiten in der z-Richtung zu berechnen.
Wir ersetzen also die X, durch die empirischen Sterbehiufigkeiten

iq,- Der variable Parameter st hier das Alter v die m; entsprechen
den wahren Sterblichlketten.

Wenn firr das Alber 2 bei L, unter Risiko stehenden Personen 1,
Todestille beobachtet wurden, dann betrigt nach der Bayesschen
Formel der Frwartungswert fir die zugrunde liegende Wahrsehein-
hichkeit :

T+1

L, 42 )

(ZIJL' =
Die o priori-birenung um diesen rwartungswert st unter den ¢leichen

Annahmen

=y e ()

s liegt also der zweite Fall vor, wo die Streuung fir jedes Rethenglied

verschieden ist.

Als  Beobachtungsmaterial diente :

1. « Die Erfahrungen der Sehweizerischen Lebensversicherungs- und
Rentenanstalt im Hauptgeschift, Alter 3—T1», entnommen der
Jubiliumsschrift « 'infundsiebzig Jahre Schweizerische Lebens-
versicherungs- und Rentenanstalt» (23), also die Zahlen, die der

o 1894/1980 ,
latel RAM -~ zuorunde liegen.
1921/1931 '

B Iy 1st awar allgemein fiblich, hier nicht mit dem Frwartungswort, sondern

1

. . : r x . e
it dem wahrscheinlichsten Wert I zu rechnen, obwohl weines Urachbens fiw
T

die Verwendung des erstern die stirkern CGiriinde sprechen. Vou allent hat der
Krwartungswert den Vorzug, dass die Streuunyg um thn zu einem Mintmum wied
und zudem durch eine sehr einfache Formel dargestellt werden kann (s, Text).
Der Frwartungswert liefert ausserdem in unserm Fall gevade dann sicher die
bessern Zahlen, wenn der Unterschied ins Gewicht Lillt, nétimlich wenn 1'% sehe
klein oder gar null ist. Vgl. Cauber-Burckhardt (2), 5.309, oder Gebelein (5).
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2. ¢« Die Frfahrungen der Rentenanstalt i der Volksversicherung,
Alter 3—T1», ebenfalls entnommen der Jubiliumsschrift, also das

. i o 189471930
Urmaterial der Tafel RAV |
192171931

3.« Die Frfahrungen der Basler Lebens-Versicherungs-Gesellschatt
in der Volksversicherung, Alter 3—69», entnommen der Jubi-
lunssehrift ¢ Manfundsiebzig Jahre Basler Liebens- Versicherungs-

19500—1936

Gresellschatty, also die Zahlen, aus denen die Tafel BaV (9071037
L :.l{‘_‘_‘,m 3 ll

berechnet wurde.

Bet den Tafeln der Rentenanstalt wurden die ersten und letzten
paar Jahrginge weggelassen, weil dort die Streuung infolge der kleinen
Besetzungszahlen so gross ist, dass die Zahlen der ibrigen Jahrginge
bei der Mittelbildung vollstindig berdeckt wiirden. Bei der Tafel
der Basler wurden dann aus Grinden der Vergleichbarkeit die ersten

drei Jahrgiinge ebenfalls gestrichen. R
: - 1/ &2
o
§ \ . . . i I it
[n der tolgenden Tabelle sind die Werte fie @, — |/ - fiw

2
B, i

die ersten vier Differenzenreihen zusammengestellt. s war nicht notig,
wettorzugehen, weil schon hier die Werte von), gentigend konstant sind.

th G o o
RAH. . 1,181 1,009 1,115 1,115
RAV. . 1,151 1,158 1,397 1,285
BaV . . 1,296 1,153 1,198 1,185

Diese Zahlen zeigen mit sehr guter Anniherung normale Disper-
sion. (Uberraschenderweise sind sie schon fitv k == 1 nicht viel orisser
als 1 und nehmen auch nachher nicht mehr wesentlich ab oder sogar
leicht zu. Dies zeigt, dass die Komponente m; schon in der ersten Diffe-
renzenreihe zu einem guten Teil eliminiert ist. Das bedeutet nicht,
dass die m; auf einer Geraden zu liegen brauchen, sondern nur, dass
sie sich von Schritt zu Sehrith so wenig dindern, dass die Am, im Ver-
gleich zur Streuung der x; sehr ldein sind.

s wiire nun mdoglich, dass die normale Dispersion so zustande
kommt, dass die Streuung in einem Teil der Sterbetafel grosser als 1,
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in einemn andern aber klewer als 1ist. Unt dariitber Klarhett «u erhalten,
wollen wir die Rethe der ¢, unterteilen und die Dispersion fitr jeden
der Teile gesondert berechnen, Allzu wett ditrfen wir diese Unboer-
tetlung aber nicht tretben, wetl sonst die einzelnen Tetlrethen so weng
Rethengelieder erhalten, dass man keine zuverlissicen Resullate mehr
erwarten kann, s wurden deshalb dret Gruppen gebildel, so dass
jede von ihnen 23 bzw. 21 Glieder anfweist: eine erste vom Alter 5
his 25, die zweite vom Alter 26 bis A8 und die dritte vom Alter 419
bis 71 bzw. 69. Die Frgebnisse finden sich i der nachstehenden

Tabelle:

(t)l (L)Z (t)li (f)=l

RAH 3-25 . . (0,922 0,815 0,665 0,594
2648 L. 1,304 1,089 0,922 (),853
4971 . . 1,154 102 LS 1,019

BAY B==ln | 0,865 0,659 0,667 0,688
p SE) s T 0,373 0,741 0,716 0,706

71 . . 1,154 1,162 1,240 L2901

Bal  3—25 . . 1,557 1,155 1,084 1,057
e, 1,407 L3531 1,322 [,314
19—69 . . 1,281 1,116 1,178 1,158

Auch hier st die Strewung annithernd normal, obwohl wegen
der viel klemern Zahl der Rethenglieder von vornherein weniger genaue
lirgebnisse erwartet werden konnten. Finzig die unternornale Disper-
ston in der 1. Altersgruppe der beiden Tafeln der Rentenanstalt fillt
etwas anl, vor allem well unternormale Dispersion in der Statistik
sonst nur selten beobachtet wird. Aber die Abweichung gegeniitber
der normalen Dispersion st immer noch kleiner als der doppelte
mittlere Fehler t), so dass es sich auch um cine zufidlive Abweichung

handeln kann.

B Dies zeigen die Andersonschen Formeln fiie die miltlerens IMehler von

2y ~ . . 9 . . . . .
o7 (S, 154), die sich zwar nur aut den Fall bezichen, wo alle Rethienglieder dieselbe
a priori-Strenung besitzen, die aber zu einer eroben Absehiitzung auch hier ver-

wendel werden mogen.
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Wir konnen somit im ganzen feststellen, dass unser Urnenschema
auch in der z-Richtung durch unsere Rechnungen in sehr befriedigender
Weise gerechtfertigh wurde.

Auf Grund dieser Resultate scheint es also, dass die fir die
Risikotheorie wichtige Frage, ob ein Ausgleich der Sterblichkeits-
schwankungen nicht nur im Verlaufe der Zeit, sondern auch innerhalb
eines Versicherungsjuhres durch die verschiedenen Altersklassen hin-
durch zu erwarten ist, in positivem Sinne beantwortet werden daxf,

I1I. Ein allgemeines Ausgleichungsprinzip

Entsprechend unserver Zielsetzung, den Wahrscheinlichkeitscha
ralkter der Sterblichkeit zu untersuchen, haben wir uns im L. Kapitel
eingehend mit der Schwankungskomponente der relativen Sterbe-
hitufigkeiten beschiiftigt. Von der wahren Komponente m,; mteressierte
ung dabei nur die I'rage, wie sie zu eliminieren sei. Das ist uns mit
Hilfe der Ditferenzenmethode gelungen, ohne dass wir sie in irgend-
einer speztellen Form, z. B. des Makehamschen Gesetzes, anzunehmen
brauchten, ja ohne dass wir sie @tberhaupt berechnen mussten. In
diesem Schlugskapitel wollen wir nun noch kurz untersuchen, was fiw
Folgerungen sich aus unseren Uberlegungen fiir die Bereehnung der
m, ergeben.

Die Berechnung der wahren Komponente ist Aufgabe der Aus-
oleichungsrechnung, welche zu diesem Zwecke in ihrer Ristkammer
eine unitbersehbare Zahl verschiedener Methoden bereithilt. Allen
wohnt ein ziemlich grosses Mags von Willkiir inne, teils weil zu
ithrer Bogritndung Voraussetzungen oder Annahmen gemacht werden,
die durchaus nicht zwingend, ja oft nicht einmal plausibel scheinen,
beils weil sie tberhaupt aul jede Begrimmdung verziehten und nichis
als rein handwerkliche Regeln darstellen. Damit sollen diese Methoden
keineswegs verurteilt werden; sie konnen alle wu sehr guten Resultaten
tithren. Die Schwierigkeit lieght gerade darin, zu urteilen, ob eine vor-
gelegte Ausgleichung gub st und wie gut sie ist, d. h. ein Mass it
thre Giite zu finden.

Man hat schon oft behauptet, eine solche Beurteilung set deshalb
nicht in eindeutiger Weise moglich, weil die Aufgabe, eine gegebene
empirische Reihe moglichst gut auszugleichen, keine bestimmte Liosung

11
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besitze. Im folgenden soll gezeigt werden, dass es im Gegensatz zu
dieser Behauptung eine beste Ausgleichung einer gegebenen Reihe
wirklich gibt. lis wird sich dabei allerdings zeigen, dass die numerische
Berechnung dieser Ausgleichung iusserst langwierig wire, so dass
sie vielleicht praktisch nicht in I'rage kommt, wenigstens nicht in
dieser I'orm. Is ist deshalb auch nicht zu befiirchten, dass all die vielen
bisher entwickelten Ausgleichungsmethoden nun zum alten Ihisen
geworfen werden miigsten. Trotzdem stellt dieses allgemeine Aus-
vleichungsprinzip mehr alg ein blogses [xistenztheorem dar, das nur
alkademisches Interesse bietet; denn es zeigt uns, worauf wir bei einer
Ausgleichung zu achten haben, und gestattet ein Urteil ttber die Gitte
einer vorgelegten Ausgleichung.

Bevor wir das Prinzip aufstellen konnen, durch das die gesuchte
beste Ausgleichung definiert wird, miissen wir uns darithber klar sein,
was wir von einer guten Ausgleichung verlangen.

An die Spitze stellen missen wir die Tatsache, dass bet allen
praktisch in Betracht fallenden Verteilungsgesetzen die empirisch ge-
fundenen unausgeglichenen Werte die besten sind, wenn wir sie einzig
und allein vom Standpunkt threr Wahrscheinlichkeit aus betrachten.
Bei der Ausgleichung werden sie durch schlechtere, d. h. weniger wahe-
scheinliche ersetzt, und zwar sind sie um so schlechter, je weiter entfornt
sie vom beobachteten Wert sind. Von unserer besten Ausgleichung
mitgsen wir deshalb in erstor Linie verlangen:

1. Die ausgeglichenen Werte sollen moéglichst nahe bei den un-
ausgeglichenen liegen.

Um fitr die Abweichung der ausgeglichenen Girossen von den
unausgeglichenen ein Mass zu bekommen, denken wir ung eine
Wahrscheinlichkeitsdichte, welche zu jedem moglichen Wertesystem
(Mg, Mg, ..., my) dessen Wahrscheinlichkeit angibt:

Wimy, ..., my)dmy ... dmy = Wahrscheinlichkeil dafiir, dass gleich-
zeibig der richtige Werl von X, #wi-
schen m; und m, + dm,, von Xy zwi-
schen my, und my, -+ dm,,

.................................

und von X, #zwischen my und
my + dmy liegt.
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Falls die einzelnen Reihenglieder voneinander unabhingie sind,
o DD
hat diege ]."‘u:ul(l;:ion die M'orm

N
Wimg, ...,my) = [ | w;(m)
i

Wenn die a, ausserderm noch den Charalkter von Wahrseheinlichkeits-
schwankungen haben, wie wir es fir die Sterblichkeitsschwankungen
festgestellt haben, kénnen wir tir die w, Gauss-Verteilungen einsetzen.

Wesentlich ist nun, welche Wertesysteme (my, ..., my) wiv zur
Konkurrenz zulassen. Denn selbstverstindlich dirfen wir nicht be-
lichige Wertesysteme erlauben, sonst wire ja jenes der unausgegh-
chenen Reihe das beste. Anderseits wollen wir auch nicht zu streng
sein und ebwa nur Systeme gestatten, deren Werte auf einer Geraden
oder auf einer Parabel bestimmter Ordnung oder sonst auf irgendeiner
Kurve mit vorgegebener analytischer Gleichung

m; =1 (0)

liegen, wie das bei der Methode der kleinsten Quadrate gemacht wivd.
(g gel denn, man wiisste aus theoretischen Gritnden zum vornherein,
dass die Werte auf einer solchen Kurve liegen miissen, welcher fall
ausserhalb der Physik und Astronomie nur selten vorkommdt.)

Um zar richtigen einschrinkenden Bedingung zu kommen, brau-
chen wir uns nur zu tiberlegen, weshalb wir iiberhaupt ausgleichen,
Die Ausgleichung bezweckt doch, die Ausschalbung der wufilligen
Schwankungen der beobachteten Werte, die ein so unregelmiissiges
Bild ergeben, das unserer Iirwartung von einem glatten Verlauf der
Kurve nicht entspricht. Wir fordern deshalb:

2. Die ausgeglichene Rethe soll keine Zufallskomponente mehr
enthalben.

Woran sollen wir aber erkennen, ob bei einem Wertesystem die
Zutallskomponente ausgeschaltet ist oder nicht ? Hier hilft uns wieder
die Differenzenmethode. Wie wir bemerkt haben, zeichnen sich die
glatten Funktionen dadurch aus, dass sie beim endlichen Differensicren
langsam verschwinden, wihrend die Differenzen aubillicer Rethen mit

ot . ‘ Ll — _— up
steigonder Ordnung wie ( ) unbegrenzt wachsen. Diese Figenschafl
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konnen wir verwenden, um Wertesysteme, die unserer Auffassung
von etnem clatten Verlauf der Kurve widersprechen, auszuschliessen,
inderm wir nur diejenigen zulassen, deren Differenzen steigender Ord-
nung absolut nicht zunehmen.

Unsere gesuchte beste Ausgleichung ergibt sich somit als Liosung
der folgenden lixtremalaufgabe:

Die runktion W (m,my, ..., my) st durch geeignete Wahl der Werte
My, My, ..., My zLelnem Maximum zu machen, unter Beriicksichti-
aung der folgenden Nebenbedingungen :

(A" )2 < (AR )
oder fir alle 2+ und £.

(A g (A, )P

Deuten wir die Variabeln m;,m,, ..., my als Koordinaten in
cinem N-dimensionalen Raum, dann wird durch die Nebenbedingungen
ein abgeschlossener, aber nicht beschriinkter Teilbereich definiert, den
wir mit £2 bezeichnen. Wir haben also das Maximum der Ortsfunlktion
W i £ zu bestimmen.

Um die Iixistenz eines solchen Maximums bewcisen zu kénnen,
miissen wir die T'unktion Wim,, ..., my) als stetig in allen Variabeln
voraussetzen. Wegen ihrer lMigenschaftt als Wahrscheinlichkeitsdichto
vilt ferner

oo

oo
j £s ] Wimy, ...,my)dmy ...dmy=1.

-0

Das ist nur moglich, wenn W in allen Richtungen gegen Null strebt,
und zwar ist diese Konvergenz, wie man leicht cinsieht, gletchmiigsig.
Zi jedem & > 0 ¢ibt es also ein B, so dags die ["'unkbion W ausserhalb
der N-dimensionalen Kugel vorn Radius I iiberall kleiner ist als .

s sei nun PP= (m{, my, ..., my) irgendein Punkt aus £ und
W2 der Wert von W in diesera Punkt. Dann kénnen wir, wie wir eben
bemerkt haben, um P eine Kugel konstruieren, in deron Aussern
W oitberall klener ist al% WO, Bilden wir den Durchschnitt D dieser
IKugel mit dem Bereich £, dann muss also das Maximum der I'unktion
Woin £2 sicher in diesemn Durchschnitt liegen, vorausgesetzt, dass es
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existiert. 1 ist aber ein abgeschlossener und beschrinkter Bereich,
in dem nach dem Satz von Bolzano-Weierstrass jede stotige Funktion
thren Maximalwert wirklich annimmt. (Unter gewissen einschriinken-
den Voraussetzungen ither die Ifunktion W lisst sich sogar behaupten,
dags dieses Maximum auf demr Rande von £2 angenommen wird, was
uns aber hier nicht interessiert.)

Damib 18t die Kxistenz einer besten Ausgleichung bewiesen. Sie
st allerdings noch nicht ganz eindeutig bestimmt; denn W kann ja
seinen Maximalwert an mehreren Stellen von £ annchmen. Um auch
diese Mehrdeutigkeit noch auszuschalten, kann man unter allen Werte-
systemen, welche zum gleichen maximalen W gehdren, dasjenige ans-
withlen, dessen Differenzen am raschesten abnehmen.

Der tatsichlichen Berechinung dieser besten Ausgleichung stellen
sich allerdings infolge der grossen Zahl von Variabeln und Neben-
bedingungen fast unitberwindliche praktische Schwierigkeiten entgegen.
Trotzdem sind unsere Uberlegungen nicht nur eine miissige Spielerei;
denn abgesehen von threm theoretischen [nteresse zeigen sie uns, worauf
wir bel der Beurteilung einer Ausgleichung zu achten haben:

1. 18t zu untersuchen, ob die Zufallskomponente elitniniert 1st. Dazu
miissen wir die Differenzenreihen bilden und verifizieren, ob
die Differenzen niit zunehmender Ordnung nicht grosser werden.
Man beachte dabei, dass es keinen Sinn hat, allzu viele Differen-
zenrethen zu berechnen, weil sich von einer gewissen Ordnung
an die Auf- und Abrundungsfehler bemerkbar machen werden;
denn auch sie wirken natiivlich wie zufillige Fehler;

9. haben wir W= W (my, ..., my) 7zuberechnen, wo my, ..., my
die ausgeglichenen Werte sind. Der absolute Wert von W™ sagt
aber noch nicht viel. Wir missen thn mit dem W der unaus-
geglichenen Rethe vergleichen. Ferner konnen wir die Walir-
schoeinlichkett dafitr berechnen, dass W einen noch kleineren
Wert als den gefundenen annimmt. Falls W die Torm

N
Wimg, oo omy) = [ [w (m)
=1
hat und die w; (m;) Gauss-Verteilungen sind, ist dies das bekannte
w2 Kriterivm. Korrekberweise misste man auch hier sich aut
den Bereieh £ beschrinken, d. h. man hitte zu bilden
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[ [ Wmy, oo ymy) ~dmy .. dmy
JES

i

oo [ Wimy, oo my) - dmy oo dmy
0

Dabet ist Q* der Durchschnitt von £2 mit jenem Teil des Raumes,
in dem IV kleiner ist als der beobachtete Wert W*. Tatsichlich
scheitert man aueh hier an der praktischen Undurchfithrbarkeit
und 1st deshalb gezwungen, das Integral im Nenner iiber den
ganzen Raum und jenes im Zihler itber den gaunzen Berveich
W << W* zu ersetzen. (Falls man, wie das sehr oft auch gemacht
wird, die ausgeglichene und nicht die beobachtete Reihe als die
primiire angieht, ist das sogar korrekt.)

Die Literatur kennt noch andere Kriterien finr die Gitte der Aus-
gleichung, wie das Helmertsche Kriterium titr die Anzahl der Zeichen-
wechsel und Zeichenfolgen ') . i. Diese hangen aber nicht so sehr
von der Ausgleichung als von der Avt der Schwankungen der empi-
rischen Werte ab und lassen deshalb weniger ein Urteil tiber die (tite
der Ausgleichung als tiber den Charakter der Sehwankungskomponente,
also der ., zu.

B I R Helmert: Uber die Genauighkeit der Kriterien des Zufally bel Be-
obachtungsreihen (Sitzungsherichte der kaniclichen proussischen Akademie der
Wissenschaften, 1905).
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