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Eine Bemerkung
über zufällige Anordnungen

der natürlichen Zahlen

Von H. Haclwiger, Bern

Wir betrachten eine zufallsartig gebildete Anordnung (Ilmordnung)
der lleihe der natürlichen Zahlen

so dass also in der lleihe (2) jede Zahl der ursprünglichen nalürlichen
Zahlenreihe (I) genau einmal vorkommt. Hierbei kann es geschehen,
dass in der [leihe (2) zufällig konsekutive Zahlen, d. h. solche, die
in der natürlichen Anordnung (1) aufeinanderfolgen, ebenfalls
nacheinander auftreten. In tier Anordnung (2) bilden die Zahlen 44 und 45

ein derartiges konsekutives Zahlenpaar.
Km bezeichne nun H'j, die Wahrscheinlichkeit dafür, dass in einer

zufallsartigen Anordnung der natürlichen Zahlen genau r konsekutive
Zahlenpaare auftreten. Der Wahrscheinlichkeitswert wird weiter unten

genauer definiert. - Hemerkenswerterweise hat nun die Wahrscheinlichkeit

14,. für jedes v einen nicht trivialen Wert, d. h. sie ist nicht
0 oder I. Wir zeigen in dieser Note, dass

gilt. Man bestätigt leicht die (iültigkeit der Sunimenrelation

(l) I, 8, 4,

etwa

02) 17. OOS, 44, 45, 40771!»,

H) V ,r 1.
0
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In naheliegender Weise definieren wir die oben eingeführte
Wahrscheinlichkeit wie folgt: Es bezeichne A'^ die Anzahl der Permutationen

der n Zahlen 1,2,:} n, welche genau v konsekutive Paare

enthalten1). Dann setzen wir

(Ö) n; lim'1"
n •

vorausgesetzt, dass sich ein wohlbestirnniter (trenzwert ergibt.

Die unten folgende Tabelle enthält die A'H für l<n<6.
1'

71
l 2 ;t 4 5

1 l
2 1 1

6 ;s 2 1

4 11 9 ß l
f> 54 44 18 4 l
6 :10!) 265 110 :io 5 i

Zunächst beweisen wir die Gültigkeit tier rekursiven Beziehung2)

(ß) ^« ==(",, V«"'

welche darlegt, dass es für die Ermittlung der Anzahlen ,l)j ausreicht,
die Werte der ,4°, d. h. die Anzahl der Perniutationen ohne
konsekutive Paare, zu kennen.

') Dip Kragestellung ist. verwandt mit derjenigen von (I. Schulz in Aufgabe
Nr. 219 des Jahresberichtes der D. M. V. 22, 1942, S. (iit. Eine vom Verfasser

eingereichte busting (noch nicht, erschienen) stutzt sieh in methodischer lie-

ziehung auf eine Abhandlung von 0. von Schnitt;«, Eine neue Einteilung der

Permutationen, Math. \nn. IIS, 1911, S. 21b—2Ü0. Das nämliche trifft auch in hezug

auf die vorliegende Note z.U.

-) Diese llekursionsforrnel wurde von 0. von Schnitt;« auf empirischem Wege

gefunden (brief wan I t. Mai 191:! von Fi. run Schnitt;«, Wien, an den Verfasser).
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Kin Nachweis von (6) gelingt in dor folgenden Weise: In dor

natürlichen Anordnung

(7) 1,2,3,...,«
der ersten n Zahlen lassen sich n - l verschiedene konsekutive l'aare
unterscheiden, riiirrilich

(8) fl,2), (2.3), («-!,«).
Zur Bildung einer Anordnung der n Zahlen mit r konsekutiven Paaren

haben wir zunächst von diesen w--l Paaren v Paare auszuwählen.
Durch diese Wahl werden konsekutive Sequenzen von Zahlen der

lieihe (7) bestimmt, die in der zu bildenden Auordnung sicher

aufeinanderfolgen müssen. Ks ist zweckmässig, diese Sequenzen in der
Reihe (7) durch Klammern zusammenzufassen, also beispielsweise

(<)) I, -2. (3. 4), .">, ((1, 7, 8, 9), 10, 11, (12, 13, 14), Iß, n.

Soll nun eine Anordnung erzeugt werden, welche genau die
ausgewählten v konsekutiven Paare und keine andern aufweist, so ist die

Zahlenreihe (7) so zu permutieren, dass einmal die durch die Klammern
in (9) zusamniengefassten Sequenzen erhalten bleiben und class

weiter keine neuen konsekutiven Paart1 entstehen. Werden in (9)

die Kinzelelemonte und die Klammern als neue Kinhoifen lad rächtet,
so kann (9) als eine neue Anordnung v on n - v Kiemeuten betrachtet
werden. Kino Permutation dieser Klemonte führt nun gerade dann

zu einer Permutation der Koiho (7) der oben verlangtem Kigonschaft,
wenn diese keine in (9) aufeinanderfolgenden Klernen!e enthalt. Die1

Anzahl dieser Penuutationen ist offenbar .1" Wenn wir jetzt noch

berücksichtigen, dass tune Auswahl der r konsekutiven Paare auf

|
H

j verschiedene1 Arten möglich ist, gelangen wir so zu^
" .1"

verschiedenen Permutationen der ursprünglichen Zahlenreihe (7) mil
>> konsekutivem Paaren. Damit ist die llekursion ((>) bewiesen.

Wenn man andererseits die Permutationen der ersten n Zahlern

mit v konsekutiven Paaren dadurch erzeugt, dass man die1 Zahl n

bei Permutationen der ersten n I Zahlen mit r I bzw. r bzw. v 1
1

konsekutiven Paaren an geeigneter Stelle1 einschiebt, so wird man auf
die Rücklaufformel
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(in) -H«- ' + (" + J)-c;
geführt. In der Tat entsteht eine zur Auswahl A',', gehörende
Permutation dadurch, dass man

1. die Zahl n auf die rechte Seite der Zahl ri — l in einer Permutation
der A'[hinsetzt. Hierfür bietet sich l Möglichkeit;

2. die Zahl n an eine beliebige Stelle cler zu gehörenden Permuta-
tionen setzt mit Ausnahme der Zwischenplätze konsekutiver Zahlen
und ties Platzes auf der rechten Seite der Zahl n - I. Hierfür bieten
sich ii — 1—v Möglichkeiten;

8. die Zahl n an einen Zwischenplatz konsekutiver Zahlen einer Permutation

der /();![ einschiebt. Hierfür bieten sich rI Möglichkeiten.

Aus (10) und ((>) ergibt sich nun die Hiicklaufformel

(Ii) ./» (ft-l)H% + (» -2)/l®2,

welche die rekursive Berechnung der Anzahlen .4® ermöglicht.
Zu einem expliziten Ausdruck gelangen wir auf die folgende Art:

Wir bilden die erzeugende Punktion

(i-2) •

0 •

Wie sich auf (Irund der Hiicklaufformel (11) leicht verifizieren lässl,
ist die Punktion (12) eine Hosting der Differentialgleichung

(18) (1 x)0'{x) (l -( x) 0{x) 0,

deren Integration mit Rücksicht auf 0(0) l die Darstellung

/ 1 \2
(14) 0(ir)-c-';(rrJ
ergibt. Durch Multiplikation der Potenzreihen, welche die beiden

Paktoren in (14) für I x I < l darstellen, erhält man die expliziten
Ausdrücke für die Koeffizienten der Reihe (12), nämlich l)

') Es besteht eine enge Beziehung zwischen der Anzahl 1® und der bei

einer Eutersehen Aufgabe (vgl. E. Netto, Lehrbuch der Oombinatorik, Toubner
11)27, S. 66—71) auftretenden Anzahl P® derjenigen Permutationen, die kein
Element auf ihrem i'latz belassen. — Wie man auf Grund der expliziten
Darstellungen bestätigen kann, gilt die Relation

•
I® (-1)» I (»• !-l)Pji.
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(15) ,!» -lr1
1

+ (» + !)(« -.1)! V( - [)'
1

TO V A'

Im Hinblick auf die Delation (6) gewinnt .man so

(to D! (to — v + 1) (to 1

("v (- 1)
1 ' + -- Jr------ ^ ;v! (to — >>)! v. V A:

Nun kann man leicht bestätigen, class

(17) Wr lim
a: i

TO ' >, I

ist. Damit ist unsere Behauptung (3) bewiesen.
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