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Uber die Bedeutung
der infinitesimalen Betrachtungsweise fiir die
Grundlagen der Versicherungstechnik

Nach einem Vortrag, gehalten an der
Jahresversammlung vom 3. Oktober 1945 der Vereinigung
schweizerischer Versicherungsmathematiker

Von Ernst Zwinggi, Basel

Einleitung

Uber den unmittelbaren Nutzen der infinitesimalen Betrachtungs-
weise In der Versicherungstechnik, insbesondere itiber die praktssche
Bedeutung der kontinuierlichen Methode, sind die Meinungen geteilt.
[is wiire aber unrichtig, in diesem Tatbestand vereinfachend den Aus-
druck des tblichen Zwiespaltes «Theorie» und «Praxis» sehen zu
wollen, als ob die «Praktiker» auf der einen, die «Theoretiker» auf
der andern Seite stinden. Die Ansitze der kontinmerlichen Methode
beispielsweise bereiten dem Studierenden der Versicherungsmathe-
matik zu Beginn offensichtliche Schwierigkeiten, wihrend doch zu
erwarten wiire, dags die enge Berithrung mit der reinen Mathematik
erleichternd wirken wiirde. Unterschiede in der Art der Ausbildung
vermogen die spitere Arbeitsweise nachhaltig zu bestimmen; so st
es auffallend, wie die Aktuare der nordischen Linder der kontinuier-
lichen Methode auch fir die Liosung «praktischery Fragen weit mehr
zugetan sind als z. B. diejenigen unseres Landes.

Ohne wesentliche Hinrede ist die Anwendung der kontinuierlichen
Betrachtungsweise auf die Abklirung grundsdtzlicher Fragen ge-
blieben, wie z. B. auf das allgemeine Verhalten des Deckungskapitals
bei Anderung der Rechnungsgrundlagen. Sobald aber eine Formel
auch der numerischen Auswertung zuginglich sein soll, erfolgt meist
die véllige Abkehr vom infinitesimalen Ansatz. Nur selten wird ver-
sucht, das Integral — um ein solches wird es sich meist handeln —
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in dem Sinne aufzulésen oder umzudeuten, dass damit ¢«gerechnet»
werden kann; im Gegenteil, der urspriingliche Ansatz wird ginzlich
verlassen, und der neue geht dann aus von den jdhrlichen, «beobacht-
baren» Vorgangszahlen.

Diese oftmals einer Ablehnung der Hilfsmittel der Analysis
gleichkommende Einstellung ist aber nur scheinbar, nur #usserlich.
Sobald eine Versicherungsform mat mehr als ewner Ausscheideursache
vorliegt, kann die Berechnung und die eindeutige Verkniipfung der
jahrlichen Vorgangszahlen ohne die Betrachtung der Freignisse iiber
unendlich kleine Zeitabschnitte gar nicht erfolgen. (Ob dabei Dil-
ferenzierbarkeit der Funktionen im Sinne der «klassischen» Theorie
der Tntensititsfunktionen vorausgesetzt wird oder nicht, ist mehr eine
Frage des Verfahrens als grundsitzlicher Art.) Der Ansatz mit den
jihrlichen Vorgangszahlen ist nicht der strenge Ausgangspunkt der
Ableitung, sondern bereits der Abschluss eines vorbereitenden Weges,
der nur unter Verwendung von Begriffen der Infinitesimalrechnung
beschritten werden konnte und der zur eigentlichen «Auswertung»
tiberleitet. Jeder Berechnung im engeren Sinne geht also eine metho-
dische Aufbereitung voran: der infinitesimale Ansatz wird umgeformt
in eine Beziehung, welche die jihrlichen Vorgangszahlen enthalt; diese
Beziehung ist — um es nochmals zu sagen — nicht der Beginn der
Ableitung, sondern bereits eine ¢« Rechenregel», die aus sich allein nicht
oder nur selten erklirlich ist.

Im ersten der beiden folgenden, nur lose zusammenhingenden
Beispiele wollen wir zeigen, wie einfach und durchsichtig sich auch
rechnerisch die Verkniipfung vonm Personengruppen zu versicherten
Gesamthesten bei Wahl der infinitesimalen Betrachtungsweise gestaltet.
Ihre Nutzanwendung werden die Ergebnisse in erster Linie in der
Watwen- und W aisenversicherung finden.

Das zweite Beispiel soll dartun, wie die Kontributionsformel der
kontinuierlichen Betrachtungsweise bei Vorliegen mehrerer Aus-
scheideursachen sich leicht so umformen lisst, dass fiir die verschie-
denen Komponenten des Uberschusges ein mit wenig Rechenaufwand
auswertbares Schema entsteht.

Wir glauben durch eine, wenn auch auf zwei Beispiele be-
schrinkte Darstellung von Aufgaben aus der Praxis am besten be-
legen zu konnen, welche Vorteile das Beherrschen und Auswerten
der infinitesimalen Ansitze dem «Praktiker» bietet.
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Versicherung auf verbundene Leben !)

1. Gegeben 1st eine urspriingliche Gesamtheit von (o) gleich-
artigen Verbindungen; jede Verbindung kann aus einer oder aus
mehreren Personen bestehen. Auf die Gesamtheit (und damit auf
die Personen in den Verbindungen) wirken h verschiedene, als von-
einander unabhingig angenommene Ausscheideursachen ein. Eine
Verbindung soll als aufgelost gelten, wenn eine ihr angehérende Person
augscheidet ; das Ausscheiden geschieht stets endgiiltig. Die praktisch
meist vorkommenden Fiélle sind:

a) Die Verbindung besteht aus einer Person: Versicherungen auf
evn Lieben:

a) eine Ausscheideursache: Tod;

B) 2wer Ausscheideursachen: Tod und Invaliditét, oder Tod und
Wiederverheiratung, oder Tod und Stornierung.

b) Die Verbindung besteht aus zwet und mehr Personen: Ver-
sicherungen auf zwev und mehr verbundene Leben:

a) zwer Lieben und zwes Ausscheideursachen: Tod der ersten
und Tod der zweiten Person:

) zwer Lieben und drer Ausscheideursachen: Tod und Invalidie-
rung der ersten Person, Tod der zweiten Person.

Die Anzahl der Verbindungen, welche in der Zeitspanne 0 bis ¢
infolge der Ursache 4 aufgeldst wird, sei allgemein *f(#). Dann ist die
Zahl der im Zeitpunkt ¢ noch bestehenden Verbindungen gleich

h

L) = 10)— (). 1)

=1

Als abhingige k-jihrige Rate ?) (Wahrscheinlichkeit) der Auf-
losung (des Ausscheidens) infolge der Ursache ¢ benennen wir

1) Fs handelt sich hier u. a. um eine knappe Wiedergabe der allgemeinen Aus-
fithrungen im L. Teil des Lehrbuches «Versicherungsmathematik» (Verlag Birk-
hiuser, Basel, 1946) mit Anwendungen auf die Versicherung verbundener Leben.

?) Wir vermeiden in diesem Zusammenhang absichtlich den Gebrauch des
Wortes « Wahrscheinlichkeit», um nicht den Findruck zu erwecken, es seten unsere
Darlegungen an die Anwendung der Sitze der Wahrscheinlichkeitsrechnung ge-
bunden.
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(4 k) —f(2)
1(t)

und als totale k-jihrige Rate (Wahrscheinlichkeit) der Awflosung (des
Ausscheidens)

() = 2)

L) —1(t+k
() = Y l(tgt s (3)

Sodann definieren wir unter der Annahme, I(f) und *f(f) seien
differenzierbare Funktionen?), als Intensitit der Auflosung (des Aus-
scheidens) infolge der Ursache 1+ den Grenzwert

. . 1) 1
i ') = =20 ae @

und als Intensitit der Autlosung (des Ausscheidens) durch alle Ursachen
zusammen

—dl(t) 1 —d

}fﬁ) () =pldt= —7— 0 dt =—--[inl{} dt.  (5)
Wegen .(1) ist |
w(t) :; w' (t) . (6)

2. Aus der Gleichung (5) lisst sich I(¢) auf zwel Arten als I'unktion

der Intensititen darstellen. Durch Integration von din(t) = —pu(f)d¢
folgt
L(t -+ k) 4
In———"=—|ult+)d
L(t) 5’
und daraus
k
L(t + k) S LARSLTS
S0 R, O, R . (7)
1) #1 (1) 5

Bei Integration von dl(t-+k) =—1(t-+k)u(t+ k) dk wird dagegen

. 1) Vgl. die Einleitung.
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AR =1 / Lt + i)(; (t+¢)

dt. (8)

Unter Verwendung von (6), (2) und (3) und mit der Bezeichnung

ko
~[ut(t ) ds

1—q' () =¢
lassen sich (7) und (8) weiter schreiben als

E
~futersas oy

=g =[]¢  =[[1—' @) ®)

i1
oder
I
SR R s y
i1 =
0

‘Man bezeichnet ,q' () als wunabhingige k-jihrige Rate der Auf-
16sung (Ausscheidewahrscheinlichkeit) und ¢° (f) als abhdngige k-jihrige
Rate der Auflosung (Ausscheidewahrscheinlichkeit).

Bei der gewiihlten Art der Ableitung erscheint es belanglos,
ob sich ,q*(t) und ,¢' () unmittelbar messen lassen oder nicht; die
(ileichungen (9) und (10) sind ausschliesslich das lirgebnis eines ungleich
angesetzbten Integrationsprozesses. Diese Tatsache wird hie und da
itbersehen, indem schon in der Definition eine Verbindung mit den
Beobachtungszahlen gesucht wird b).

3. Zwischen ¢*(f) und (¢ (f) gilt mit k =1 niherungsweise der
folgende Zusammenhang. Aus (9) ist

(= m [ g e o 1
- = e ) L S wnmsesuTST ERRNGE AN
eingesetzt in 1
L TR )
() = _(+fi“(f€) d¢
L(t)

- 0
} 7. B. unabhiingige Rate = probabilité corrigée, abhiingige Rate = pro-
babilité expérimentale.
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ergibt unter Beachtung von (7) und (9) die ohne weiteres verstind-
liche Darstellung

H l_hq ]

EEa dq" ()] = J 1— g (O] dTg (0)].

Wird als Niherung angenommen, g7 (f) und ,¢'(¢) verlaufen im
Intervall O bis 1 linear 1), so wird

mj1—wq(mdwqﬁl—¢W[1“22

— h =

H[l““qi )] h i (4
1___@:1 : g {1 . 92()l
) ,

. 1 —q' (4 ‘
=q ()1 29(X4 ~q' ()

4. Die Zahl der Verbindungen, welche aus der Gesamtheit (¢)
infolge der Ursache 1 im Zeitabschnitt ¢ bis ¢ 1 aufgelost wird, ist
mit (10) und (11) allgemein darstellbar als

hf qz (t)

[+ a +0ac=10"¢ OO ¢ O =t (19
b 1— .1

5. Bewspiele zu 4.
a) Witwenversicherung: Mit der iiblichen Bezeichnung

L(t) = ey ZJ wy ql ) = qus s ,‘12 (t) = ix-;-e und QE; (t) = Dyt

folgt aus (12) fiir die Zahl der im Alter von z bis x4+ 1 Jahren als
verheiratet und aktiv sterbenden Méinner

1) Sofern fir ¢#(t), » = 1, 2, 3, ..., h, der lineare Verlaut angenommen wird,
ist er fitr g-¢(t) nur noch néherungsweise ertiillt; wir haben es, wie dfters in der
Versicherungsmathematik, mit Voraussetzungen zu tun, die sich gegenseitig aus-
gchliessen, fiir die praktische Rechnung aber geniigend genaue Iirgebnisse zeitigen.
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(13)

as aa z+ 1 1 q, +t -
[a:"i-l ly-f—f Q.’BA{-C [IM“QL" l 1—“‘_"]@-——1

und in gleicher Weise fiir die Zahl der als verheiratet invalid werdenden

Minner ] ]
aa . q(;a t qr !
l:c—l-t lva L, [IM_QE—_— {1____%‘%_J . (14)

b) Warsenversicherung nach der dwrekten Methode: Die Rente be-
trage «1» fiir Vaterwaisen und «2» fiir Vollwaisen. Sofern der Vater
bei Liebzeiten der Mutter stirbt, beginnt die Einfachwaisenrente «1»
zu laufen, und zugleich erwirbt das Kind die Anwartschaft auf die
Uberlebensrente «1», zahlbar nach dem spitern Ableben der Mutter.
Stirbt dagegen die Mutter bei Lebzeiten des Vaters, so wird fiir das
Kind die Anwartschaft ausgelost auf die Uberlebensrente « 2», zahlbar
nach dem spétern Ableben des Vaters. Der Barwert der Anwartschaft
auf die nach dem Tode (bei Lebzeiten der Mutter) des Vaters zahl-
bare Rente «1» einschliesslich der Anwartschaft auf die FErhéhung
um «I» auf «2» beim spitern Ableben der Mutter ist

§=z-1 - 1r =
i ey bops L Gy Qs
pbtg et gkt Fetd Qo [1*&—”' ! I [ _ datt } )
; l.’t ly EZ " 2 = G 2 2

“(a,., _1.:':7‘ Ayt g gy 1
[ zH}--?.aot?—l’q 1/l£k2/a|tig.szl 5

E (15)

der Barwert der Anwartschaft auf die Rente «2» beim Tode (bei Leb-
zeiten des Vaters) der Mutter wird &hnlich

§-z-1 F > = o
NY it byt bt Lo 1 Jave || Tere
tz:(]‘ v Lo L Dyt | 2 || 9 Qi ferirtiser
(16)
WO
s-z-1 .
\NY L la:—H z+¢ q
aw/z:?—'z_] - o' 7— _i_ (PR L e = j 2 PRIV SR 1 (17)
1=0 T 4 i

Dabei ist vorausgesetzt, dass die Renten rechnungsmissig in der
Jahresmitte zu laufen beginnen.
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6. Oftmals bewirkt die Auflésung der Verbindung nicht die Be-
endigung der Versicherung; fiir den iiberlebenden Teil der Verbindung
kann

@) die Versicherung unverindert weiter laufen: z. B. gemischte
Versicherung auf das «letzte» Lieben;

b) eine Versicherungsleistung zu laufen beginnen: z. B. Witwen-
rente oder Waisenrente zahlbar infolge Ableben des Mannes;

¢) ein geiinderter anwartschattlicher Anspruch entstehen: z. B.
Anwartschaft auf eine Invaliden-Witwenrente, zahlbar nach dem
Ableben des nunmehr invaliden Mannes oder Anwartschaftt auf
Erhohung der Waisenrente nach dem Ableben der Mutter.

Wir kénnen die drei Méglichkeiten allgemein durch die Annahme
erfassen, es erfolge bei Auflosung der Verbindung durch eine oder durch
mehrere bestimmte Ursachen ein Ubertreten der verbleibenden Per-
sonen in eine zweite (esamtheit von neuerdings gleichartigen Ver-
bindungen, wobel die Zahl der Personen in einer Verbindung auch
gleich gross bleiben kannt). Durch Invalidierung des Ehemannes z. B.
wird die Verbindung aus der Gesamtheit der «aktiven» Khepaare her-
ausgelost und in die Gesamtheit der Verbindungen der «invaliden»
Ehepaare iibergefiihrt.

Wir setzen voraus, unter den b Ursachen, welche die Verbindung
auflosen, bewirke die Ursache @ = ¢ den Ubergang der verbleibenden
Personen zu der andern Gesamthoit. Dic erste Gesarmtheit sei {'(£) mib

Lk b ‘
‘2[(;“")“ = I[1t ' 0],

die zweite 1" (£) mit A" Ausscheideursachen und

M4k ¥ . .
(t }_ ) ;H[lwhqt(t)] zl—dlc(l(t)'

l[[ (t) £ 5

Wir suchen die einjihrige Rate des Ubertretens von I zu [T und
Verbleibens in I1, d. h. die Zahl der Verbindungen, welche infolge der

1) Bei Ubertritt infolge Invaliditit z. B. bleibt die Zahl der Personen in
einer Verbindung gleich gross, bei Ubertritt infolge Tod wird sie herabgesetzt.
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Ursache ¢ auf der Zeitstrecke ¢ bis ¢ 4 1 von I herausgelést und nach
Ablauf der Periode in II noch enthalten ist, bezogen auf die
(resamtheit «1». lis ist der gesuchte Wert, ausgedriickt durch dic
Ordnungen und die [ntensitéiten,

L

Sl (‘>J'[1ﬂ“q"" O LgBlac= ot
Sl | 1—1 2.(...) n J?é_')'" ) (it

B A, Berger (Prinzipien der Lebensversicherungstechnik, 2. Band, Berlin
1925, 8. 236) gibt Bezichungen an, die von der l.l.,nt\';‘ige.n i, der Form, kawm aber
im - ziffernmiissigen  lirgebnis abweichen: es gilt bei Annahme von h und A’

Ausscheideursachern: 2 "

o) ]

RS

pUIL (e -4 ( ) -y (t) I o ,...,,_‘,.‘.,,, | |
1 e (I(t’) ANE T IR O E 1 N A TR S S i AR A N RN S B
oder
pUI[\q’I(t)‘ (“ H '

~1 .
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7. Bewspiel: Watwenversicherung: Gleichung (18) soll auf den 1Malt
angewendet werden, wo die Gesamtheit '(f) gleich ist der Zahl der
«aktiveny Ihepaare L7, |, und durch den Tod des Mannes x als
aktiv der Ubertritt der I'rav y zu der Gesamtheit ("(f) =, der
Witwen erfolgt. Die Zahl der Witwen am Fnde des Sterbejahres ist
bei Vernachligsigung der Ehescheidung als Auflosungsursache, wenn

win

¢ () = Qo> 477 (f) = 1— (Lo JEL = ‘(_/.w-t) ] FIL (t) = Myt
Zf () =h ‘”} , und q () =1—(1— 0y (1 /o,” o) .
gleich
D) = 8y (L ) (TR )

M el G T e TR L—“—@M)“f%ﬂﬁ+4m\

2 2

Ohne die infinitesimale Betrachtungsweise zu verwenden, wide
es schwer halten, die fint auttretenden unabhingigen Raten (Wahe-
scheinlichkeiten) zweifelsfrei zu verbinden 1).

8. Bei der Todestallversicherung aul das «letzte» Leben bediirfen
wir der « Wahrscheinlichkeit», dass z B. @ vor Lirleben des Alters
x +t stirbt, y dagegen das Alter y + ¢ erlebt. Nach den Sitzen der
l,— 1, i,“”

lm l!!
Mit Hilfe von (18) ist es aber moglich, bei der Berechnung von der
Anwendung der Firgebnisse der Wahrscheinlichkeitsrechnung abzusehen.
Sofern y vor und nach dem Tode von z der gleichen Sterblichkeit
unterworfen ist, also ¢ () = () =q,, ,, isb

Wahrscheinlichkeitsrechnung wird man dafi sotzen.

P = (UG ) ot = Qe 0 By

Aus .1

sre Verbindungen entstehen auf Jahrvesende [, /0

i - . . . iyt
Qpii Py v Uberlebende Persomen y; multipliziert mib kU |
y k1

~summiert iiber alle Sterbetermine von x ergibt

] !m larf vermutet werden, dass sich die Formeln des Verfahrens der Be-
volkerungstortschreibung Velhd—[tlllhnldh.vlg einfach herleiten lassen, wenn ihulich

vorgegangen wird.
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feeme / y

\) o it .
| /:r S /y - (.[:r: s py Ck / )
foe=0) IR

davaus folot fiir die « Wahrseheinlichkeit», dass @ vor Erreichen des
Alters @t stiebt, y das Alter y-Ht aber erlebt,

{1
5—1 /;v Lk l_u “h (] P IU il L /.:: /.v o /_w !
A otk Py )
e /”c l,u l;/ bl lm i

Dabet ist gut zu beachten, dass dic cinzelnen Multiplikationen
nicht etwa die verkappte Anwendung eines Satzes der Wahrschemnlich-
kettsrechnung, sondern durchwegs die Ausniitzung von Besiehungen
bedeuten, welche ohne die ITrgebnisse  der Wahrscheinlichkeits-
rechnung zu verwenden, gefunden worden sind. Mit der Ausschal-
fung  des Beoriffes «Wahrscheinlichkeity aus dem mathematischen
Aufbau der Versicherung aut verbundene Leben ist aber kemesfalls
eine Herabselzung des Wertes der Wahrscheinlichkettsrechnung als
Grandlage der Mathematik der Lebensgversicherung beabsichtigt. Wir
wollten ledighich zeigen, wie es auch ohne Heranziehung der Wahv-
scheinlichkettsrechnung moglich 1st, die Grundwerte der Versicherung
auf verbundene Leben abzuleiten. Die Wahrschemlichkeitsrechnung
zit verwenden ist esn Weg unber versehiedenen cangbaren.,

Kontributionsformel und Schema der Gewinn- und Verlustrechnung

1. Die Zerlegung der Uberschilsse in die Komponenten gehér
zut den jithrlich wiederkehvenden Aufgaben des Bilanznathematikers;
meist liegt ein nehr oder wemger umfangreiches Hehema vor, aus
dem die Gewmnkomponenten nach Mingetzen der Zahlen des Geschitfts-
jahires abgelesen werden kénnen. Die Gewinnung and Uberpriifung des
Schemas kann auf verschiedenen Wegen erfolgen; besonders dureh-
sichbig sind die Ableibungen, sobald die kontinuierliche Betrachtungs-
welse gewihlt wird.

Der Versicherer soll #. B. fiiv gemischto Versicherungen aut Finde
:;_';;u;‘
Ritcklage vertiigen. (Den Ubersang zum Nettodeckungskapital findet
man mibt « - 0.) Die Intensitiit der Sterblichkeit nach den Grund-
lagen fiiv die Deckungskapitalberechnung sei g, ., die Intensitit

des Versicherungsjahres iiber das Zillmerdeckungskapital V' als

der Verzinsung gleich 8. Das Zillmerdeckungskapital erfiillt dann fiir
t > 0 die lineare Differentialgleichung erster Ordoung
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! . v . -
d/f -k } an] T [(3 -_l'— oy ‘-l;] { :I.'[ wnl [ win, F U R 0. (:‘"”)

Wir wmultiplizieren mit £, - wad integrieren zwischen k- 0
und k= 1. s folgt, weil

1
wdby g Wogay =2 1 S L D (e i L
Pl Tk T ] T e L e RS AT IR Y A AT AN S B S
0
die Beziehung b)
L |
. 27 e 17, } . B
[.’2! ot fl x| - I @) I /;,‘.,H,;,[_.(Hp —|— 0 ‘/,J bk ~; @ HI(H
0 0
l v
. [v . L7 . ,\)' \
f [""' e vl b ek i /.'c-;--f st ‘11 winj T 0. (-4[/

(rleichung (21) wird ausgedehnt auf den linbezug der vor-
geitigen Vertragsauflosung als Rechnungsgrundlage, wobei die Ab-
gangsvergiibung gleich dem Zillmerdeckungskapital Vg ist; das auf
einen Versicherten entfallende Deckungskapital indert dadurehnicht #).
s ist dann, wenn ¢ | die Tatel der vertragstreuen Versicherton und

o, ;. die Intensitat der Stornierung bedeuten, aus (21)

1 l
[is e L o "d i d . o 9%
[:L'? { IL TN J ain| J "[:l: -k (l/ 0 l[r, AR S I x| (l/l' (’2"2’)
0 0
1 |
) d "
_-Ifl',lfl / ’\(!/l Illf lo'l,‘/‘l.‘f i!(l/l [' 11;4”
0 0
2. Die Tavifpriimie =z, zerfillt in die Nettopramic P, = ",
' (
2|

in die Tilgungsquote tiir die in das Zillmerdeckungskapital eingehenden

1 Diese Integralgleichung titr das Deckungskapital ist in einern andern Zuo-
sammenhang schon mehrfach untersucht worden. Vel z. B. [V, Zwingyi: Die Be-
deutung der Integralgleichungen fiir die Berechnung und Darstellung des Deckungs-
kapitals. Blitter fiiv Versicherungs-Mathematik, 4. Band, 1. Heft, 1937, S. 3610,

%) Dieser Nachweis lisst sich leicht aus der Differentialgleichung (20) er-
bringen; es fallen die Glieder heraus, welche die Intensitit der Stornierung
enthalten.

: ik



— 101 -

Abschlusskosten o mit - - und in einen Rest Z. Der Rest 7 enthiilt
(l‘,r.ﬁ|
win|
den Tilgungsbetrag tie die Abschlusskosten, welehe tiber o hinausgehen
A’-f" 7.-‘ . r . b b . T
(2 > a), also —  —, sodann die Zuschlige fiir die laufenden Verwal-
”' R
£ty

tungskosten und schliesslich den Gewinn-(Sicherheits-)Zuschlag.

Die tatsichliche qtorbliuhkeit sel gemessen dureh die Intensitit
i terner bedeute o), ;. die Intensitit der tatsichlichen Stor-
metunq, wobet die bedmoungsoema\s gewihrte Abfindung , K,
betrage. Ferner set mib §'(¢ + k) die Intensitiit der tatsichlichen

Vorzinsung bezeichnet.

Vom verfiigbaren Rest ZdkE werde im Zeitabsehnitt ¢ 4 & bis
t k- dk tatsiachlich Z7 (€ k) dk verbraucht, ndmbiech A'(¢t - k) dk
fite die Uberschussanteile, §'(t + k) |7, — A" (t + k)] dk tiie Inkasso-
kosten und ' (k) dk tir die iibrigen laufenden Kosten.

Die Zahl der in & bis k- dk infolge Tod und Stornierung aus der
(resamtheit der Versicherten huu tatsiichlich ausscheidenden Ver-
bt o Lol 7 17 ol o TR DT TR DI ¢ SN
sicherten ist 4%, |, (u, s 0, ) Ak anl einen verbleibenden Ver
sicherten soll aus dem Uberschuss nn Zeitabsehnitt £ - & bis £ -k - dk
der Anteil A"(t4 k) dk entfallen. Der gesamte Ubersehuss wird dann

Gy e (Ugi e dbe oy ) A7 (- B d,
und 18t gleich

Ly b e AR A 87 (- Ry dle] -0, o dE

F 1 l H

— P ot B dle— U2 2 Ry

'IH

I l‘ J”’.::'i-f -1 ik (I'::: L I-.'cd/i:] [ Vqtf i F— {il [ E nl] (")'3)

Gleichung (23) st die Kontributionsformel') in kontinuierlicher
Gestalt.

Y In der strengen Form hat man 0'(H) = /(1) zu selzen; Besiehung (23)
nimmt alsdann den Wert: Null an und wird so zur Bestimmungsgleichung fiie 1°(t).



e 102 —

Nach [ntegration tiber & von k= 0 bis & == 1 folgt aus (23):

1
Uberschuss im Reclinungsjahe - l LA AR dE =
0
| 1
el fe 'l 7. Y N . il R
Sl L i AL 7] I lg" g5 O - l O (F+ MLy g ih :-;'-éﬂ, b
0 0
] '. '
& i /1 X it ST
' I /:L'i . fu""".r:; ik (H“ ' ’ /.’l' sl L‘Ou:; /IR i-/fh.':::nl (““
iy 0
!
i Al 7 o7
] [:u - /A ({ e A) dh— 'l‘..‘:; [ R l e (‘-"'l")
0

Wir bilden it £, < 1, den Unterschied (24) - (22) unter

Beachtung, dags

|
lo v 1=l — I 0 ot 0 0 g) i usw
0
und erhalten
! ! '.
, Ly A Rdl =1 -, Vel [ ot k- f S PIRE T |
0 0 0
) !
+ ’/(f ok On e R [‘l.::({ 1 O " 1y w bkt
{} iY

;nj:a | it
0 0 |
! !
b SR e Y dde o I Y e
0 0
:’ '!
[ [Fps AL dbh = Prgy [, dies (25)
{ ()

bet Einfithrung der abhiingigen cinjithvigen Sterberate ., und der

abhiingigen einjihrigen Stornierungsrate “s, , enthillt auf eine zn
Beginn des Jahres vorhandene Versicherung dev U hersehuss
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0

+ { [0" (¢ -+ 8) kst e— O Dot ] 01V e -

5 { |Lp1d* ] [’T (t -+ ,‘)] o )1 il PQ n|l dk. (26)

Damit st der Jahresiiberschuss aufgeteilt in den Gewinn aus der
Sterblichkeit, den Gewinn aus der Stornierung, den Gewinn aus der
Verzinsung und den Gewwnn aus den Zuschligen.

Zur Zerlegung des Gewinnes in ganzen Bestéinden ist es vorteil-
hatter, von (25) statt von (26) auszugehen. An die Stelle der fiktiven
Bestiinde {2, treten die wirklichen Bestiinde, ferner ist iiber alle Alter
und alle abgelaufenen Versicherungsdauern zu summieren. Alsdann
entsprechen dem Sinne nach (nicht mathematisch) die Integrale iiber
die Werte mit dem Akzent ’ den Posten der Brfolgsrechnung: «) Betrag
der durch Tod fillie gewordenen Versicherungssummen abziiglich
Deckungskapital, b) Betrag der ausbezahlten Riickkaufswerte ab-
ziiglich der durch Storno frei gewordenen Deckungskapitalien, ¢) Be-
trag der eingenommenen Zinsen, schliesslich d) Betrige der durch Ver-
waltungskosten und Gewinnvergiibungen verbrauchten Zuschlige.

Die Integrale iiber die Grossen ohne Akzent, d. h. iiber die rech-
nungsmissigen Vorginge, lassen sich ohne grosse Miithe nidherungs-
welse bestlmmen Bezeichnet 1m Ausdruck fiir den Zinsengewinn
U eV =y (U4 k), so st z. B. bei Anwendung der Newton-
schen [ntetpolm.lonstol_me,l

. 1 1
[y (t+ k) dk =y + o Ay ——, A2y ) +

0

Bei Abbruch der Rethe mit den ersten Differenzen wivd y(t) als
[ntegrationsintervall linear verlautend angenommen. ks wird dann
bei meist ausreichender Genauigkeit
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Durch zweckentsprechende Anlage der Regerveregister, d. h. durch
Anordnung nach dem erreichten Alter (Methode der konstanten Hilfs-
zahlen), konnen die Werte (27) finr den ganzen Bestand verhiltnis-
miissig leicht berechnet werden.
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