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Réilexions sur le calcul
du bénéfice de mortalité et sur celui
des réserves mathématiques en cas de
modification des bases techniques

Par Aug. Urech, Berne

Durant les dix années écoulées, les sociétés d’assurances sur la
vie ont ¢té amenées & modifier complétement leurs bases techniques.
Le recul de la mortalité et celui du taux de I'intérét ont nécessité une
adaptation aux nouvelles conditions, d’abord des tarifs et des réserves
mathématiques des assurances de rentes, adaptation qui s’est faite
en plusieurs fois, au fur et & mesure que les nouvelles observations
précisaient et montraient & quel point la chute de la mortalité et celle
de l'intérét étaient importantes. Fn 1942, les tarifs des assurances
en cas de déces des sociétés suisses furent également fondés sur des
bases techniques nouvelles. La plupart des sociétés n’avaient pas
attendu ce moment-la pour renforcer leurs réserves mathématiques
des assurances en cas de déces de 'ancien portefeuille, afin de passer
aussitot que possible au calcul d’aprés les nouvelles bases. La parti-
cipation aux bénéfices, elle aussi, a fait 'objet de nombreuses recherches.
Elle a di étre abaissée de fagon tres sensible.

Dansg la présente étude, nous nous proposons d’examiner deux
problémes sur lesquels l'unité ne s’est pas encore faite au sein des
actuaires: le mode de calcul du bénéfice de mortalité et la constitution
des réserves mathématiques en cas de modification des bases techniques.
Il n’est pas certain du reste que les opinions pourront toujours se ren-
contrer. Dans beaucoup de questions d’assurance, et méme dans celles
qui ne paraissent relever au premier abord que de déductions mathé-
matiques, il y a une part souvent importante d’appréciation personnelle.
C’est que les formules font intervenir les bases techniques, tables de
mortalité, taux d’'intérét, tables d’invalidité, ete., sur lesquelles les
opinions varient. Parfois, il est agsez difficile de s’affranchir compléte-
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ment d’habitudes prises, d’analyser les hypotheses qu’on fait impli-
citement, et cela non seulement dans la pratique, mais aussi dans le
raisonnement pur. Longtemps, la plupart des actuaires estimaient
que les bases techniques utilisées pour établir un tarif devaient servir
au calcul des réserves mathématiques jusqu’'a l'extinetion du porte-
feuille. Si ces bases se révélaient insuffisantes au cours des années,
on pouvait bien modifier le tarif, mais les réserves mathématiques
des agsurances conclues aux anciennes primes étaient encore calculées
pendant des dizaines d’années d’aprés les anciennes bases techniques.
Il a fallu les modifications profondes enregistrées dans la mortalite eb
dans I'intérét au cours de la derniere décennie pour qu’on se rende
nettement compte que ce mode de faire peut conduire & des situations
extrémement difficiles.

Le caleul des tarifs, celui des réserves mathématiques, reposent
sur des bases techniques de premier ordre qu’on choisit de maniére
qu'd vues humaines elles représentent aussi bien que possible les
événements futurs, tout en maintenant une marge de sécurité. Lors-
qu'on sent le besoin de modifier les bases techniques, on a en somme
le sentiment qu’elles different trop des faits tels qu’ils se dérouleront
probablement. C’est en nous pénétrant bien de cette remarque, que
nous devons examiner les questions suivantes, dont I'importance est
plus grande qu’il ne parait peut-étre & premiére vue. Le tableau 1,
ainsi que le graphique 1, donnent les tables de mortalité utilisées dans
ce travail.

Nous considérons un portefeuille composé uniquement d’assurances
mixtes 30;’3“()7, conclues le 1er janvier d’'une méme année, & 1'age de
30 ans et pour une durée de 30 ans. Le tarif a été calculé & 1'aide de
la table de mortalité des 28 compagnies allemandes MWT et le taux
d'interét de 3145 9%. Nous admettons qu’a partir du début de la
(t+1)¢ année d’assurance, la mortalité effective est donnée par la
table de la Société suisse d’Assurances générales sur la vie humaine,

. . 1894/1930 1) L. .
a Zurich, RAH Mﬁ que nous désignerons dans la suite pour

simplifier par RAH.

1) Société suisse d’Assurances générales sur la vie humaine, Zurich, Soixante-
quinze ans d’activité, 1857—1932.
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Tauz annuels de mortalité

Tableaw 1

T MWI RAH N 1939 A 1924-29 | 0,75 RAH |(0,60>0,90)RAH|(0,90>0,60)RAH
(1) (2) (3) (4) (5) (6) (7) (8)

30 | 0,00882 | 0,00225 | 0,00507 | 0,00241 | 0,00169 0,00 135 0,00 203
31 901 231 514 246 173 141 2006
32 924 239 521 253 179 148 210
33 944 248 530 262 186 156 216
34 970 256 539 273 192 164 220
35 | 0,00999 | 0,00265 | 0,00550 | 0,00286 | 0,00199 0,00 172 0,00 225
36 | 0,01 027 T 561 302 208 183 233
37 1058 293 575 320 290 196 9453
38 1095 311 589 341 233 211 255
39 1133 330 605 364 218 228 267
40 | 0,01176 | 0,00847 | 0,00624 | 0,00388 | 0,00260 0,00 243 0,00 278
41 1228 383 G44 413 287 272 303
42 1279 423 667 439 317 305 330
43 1331 468 693 466 351 342 360
44 1386 518 721 495 389 383 394
45 | 0,01 437 | 0,00573 | 0,00753 | 0,00527 | 0,00430 0,00 430 0,00 430
46 1 488 634 788 563 476 482 469
47 1549 703 8928 604 527 541 519
48 1621 779 872 651 584 608 561
49 1705 863 921 704 647 682 613
50 | 0,01 814 | 0,00958 | 0,00976 | 0,00764 | 0,00719 0,00 766 0,00 671
51 1931 | 0,00062 | 0,01 038 831 797 860 733
52 2 060 1179 1106 906 884 967 802
53 2200 1309 1183 990 982 0,01 086 877
54 2349 1453 1268 | 0,01084 | 0,01090 1221 959
55 | 0,02506 | 0,01 618 | 0,01364 | 0,01190 | 0,01210 0,01 371 0,01 048
56 2 681 1791 1470 1311 1343 1 540 1146
57 2 866 1990 1589 1450 1493 1731 19254
58 3073 2210 1721 1608 1658 1945 1370
59 3 288 2454 | 1868 11783 1841 2184 1497
60 | 0,03535 | 0,02726 | 0,02033 | 0,01 973 | 0,02045 0,02 453 0,01 636
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Nous examinons comment il convient de calculer le bénefice de
mortalité au cours de la (t41)¢ année d’assurance.

Partons de la formule de récurrence

(1) (1+7) [t D Pﬁf% q;\gw — 173%1\]5) [+ 1V(Mwﬂ =0,
qui exprime que la réserve mathématique & la fin de la {® annde,
augmentée de la prime et des mtéréts, permet de payer les déces qui
se produisent au cours de la ({4 1)¢ année et de constituer a la fin
de l'année les réserves mathématiques pour les survivants, sans
qull y ait m1 bénéfice ni perte. Les notations se comprennent facile-
ment; nous pouvons nous dispenser de les définir & nouveau. La
formule suppose que les événements se produisent suivant les données

de la table MWI.

Si la mortalité effective n’est pas égale & la mortalité présumée,
on a a la fin de la (f+1)¢ année un bénéfice ou une perte. Nous avons
admis que la mortalité effective dés le début de la (t+1)¢ année
d’assurance est donnée par la table RAH. Pour déterminer le béné-
fice B, positif ou négatif, durant la (t--1)¢ année, on remplace dans
la formule de récurrence les déces de la table MWI par ceux de la
table RAH, et de méme les vivants MWI & la fin de 'année par ceux
de la table RAH. On a alors,

_ IWI MW (RAH (RATL MWI
(2) B={l "‘“7)[ )+I(30 30}——(130”)—-}950*,)“1?/( E

En tenant compte de la relation (1), on peut écrire:

H

8 B

( (MWI) RAH)) (1

(MW
flsou _QJOH A ))'

T4
C'est la formule qu’on utilise souvent pour déterminer le bénéfice
de mortalité. Elle conduit pour une assurance mixte 80:?@ de
10600 francs aux bénéfices indiqués dans le tableau 2 ci-aprés,
colonne (2), ainsi que dans le graphique 2. Ce bénéfice diminue trés
rapidement avec les années, ce qui présente les inconvénients que nous
avons signalés dans une étude précédente 1).

Y) Bulletin de UAssociation des Actuaires Suisses no 31, 1er avril 1936,
pages T8—83.
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Bénéfices de mortalité et d'intérét sur une assurance mixte 30 : gﬁ‘ de
10 000 francs au cours de Uannée (t-+1), valeur & la fin de Uannée

Tableaw 2
t+1 MWI»RAH |MWI 3%%>MWI 49 (Z;I‘ité(%) N 1939>=RAH | A 1924-29>RAH
(1) (2) (3) (4) (5) (6)
Tr. Fr. Fr. Fr. Fr.
1 64,47 1,32 65,79 27,68 1,57
2 64,45 2,25 66,70 27,22 1,44
3 64,53 3,22 67,75 26,56 1,31
4 64,13 4,22 68,35 25,97 1,28
5 64,26 5,25 69,51 95,46 1,52
6 64,44 6,32 70,76 925,00 1,83
7 64,13 7,42 71,55 24,25 2,12
8 63,61 8,56 72,17 23,41 2,22
9 63,28 9,75 73,03 22,38 2,39
10 62,79 10,97 73,76 21,51 2,62
11 62,66 12,23 74,89 20,85 3,05
19 61,59 13,53 75,12 18,92 2,15
13 60,01 14,88 74,89 16,99 1,10
14 58,00 16,27 74,27 15,00 — 0,18
15 55,7 17,71 73,45 12,91 — 1,44
16 52,81 19,21 72,02 10,87 — 2,73
17 49 43 90,76 70,19 8,79 398
18 46,12 22,38 68,50 6,71 — 5,22
19 42 96 24,06 67,02 4,66 — 6,29
20 39,89 25,81 65,70 2,69 — 724
21 37.32 27,63 64,95 0,77 — 8,09
22 34,46 29,52 63,98 — 0,93 — 8,73
23 31,31 31,49 62,80 — 2,52 — 921
24 27,83 33,55 61,38 — 3,81 — 9,41
25 23,95 35,70 5965 | — 4,76 — 9,26
26 19,63 37,96 57,59 — 5,25 — 8,68
27 15,10 40,33 55,43 — 5,19 — 7,56
28 10,21 49 84 53,05 — 4,43 — 5,81
29 5,20 45,49 50,69 — 277 — 3,32
30 0 48,31 48,31 0 0




Nous aurions pu aussi partir de la formule de récurrence

1) @ [P+ PO — gt — pickl VY =0,
qui lie les valeurs actuarielles relatives & la table RAH. Dés le début
de la (t41)¢ année d’assurance, la mortalité effective est égale, suivant
nos hypotheses, a celle de la table RAH. En revanche, la prime de
lassurance a été fixée d’aprés la table MWI; la prime pure est égale
a 264 fr. 10, tandis que d’aprés la table RAH, elle ne serait que de
213 fr. 90.

Comme nous avons remplacé ci-dessus dans la formule de ré-
currence (1), écrite pour la table MWT, les éléments q¥"D et piuy,
par les éléments correspondants de la table RAH, nous pouvons, dans
la formule (1’), remplacer la prime PRAH) par PWY0. Le résultat

n'est plus égal & zéro, mais & une quauntlte

(@) B= (1) [P  pOVO) Al Al A,

30:30

Nous pouvons l'écrire, en tenant compte de (17),

(8/) ( + ?) [ M[VVI) P(RAH)l )

30:30) 30:30]

Nous avons dit que 'expression (3) B= (q;g‘i‘?—quﬂl))(l ¢ gl )
donne le bénéfice de mortalité durant la (t-1)¢ année. Nous
pourrions aussi étre tentés de considérer comme bénéfice de mortalite
la quantité B’ résultant de (3'). Toutefois, cela supposerait que la
réserve mathématique MWI & la fin de la t¢ année a été, au
préalable, complétée de facon & avoir la réserve RAH. Pour réaliser
les bénéfices annuels B’ & partir de la (t-1)¢ année, la société aurait
dit fournir, de ses propres deniers, la différence entre la réserve
RAH et la réserve MWI. Pendant quelques années, les bénéfices B’
seralent utilisés pour restituer  la société son avance. Ensuite, seule-
ment, les assurés auraient un droit & faire valoir et le bénéfice serail
égal, chaque année, & la différence des primes MWI et RAH, aug-
mentée des intéréts, jusqu’a la fin de I'assurance.

Le bénéfice B donné par la formule (8) n’est pas du tout le méme.
Il est égal au produit de la somme sous le risque, mesurée d’apreés 1a
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table MWI, par la différence entre les taux de mortalité MWI et RAH.
Cette formule a quelque chose de séduisant, de méme que les inter-
prétations qu’on peut en donner. Cependant, lorsqu’on approfondit
la question, on a quelque peine & admettre que le bénéfice de mortalité
so1t calculé et distribué suivant la formule (3). Ille contient la réserve
MWI. Or, depuis la (t+1)¢ année d’assurance, la mortalité par hypo-
these se déroule suivant la table RAH; deés lors, la réserve MWI est
un élément étranger.

Mais un inconvénient plus grand dens la pratique, ¢’est que par
sutte de I'allure des tables MWI et RAH, le bénéfice de mortalité B
diminue trés fortement avec les années. Pour une assurance mixte
50: Bfﬂ de 10 000 francs, 1l est de 62 fr. 79 durant la 10e année d’assu-
rance, de 39 fr. 89 durant la 20 année, et il décroit ensuite jusqu’a
zéro, ainsi qu’il ressort du tableau 2, colonne (2). Sans doute, lors-
qu’on consideére un portefeuille entier d’assurances et que la produc-
tion est tres forte, comme ce fut le cas en Suisse depuis bien des années,
le recul du bénéfice de mortalité ne se manifeste pas aussi brutalement;
les nouvelles entrées le freinent, le retardent, mais elles ne peuvent
pas empécher qu'il se produise. Dans le portefeuille des assurances
de l'action de secours instituée en 1924 en faveur des assurés aupres
de compagnies allemandes d’assurances sur la vie, on a constaté au
cours des années une diminution extrémement forte du bénéfice de
mortalité. Depuis vingt ans, ce portefeuille n’a plus été alimenté par
de nouvelles assurances. I’effet que nous signalons ci-dessus se fait
certainement sentir et cause en bonne partie sans doute ce recul,
dont I'ampleur a parfois surpris.

Nous ne nions pas que le bénéfice de mortalité peut diminuer tout
naturellement, en méme temps que le capital sous le risque. Ce qui
nous parait en revanche inadmissible, c¢’est la chute trop rapide,
provenant de ce que la table MWI ne convient plus du tout. Lorsque
les conditions de rendement des placements sont favorables, lors-
qu’elles sont stables, le bénéfice d’intérét augmente avec les années
parallélement & la réserve mathématique. L’augmentation compense
plus ou moins la diminution du bénéfice de mortalité; elle en atténue
les conséquences, mais elle ne les élimine pas. Nous avons caleulé, &
titre de comparaison, le bénéfice d'intérét auquel conduit Iassurance
mixte envisagde, 30:30), en supposant que le taux effectit de place-
ment est de 4 9%,. La formule
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g B9 = 005 [0+ PO

que I'on obtient en partant de la relation de récurrence (1), conduit au
résultat qui est donné dang le tableau 2, colonne (3). Ce bénéfice
d’intérét, d'un demi pour-cent, augmente avec les années, toutefois
moins rapidement que ne diminue le bénéfice de mortalité, si bien que
le total des deux bénétices décroit comme Vindique la colonne (4) du
tableau 2.

La conclusion nous parait claire. A partir du moment ou les
changements dans la mortalité nécessitent une modification radicale
des bases techniques, il n’est pas de bonne politique, il n'est
méme pas juste de faire ressortir dans les comptes et de distribuer les
forts bénéfices de mortalité qui découlent de U'application de la formule
(1), d’autant moins, comme nous le verrons encore, que le changement
dang la mortalité a pour conséquence un découvert dans les réserves
mathématiques.

Nous choisissons encore d’autres couples de tables de mortalité
représentant, 'une la mortalité présumée, Uautre, la mortalité effective.
Admettons qu’on avait adopté au début comme table de mortalité
de premier ordre la table norvégienne N 1939 1) représentee sur le
oraphique (1) en petits traits fins, et que la mortalité effective dés le
commencement de la (-4 1)¢ année scit celle de la table RAH.

Les courbes représentant ces tables se coupent entre 50 et 51 ans.
Jusque-1a, comme le montrent le tableau 2 et le graphique 2, le béné-
fice de mortalité caleulé d’aprés la formule (8) — la table N étant
substituée & MWI — est positif. Ensaite, il est négatif. Si I'on se
place & I'age de 47 ans, on continue avec la formule (8), & comptabiliser
et & distribuer des bénéfices pendant quatre ans, bien qu’en réalité
Pagsurance doive conduire pour les treize derniéres années & une perte.
En effet, la valeur actuelle des moyens dont on dispose encore,

Vs - PO 2B — 0,6590,

30:30 30:20]  47:131

est plus petite que la prime unique Agf‘g’l — 0,6596.

Cet exemple fait bien ressortir ce qu’il y a d’artificiel dans certaines
circonstances, & calculer le bénéfice de mortalité par la formule (3)-

1) J. Burmann-Moe, Die neuen norwegischen Rechnungsgrundlagen fir
Rentenversicherung, R 1939, und fiir Lebensversicherung, N 1939. « Skandinavisk
Aktuarietidskrift», Uppsala 1939, page 161,
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On aboutirait encore & la méme conclusion en choisissant pour la
mortalité présumée la table anglaise A 1924—1929 1),

On arrive ainsi & des résultats qu’on a de la peine & accepter.
Il faut en chercher la cause dans la définition qu’on donne du bénéfice
de mortalité et spécialement dans le fait que la table choisie pour la
mortalité présumée ne peut pas convenir.

Le bénéfice annuel de mortalité durant la (t-4-1)¢ année, défini
par la formule (3), ne dépend pas seulement des événements qui se
produisent durant cette année-la, mais encore des hypothéses qu’on
fait en ce qui concerne la mortalité au cours des années qui suivront;
la réserve mathématique ™MW intervient dans la formule et avec
elle la mortalité présumée jusqu’a la fin de 'agsurance. Si cette morta-
lité présumée n’est plus du tout conforme aux hypothéses qu'on est
raisonnablement en droit de faire & la fin de la € année, 1l n’est pas
sage de la conserver encore dans les calculs. On ne doit pas le perdre
de vue lorsqu’on établit 1'excédent béneficiaire, sinon les comptes
annuels sont faussés; on fait apparaitre et on distribue aux dépens
des exercices futurs des bénéfices qui ne se réaliseront peut-étre jamais.
La formule (3) pouvait étre admise tant qu’on avait de bonnes raisons
de croire que la table MWI, choisie comme base technique de premier
ordre, représentait la mortalité future avec suffisamment d’exactitude.
Des qu'on reconnait que ce n’est plus le cas, MWI n’est plus une
mesure appropriée pour le calcul du bénéfice; la formule (3) doit étre
abandonnée.

Nous avons supposé que la mortalité effective, a partir de la
(t-+1)e année d’assurance, était donnée par la table RAH. Nous nous
rapprocherons davantage de la réalité en admettant qu’a partir de la
(t+1)e année, la table RAH peut étre choisie & bon droit comme
table de mortalité de premier ordre, c¢’est-a-dire qu’a vues humaines,
elle doit représenter convenablement la mortalité future effective,
tout en laissant une marge de sécurité raisonnable. Cela nous per-
mettra aussi d’arriver & une conclusion positive pour notre premier
sujet.

Nous divisons dés la fin de la t¢ année le bénéfice de mortalité en
deux composantes: la premiere, By, résulte du passage de la mortalité
MWI & la mortalité RAH, comme si RAH donnait pour 'avenir la

1) Continuous investigation into the mortality of assured lives, vol. I, Cam-
bridge 1934, page XXXVIIIL.
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mortalité effective; la deuxiéme, B,, est le bénéfice qu'on réalisera
encore par rapport a la table RAH choisie comme base de premier
ordre.

Hxaminons la premiére de ces composantes. A la fin de la ¢¢ année,
lorsqu’on abandonne la table MWI comme base de premier ordre
pour adopter RAH, nous calculons le bénéfice positif ou négatif B,
que réalise la compagnie du fait de ce changement. La compagnie
compléte la réserve MWI, pour avoir & disposition la réserve RAH,
apres quol elle aura chaque année un benéfice égal a la différence des
primes MWI et RAH, valeur au début de 'année. La valeur actuelle
des bénéfices de mortalité futurs par rapport a la table RAH, diminuée
de la somme avancée par la société pour compléter la réserve mathé-
matique peut s’écrire:

__ [PMWI) __ pRAH)] 5(RAH) [ 7/(RAH) __ 7MW
(5) By |_P30 30] Pao 30J a30+t 307 [tV v }’
ou bien,
_ (MwWI) (MWI) ,(RAH) _ J4(RAH)
B, =¥ + Pso:so’g a30+t:§6”—t“] A30+t:3ﬂ\’

expression dont U'interprétation est aisée. Le bénéfice B, sera réparti
d’une maniére satisfaisante sur les années d’agsurance qui restent, par
exemple uniformément, suivant la formule,

pRAH) __ tv(MWI) 1
PMWI) __ pRAH)
(6) ( —H’) 30 30] Pso:?z'b'] g/ BAH) ’
30+ ¢:30-1 |

valeur a la fin de 'année. Dans notre exemple de I'assurance mixte
30:80] de 10 000 francs, ce bénéfice annuel constant est égal & 41 fr. 32
si le passage & la nouvelle table de mortalité se fait aprés dix ans. On
pourrait du reste aussi amortir entiérement la somme fournie & titre
de renforcement de la réserve mathématique avant de répartir un
bénéfice.

La deuxiéme composante du bénéfice, celle qu’'on réalisera du
fait que la mortalité effective est inférieure & la mortalité donnée par
la table RAH pourra étre calculée, chaque année, en partant de la
formule de récurrence (1) écrite pour la table RAH. Elle est égale &

(7) By = {9(3%1\;1} ‘“ lgfgiz) (1 o f+1V£sISAH))

(eff.)
olt g, désigne le taux effectif de mortalité.
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La somme des valeurs actuelles, au moment ¢, des composantes
B, et B, n’est pas rigoureusement égale au bénéfice total. L’introduc-
tion d’un élément intermédiaire, la table RAH, qui ne correspond &
aucun fait réel, entraine une erreur qui n’a cependant pas d’importance
pratique. Ille provient de ce que dans la formule (5), la valeur
330307 de la rente est fondée sur la table RAH et non pas sur la
mortalité future effective, qu’on ne connait pas.

En admettant que la mortalité effective soit inférieure d’un
quart, a la mortalité de la table RAH, et que le changement des bases
techniques ait lieu aprés 10 ans, on obtient le tableau 3 qui suit:

Décomposition du bénéfice de mortalité de 'assurance mizte 30:3_0’
de 10 000 francs en ses deux composantes B, et B,

Tableaw 3
Bénéfice By (Paffe?gef ccfe BR2AH
i1 (Passage de A la mortalité Total
MWI & RAH) | offective 0,75 RAH)
(1) (2) (3) (4)
Fr. Fr. Fr.

11 41,32 6,44 47,76
12 41,32 6,83 48,15
13 41,32 7,23 48,55
14 41,32 7,63 48,95
15 41,32 8,01 49,33
16 41,32 8,42 49,74
17 41,32 8,78 50,10
18 41,32 9,18 50,50
19 41,32 9,49 50,81
20 41,32 9,73 51,05
21 41,32 9,87 51,19
292 41,32 9,92 51,24
23 41,32 9,86 51,18
24 41,32 9,56 50,88
25 41,32 9,05 50,37
26 41,32 8,22 49,54
27 41,32 7,03 48,35
28 41,32 5,34 46,66
29 41,32 3,05 44,37
30 41,32 0 41,32
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Lie bénéfice annuel total, ainsi calculé, varie peu avec les années
comme le montre la colonne (4); le recul 81 accentué que nous consta-
tions dans la colonne (2) du tableau 2 est évité.

Notre conclusion sera la suivante. TLie bénéfice de mortalité
durant la (f41)¢ année ne peut étre calculé par la formule

B = (g} — o) (1 — 10V

ou l'indice (pr.) signifie qu’on calcule avec la mortalité présumée,
que si la table de mortalité faisant fonction de table de premier ordre
pour la mortalité présumée convient aux conditions dans lesquelles
on se trouve. Si ce n’est pas le cas, si la mortalité effective s’écarte
par trop de la mortalité présumée, on adoptera une nouvelle table
de mortalité convenant comme table de premier ordre, puis on di-
vigsera le bénéfice de mortalité en deux composantes qu’on calculera
comme 1l est dit ci-dessus.

Il resterait & examiner quelles qualités une table de mortalité
doit avoir pour convenir comme table de premier ordre. C’est dans
une grande mesure une question d’appréciation & laquelle nous ne
nous arréterons pas ici. Nous nous contenterons d’indiquer dans le
tableau 4 le bénéfice de mortalité qu’on réaliserait dans trois circons-
tances différentes, ot RAH pourrait, & notre avis, étre adoptée a
titre de table de mortalité de premier ordre, soit:

a) st V'on a de bonnes raisons d’admettre que la mortalité sera &
Pavenir inférieure d'un quart a celle de la table RAH;

b) si 'on admet que la mortalité sera & I'avenir inférieure & celle
de la table RAH, de 10 9%, & 'dge de 80 ans, de 11 9%, & 31 ans,
de 12 94 & 32 ans, et ainsi de suite, de 39 9 & 59 ans et de 40 %,
a 60 ans; on escompterait donc une amélioration trés grande dans
les dges avancés, ce qui rapprocherait la mortalité suisse de
celle d’autres pays;

¢) s1 on admet enfin que la mortalité sera & I'avenir inférieure &
celle de la table RAH, de 40 9%, & 80 ans, de 89 9 & 81 ans, de
38 9% & 82 ans, et ainsi de suite, de 11 %, & 59 ans et de 10 %
a 60 ans.
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Bénéfrce de mortalité sur une assurance mazte 30 : 3401 de 10 000 francs

Tableaw 4

t+1 a) RAH » 0,75 RAH b) RAH» (0,90-0,60) RAH | ¢) RAH » (0,60-0,90) RAH
(1) (2) (3) (4
Fr. Fr. Fr.
1 5,49 2,16 8,82
2 5,57 2,40 8,64
3 5,63 272 8,54
4 5,68 2,93 8,43
5 5,72 3,22 8,22
6 5,74 3,48 8,09
7 5,83 3,72 7,95
8 5,99 4,10 7,96
9 6,20 4,45 7.94
10 6,29 4,84 7,83
11 6,44 5,11 7,69
) 6,83 5,69 7,90
13 7,23 6,34 8,05
14 7,63 7,04 8,21
15 8,01 7,70 8,38
16 8,42 8,42 8,42
17 8,78 9,17 8,45
18 9,18 9,91 8,45
19 9,49 10,61 8,32
20 9,73 11,26 8,15
21 9,87 11,85 7,93
92 9,92 12,31 7,56
23 9,86 12,60 7,08
24 9,56 12,64 6,52
25 9,05 12,31 5,78
26 8,22 11,53 4,94
a7 7,03 10,12 3,94
28 5,34 7,90 2,78
29 3,05 4,64 1,46
30 0 0 0

Dans chaque cas, nous adopterons RAH comme table de morta-
lité de premier ordre. Sila mortalité se déroule effectivement comme
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nous l'avons admis, le bénéfice de mortalité sur l'assurance mixte
30:30] de 10 000 francs, calculé d’aprés la formule

(RAH) (ef. RAH
B = (QJOH e Q;O-{-)t) (1= 5™
est donné dans le tableau 4 ainsi que sur la représentation graphique 2.

* *
*
Une autre question importante qui se pose & la suite de la modi-
fication des bases techniques est celle des réserves mathematiques.

Si nous affectons les symboles relatifs aux anciennes bases tech-
niques de l'indice I, et ceux qui concernent les nouvelles bases de
I'indice I, la réserve mathématique de toute assurance peut se calculer
d’apres les formules suivantes:

(8) Vo= Az — Peag,.

(SI) VH A:c+t _ Pil

a:+t

Nous utilisons la méthode prospective qui est tout indiquée en cas
de changement des bases techniques. La formule (8) donne la réserve
mathématique calculée d’aprés les anciennes bases; la formule (8),
celle qui est déterminée d’apres les nouvelles bases techniques.

Mais, au cours de 1'assurance, un élément important, la prime, ne
peut cependant pas étre modifié; la prime commerciale est fixée par
contrat. D’ou la possibilité d’envisager encore une formule pour le
caleul de la réserve mathématique,

1" LIT _ 41T
{8") LI 4

-t

¥ 11
= Bl g

La valeur actuelle des prestations de I'agsuré est déterminée d’apres
la prime pure qui correspond & la prime du contrat. L’indice supérieur
1, IT signifie que le calcul de la réserve est fondé sur les nouvelles bases
en ce qui concerne A et a, et sur les anciennes en ce qui concerne la
prime P. Nous n’étudions ici que le caleul de la réserve sur primes
pures. La question qui se pose est celle de savoir §'il convient, lors-
qu’on change de bases techniques, d’utiliser la formule (8') qui fait
ntervenir la nouvelle prime, ou bien la formule (8”) qui est fondée sur
I'ancienne prime.
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Lorsque la prime suivant les nouvelles bases techniques est plus
grande que celle qui résulte des anciennes bases,

Ly s B

on est généralement d’accord qu’il convient d’utiliser la formule (8”).
4 et a sont fondés sur les nouvelles bases, et P sur les anciennes;
sinon, on surestimerait le terme soustractif P.a, c’est-a-dire la
valeur actuelle des primes futures; la réserve portée au bilan serait
trop faible. Cette situation s’est présentée pour les assurances de
rentes différées et les capitaux différés. Le recul de la mortalité et
celui du taux de l'intérét ayant agi dans le méme sens, les anciennes
primes se sont révélées souvent beaucoup trop faibles. Les sociétés ont
renforcé leurs réserves mathématiques en conséquence.

Dans les assurances en cas de déces, en revanche, le recul de la
mortalité a pour effet une diminution de la prime; celui du taux de
I'intérét, une augmentation. La nouvelle prime est souvent plus
petite que l'ancienne

P < Pl

A-t-on le droit d’utiliser la formule (8""), ou bien convient-il plutot
de calculer d’aprés la formule (8") 2 Les avis sont partagés. En faveur
de la formule (8"), on invoque le fait que le contrat stipule le paiement
de Pancienne prime. La société a le droit, explique-t-on, d’estimer la
valeur actuelle des primes de I'assuré sur la base de I'ancienne prime,
comme elle avait le devoir de le faire lorsque P était plus petit que
P Examinons d'un peu plus prés ce qui se passe lorsqu’on est
amené & changer les bases techniques, dans I'hypothése Pyt < PL.

Supposons par exemple que les ‘anciennes bases techniques
soient la table MWI 814 9/ et les nouvelles, RAH 8% %,. Les réserves
mathématiques d'une assurance mixte 30: 30| de 10 000 francs conclue
a I'age de 80 ans pour une durée de 80 ans, calculées d’aprés les for-
mules (8), (8") et (8"), sont données dans le tableau 5, colonnes (2),
(3) et (4) et sur la représentation graphique 3.

L7,

/ ’ : r ) X X ;‘: 2 S ( e £ ? gf
> (;;;f e tyeiae. ) bfe. (7 < T o

4

2.\ 4]

f

R o / ’ =0 P -
r(is b P { é’ e‘f‘_:~f:-,- O r . #lan, ~ AT &, [ ST, =
) i &= ’ S ’

——

A3

4 &
7 3o . o0 Y g . 3 7 ¥
&, Ftygryive. f2UT Lee G f{ AT S SN B

b
Fsd

2

o

£

e

]
J i AR AT T
¢ : iy & 4



442

30, de 10 000 framcs

. ©
.t

Réserve mathématsque d’'une assurance maizxle 30

00001 0000T 0000T 0000T 0000T 00001 QO000T oe
G6F6 SFF6 §LF6 SEFG 8686 8376 866 6%
¢106 L168 E86S 9068 8¢88 9068 FER]S 3G
LGES YI¥s TTE8 [0 %) 388¢8 T6%8 £0E8 LG
0c18 EE6L 6208 Ta6L FLLL 096L G08L 9¢
669L OL¥L FCIL ¢IFL °SoL 80GL LEEL ¢e
£6aL FeOL ¢OTL 0cOL 6089 GLOL 9L89 ¥a
T069 €649 Ta89 96¢¢ GGeE9 6999 99 €6
(4% LLT9 6079 8819 8169 846H GEO9 (44
€619 TLLG 6¢09 F6LE 96F4 TLSE 0F9¢ 1%
96LS 8LES 099¢ Srrg 8804 LET4 G958 0%
6F¥4 L66¥ T0EG 04 c69Y¥ GETSG 868F 61
TTIS ¢eov A L89¥ OTEF F8LY S¥ST 8T
T8LY €0y o19% 6EEF 8E6E ¥y (Y574 LT
09%% 0T6E 086t e00¥ 8LGE V11 8886 o1
L¥1% €9¢e LE6E LLOE 8EGE E6LE SLEE ¢I
£F8¢ TEeE o8 09€¢ 6886 ¢8Pe 6LaE i
FFee €060 FEEE ¢S08 659G 08T¢ 066G €1
§aee €86% FEOE GCLEG B6EG0 LS8G TTLG 4!
0L6G GLGG 1¥LG 89%a 8661 109¢ ([Gagd IT
£696 L96T 9GFe 1816 9691 YoEa 1816 0T
To¥ae GLIT 6L1G FEET 9¢0G 6G61 6
¢916 8861 8061 0601 L6LT Gl91 8
6061 COTL 991 9LL OFGI (ad! L
1991 GER 6361 116 c0ET T16G1 9
Oc¥lI L9G IFTT 1299 L90T 000T g
98T1L 0t1¢ 668 G 6€8 98L ¥
656 09 G99 Gee — 819 08¢ €
8EL o8l — L& 89 — GO¥ 08¢ é
€es 61F — CIc €69 — 661 L38IT I
Gre 8F9 — 0 016 — 0 0 0
1 I a "1, I e aq
(8) (L) (9) (@) () (€) () (1)
%% HYM06'€18=d | %UE IMICOIVIE=d | (yocgeg — ) | (01 WD 08F28 =, 101 | %% IMI0TF9E = d | (0g'e1z = o) | (01992 = o)
%e mvar || ot wemve || T8 | wemva | o T e mvar 48| %e YN | %6 M !
708 a 1+ of HVH 1+ap o 7o% e HVY 142 %% ¢ HYV I TJ,_\HT 71 € ) 0716 TMT

¢ majqu




— 443 —

Les trois courbes sont assez voisines. Cependant, pour un porte-
feuille d’assurances, les ditférences relatives de méme que les différences
absolues sont importantes.

51, & partir de la (£ 1)® année, la mortalité effective est celle de
la table RAH et qu'on constitue dés ce moment-la la réserve suivant
cette table — trait fort continu du graphique —, la prime RAH. suffirs
exactement, avec les intéréts sur la réserve et sur cette prime, & payer
les déces et & constituer la réserve RAH. On aura chaque année un
bénéfice de mortalité égal & la différence entre la prime MWI et la
prime RAH, plus les intéréts sur cette différence. Cependant, cela
suppose qu'a la fin de la #® année d’assurance la réserve mathé-
matique MWI a été complétée au moyen des deniers de la société afin
de disposer de la réserve RAH. L’assureur préte, en quelque sorte,
le montant nécessaire, qui sera amorti comme nous 'avons déja vu.

La courbe de la réserve MWT — trait fin continu du graphique —
croit d’abord plus lentement que la courbe RAH — dans notre exemple
Jusqu'a t =19 —, ensuite plus rapidement; la différence dans la
croissance s'accentue avec les années. Si done l'on continuait apres
la te année & constituer la réserve mathématique suivant la table MWI,
cela absorberait les premicres années, tant que la croissance de la
courbe MWT est inférieure & celle de la courbe RAH, une plus petite
partie de la prime que la constitution de la réserve RAH: en revanche,
plus tard, lorsque la courbe MWTI croit plus rapidement que la courbe
RAH, la constitution de la réserve MWI exigerait plus que celle de
la réserve RAH, et le surplus augmenterait d’année en année. Les
déces effectifs & indemniser sont les mémes, que la réserve soit caleulée
d'apres MWT ou d’aprés RAH. En alimentant la réserve d’aprés
MWI, on fait ressortir dans les comptes et on distribue des bénéfices
trop élevés durant les premieres années, aux dépens des années
ultérieures. Nous retrouvons par une voie un peu ditférente des
résultats que nous avions obtenus dans la premiére partie de 'exposé.
La réserve MWT ne peut pas convenir.

Linfin, ¢1 I'on constituait, apres la € année, la réserve suivant la
courbe en petits traits fins, c¢’est-a-dire en faisant usage de la table
RAH pour les valeurs 4,,, et a,., et 'en prenant pour P la prime
MWI, cette derniére prime sérait absorbée entiérement ainsi que les
Intéréts pour couvrir le risque et constituer la réserve. La société
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! pourrait faire face & ses engagements & condition que la mortalité ne |
s’aggrave pas dans la suite, mais il n’y aurait plus & 'avenir de bénéfice |

de mortalité. Au moment ol 'on passerait de la réserve MWI a la“i"’i

réserve suivant la courbe en question,fainsi que nous 'avons figuré sur

le graphique 3 pour ¢ = 10 Jon considérerait comme bénéfice immédiat
le bénétice de mortalité qui est contenu dans la prime du tarif. On
eseomptermt les bénéfices de mortalité des exercices futurs; ils ap-
paraitraient dans les comptes avant qu’ils ne soient effectivement
réalisés. On pourrait objecter que ces bénéfices compensent dans une
certaine mesure les pertes que la société fait sur les assurances de

rentes et les capitaux différés en calculant les réserves comme il est
. dit ci-dessus d’apres la formule (8'’), du moins si le passage a de nou-

velles bases techniques se fait & la méme époque. Cela ne nous parait

pas admissible non plus. Ghaque categorle d’ assurance doit avon*w

B

des réserves suffisantes. La formule (8") pour le caleul de la réserve

e L S A O LA s

mathématique doit ainsi étre exclue lorsque P < PI.

Nous pouvons encors présenter la questmn gous un angle un peu
différent. Dans 1’assurance sur la vie, on a l'’habitude de conclure
les contrats en stipulant une prime constante; on dit aussi une prime
nivelée pour bien marquer qu’elle doit garder pendant toute la durée
de l'assurance le méme niveau. Cette prime se calcule d’aprés des
bases techniques de premier ordre convenablement choisies. On désire
surtout éviter les primes croissantes. Cette remarque étant faite,
reprenons notre question.

A la fin de la ?¢ année d’agsurance, nous adoptons de nouvelles
bases techniques, les anciennes ne pouvant plus convenir. Il est tout

naturel de calculer quelle prime annuelle constante ,P* pm

——

dans les nouvelles e1rconstances de continuer l’assurance 4 partir
de Ta (fF-1)® année. La mortalité effective est, par hypotheése, égale

a la mortalité RAH. La société dispose de la réserve mathématique |

MWI. La prime pure cherchée ,P* découle de la relation

(9) V(MWI _l__ P* ag:RAH ___A:(EI?.I_AtH)’

d’ou nous tirons:
V(RAH) __ D

% P(RAH) 1.z
(10)  P* — PERAT) it
| '] ‘A P +
F r J R k " A
9@ /% /| 4 1’«)’1—'\.‘. £ f; L, R ‘{ L, thﬁ_} | F ¢ ,, Jofraan
¢ ;‘ qﬂ * 4 “@h 3
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La prime ,P* est égale & la prime RAH augmentée de la
quote d’amortissement annuel dont il a déja été question, qui doit
permettre le passage de la réserve mathématique MWI & la réserve
RAH. Si nous voulons respecter le principe de la prime constante,
nous pourrons considérer comme bénéfice et répartir la différence entre
la prime MWI et la prime ,P*, soit, avec les intéréts,

PRAH) __ p(MWI) -

(1) By= (L4 | PPVI— P — s

T+

(’est le bénéfice que nous avons trouvé plus haut, sous formule (6),
par un autre raisonnement. Dans l'exemple de l'assurance mixte
30:30] de 10 000 francs, lorsque le passage des anciennes bases tech-
niques aux nouvelles ge fait aprés 10 ans, nous avions d’apres le ta-
bleau 8, B, = 41 fr. 32. C'est moins que le bénéfice indiqué dans le
tableau 2, colonne (2), qu’on réaliserait les premieres années apros
le passage des anciennes bases aux nouvelles si 'on continuait & cons-
tituer la réserve d’apres MWI. Le surplus peut servir & compléter peu
a peu ladite réserve. Lies moyens & disposition permettent d’alimenter
une réserve plus forte que la réserve MWI. Dés lors, nous ne pouvons
pas considérer la réserve calculée d’aprés la formule (8) comme suffi-
sante, et encore moins celle qui résulte de la formule (8”).

Nous réservons donc une partie de la prime MWI pour la dis-
tribuer aux assurés, & titre de participation aux bénéfices. La société
dispose du solde, soit de la prime constante ,P* définie par la relation
(10) pour couvrir le risque et constituer la réserve mathématique.
En conséquence, la réserve mathématique qu’on doit avoir = années
aprés le passage aux nouvelles bases techniques peut s'écrire:

* RAH #* o(RAH)
(12) t+tV:F:A:(E+i+)E_L'P ax+t-|—r’ T-_>_-0;
d’ott 'on déduit:
(RAH) __ 7(MWI)
Vi V (RAH)

a .
RAH T+ 1+t
a;.—f—t )

<12’) t+ IV; = i-i-erERAH) T

Au moment 7= 0, elle est égale & la réserve MWI, puis elle est
comprise entre les réserves MWI et RAH. Elle est plus petite que la
réserve RAH calculée d’aprés la formule (8). La différence est égale au

g
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montant de la dette que la société devrait encore amortir apres v années,
s1 au moment ¢ du passage aux nouvelles bases techniques, elle avait
emprunté la somme nécessaire pour compléter la réserve MWI de

maniere a disposer de la réserve RAIL et qu'elle ait prélevé chaque

RAH MWI
A

RAT
a.gw o

ment. 51 le passage aux nouvelles bases techniques a lieu apreés ¢t =10
années, on obtient pour la réserve mathématique , 7, de I'assurance
mixte 30:30] les valeurs qui figurent dans la colonne (5) du tableau 5,
la prime ;,P* étant de 224 fr. 20.

pour 'amortisse-

4 . Ty . {
année sur la prime la quantité fixe

In résumé, s1 'on constitue la réserve mathématique d’aprés la
formule (8), on a pratiquement une assurance & primes croissantes.
Fin utilisant la formule (8”), on considére déja au moment du passage
aux nouvelles bases techniques comme bénéfices effectivement réalisés
les bénéfices qu'on escompte faire durant les années futures; on les
comptabilise en une fois et I'assuré doit ensuite payer pendant toute
la durée de l'assurance la prime élevée MWI. Ces formales dowent
étre reJeteeS I'n revanche, la réserve peut étre constltuee sur la base

“de la table RAH, la prime utilisée pour le calcul étant P*, définie

par la formule (10). Dans la pratique, lorsqu’il s’agit d’un portefeuille
d’assurances, le calecul de la réserve ,, V. serait malaisé; il faudrait
determiner la prime , P* pour chaque police. On utilisera de préférence
la formule (8') qui fait intervenir la prime PI' suivant les nouvelles
bases. Nous n’avons pas examiné les différences qui en réesultent pour
des portefeuilles entiers, notre but étant plutét de montrer que les

formules (8) et (8”) ne conduisent pas & des résultats satisfaisants.

Les problémes sur les réserves mathématiques sont souvent

| assez délicats a résoudre. Les variations de la réserve sous l'influence’
| d’'un Ghanoement dans la mortalité sont encore mal connues; il s’agit

~d’un probléme avec un grand nombre de variables. Dans nos raisonne-

ments, nous nous sommes appuyés & diverses reprises sur des résultats
valables lorsqu’on passe de la table MWI & la table RAH; ils sont
vrais sans doute pour beaucoup de tables, en particulier pour celles
qu'on utilise en Suisse; cependant, ils ne se vérifient pas toujours.
In examinant par exemple comment il convient de constituer la
réserve mathématique lorsque la nouvelle prime P est plus petite
que I'ancienne, P!, nous avons fait implicitement quelques hypotheéses.

-~
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La différence des réserves RAH et MWI, FRAN __ WY = ogt toy-
jours positive dans 'exemple considéré. Nous en avons déduit, entre
autres, que la réserve MWI doit étre complétée et que la prime ,P*
est plus grande que la prime RAH. Cependant, de P < P!, nous
ne pouvons pas déduire que la régerve V! est nécessairement plus
grande que VL. Nous savons au contraire que ce n’est pas toujours
le cas. Le théoreme du changement de signe de Moser nous en fournit
des exemples.

Nous pourrions limiter davantage le probléme; nous pourrions
par exemple supposer que la nouvelle table de mortalité 1I satislait
a la condition

Ai&t:aﬁj < ArIcw:nTt] ’

pour toutes les valeurs des parameétres x, t et n. On en déduit certaines
conclusions intéregsantes. Cependant, il n’en résulte pas que la ré-
serve mathématique V' déterminée d’aprés les mnouvelles bases
techniques, formule (8"), est toujours plus grande que la réserve cal-
culée suivant les anciennes bases, formule (8). Ce n'est du reste pas
nécessairement le cas; il suffit de considérer 'exemple de 'assurance
mixte 40:925] pour le démontrer, en choisissant pour les anciennes
bases techniques la table SM 1921—1930 814 9% et pour les nouvelles
une table extréme donnant & tous les dges des taux de mortalité nuls,
le taux d’intérét étant également de 314 9%. Pendant 10 ans, la
réserve VI est plus petite que V', puis elle est plus grande.

Les développements qui précedent ne s’appliquent donc pas tou-
jours; il y a lieu d’examiner le probléeme dans chaque cas. Cependant,
les résultats obtenus ont de la valeur pour les tables qui sont utilisées
le plus souvent en Suisse, et nous espérons que nos considérations
pourront servir & d’autres recherches.

Dans notre exemple, seule la table de mortalité a été modifide.
Cela n’a pas d’importance pour le raisonnement. Quelques sociétés
ont encore abaissé le taux technique d’intérét ou s’apprétent a le
faire, celui de 814 9, qui avait été choisi pour les anciens tarifs parais-
sant maintenant trop élevé. Pour fixer les idées, choisissons un nou-
veau taux technique de 8 %,. Nous avons reporté dans le tableau 5,
colonnes (6) et (7), et sur le graphique 3, la réserve RAH 89, établie
d’apreés la formule (8'), ainsi que la réserve calculée d’aprés (87), la
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table RAH 8 9, étant utilisée pour 4, , et a,,,, tandis que la prime
est celle de la table MWI 814 9,. Cette derniére réserve est négative
lorsque ¢ est petit, mais elle augmente rapidement et surpasse & partir
de t = 16 la réserve MWI 315 9%,. Elle est, & tous les ages, inférieure
a la réserve RAH 3 9%, la prime RAH 3 9, étant plus petite que la
prime MWI 814 9.

Enfin, nous avons encore indiqué dans le tableau 5, colonne (8),
et sur le graphique 3, les valeurs de la réserve calculée d’aprés la for-
mule (8"), 4, , et a,,, étant fondés sur la table RAH 3 9, et la prime
sur RAH 3814 9. Cela facilitera les considérations sur le passage a
de nouvelles bases techniques lorsque le taux d’intérét seul est modifié.

Notre conclusion sera qu’apres la modification des bases techniques,
il convient en général de calculer les réserves mathématiques en adop-
tant dans la formule

V=4, —P,a,,

les nouvelles bases techniques pour déterminer les valeurs actuelles
4, , et a,,.,, tandis qu'on choisira comme prime P, la plus petite
des primes PI et P résultant respectivement des anciennes et des
nouvelles bases.

Je tiens & remercier encore ici deux de mes collegues du Bureau
fédéral des assurances de leur collaboration dans la présente étude:
Mlle Leuba, qui a eu 'obligeance de faire les caleuls, et M. Zaugg, qui
a dessiné les graphiques.
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Graphique 1
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Graphique 2
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Graphique 3
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