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Die technische Behandlung der gestaffelten
multiplikativen Ubersterblichkeit

Von Heinrich Jecklin, Ziirich

In zwei vorgiingigen Arbeiten haben wir uns mit dem Problem der
technischen Behandlung der konstanten multiplikativen Ubersterblich-
keit befasst. Deren erste!) behandelt Niherungsverfahren zur Be-
stimmung des jéhrlichen Anormalenzuschlages zur Tarifpriimie, die
zwelte?) entwickelt Approximationen zur Festsetzung einer an Stelle
des Pramienzuschlages tretenden dquivalenten gestaffelten Kiirzung
der Versicherungssumme.

Wenn es auch im allgemeinen méglich ist, bei der medizinischen
Taxation von anormalen Risiken eine fiir die ganze Versicherungsdauer
konstante multiplikative Ubersterblichkeit anzusetzen, so gibt es doch
ab und zu Fille, fiir welche eine nur wihrend der ersten m Versiche-
rungsjahre vorhandene und fortlaufend abnehmende Ubersterblichkeit
angenommen werden kann, so dass also dem Risiko nach Ablauf dieser
Periode normale Sterblichkeit zugeordnet wird. In diese Kategorie
gehéren beispielsweise die im Lehrbuch von Deutsch-Stern 2) namhatt
gemachten Risiken mit Symptomen, die nicht auf eine bleibende
Minderwertigkeit, sondern vielmehr auf eine nur in den ersten Ver-
sicherungsjahren vorhandene besondere Gefihrdung hindeuten, wie
eine oder mehrere Anfiille von Blinddarmreizung, starke postoperative
Anémie, kiirzlich durchgemachte schwere Operationen, die oder deren
Ursache an sich keine dauernde Ubersterblichkeit bedingen (z. B.
Operation von Magen- und Duodenal-Geschwiir) usw.

Bei den folgenden technischen Uberlegungen gehen wir vorerst
von der Annahme aus, dass beziiglich eines zu versichernden Risikos
eine linear abnehmende multiplikative Ubersterblichkeit bestehe. Die
anféngliche Ubersterblichkeit betrage oy, nach t Jahren (t < m)

1
mr vermindert. Wird die Sterblich-

habe sie sich auf «, = aq-
m

Die Notenzeichen beziehen sich auf die zitierte Literatur am Schluss des Artikels.
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keit des normalen Risikos iiblicherweise mit g, bezeichnet, so betragt
die rechnungsmaéssige Sterblichkeit in unserem Falle also

im 1. Versicherungsjahr: (1 + o) - q,,

- m—1
1mm ¢ -+ 1. Versicherungsjahr: (1 + og - ~~---——> oy (B <m),
' m

und nach m Jahren normal: ¢, ,, (t >m).

1.

Betrachten wir vorerst etwas nédher den Fall, dass eine der er-
héhten Sterblichkeit entsprechende und mit ihr variierende Extra-
pramie erhoben wird, so betrdgt diese offenbarim ¢ 4 1. Versicherungs-
jahr ¢, =wa,-q,,, K,, wobei K, das Risikokapital der Versicherung
ist. Bei der gemischten Versicherung der Dauer n betrigt das Risiko-
kapital im ¢+ 1. Versicherungsjahr nach Entrichtung der jahrlichen
Préamie genauerweise R, =v— Pz — V7. (Man vergleiche in diesem
Zusammenhange die beziiglichen Darlegungen von Ziezold #)). Wir
werden im folgenden vereinfachend B, =1V setzen. Es lisst
sich dies durch verschiedene Uberlegungen rechtfertigen (wie z. B.
Wiinschbarkeit vereinfachter Rechnung; kleiner Kinfluss auf das
Ergebnis, namentlich auch im Hinblick auf die an sich in gewissen
rrenzen ermessensméssige Grosse ay; Berticksichtigung der Abschluss-
kosten bei der Bemessung des Risikokapitals). Demnach kann als
Hixtrapramie im ¢t - 1. Versicherungsjahr

m—rt /7 i m—t n—

Ey=0y Gy~ (1— i,Vwﬂ) I TR P T ' (,1 —g) =% Gppy” o A
angesetzt werden. Sehr oft wird es gentigen, wenn nur die erst-
Jihrige (also fiir ¢ = 0) Extraprimie e~ og-q, bestimmt und in
der Folge einfach lineare Abnahme derselben angenommen wird, d. h.

m—1

E,ov g ~. In diesem Zusammenhange muss auf den wesentlichen

m
Umstand hingewiesen werden, dass die Dauer m, fiir welche eine ab-
nehmende Ubersterblichkeit supponiert wird, meist nur ganz wenige
Jahre betrigt.
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Folgende Beispiele auf Basis 8. M. 1921/30 zu 23/ %, bei oy, = 1
mogen das (zesagte illustrieren.

a): &=y Q- (1— V), b): &, =0y g, = ¢ Tﬂfb‘t
m==g m=5 m = 8

@) b) a) b) a) b)

z =30, n=25: %00 60 ®/00 */oo /oo /00
f = 1) 412 | 4,12 | 4,12 | 4,12 | 4,12 | 4,12

1 2,73 | 2,75 | 3,28 | 3,30 | 3,58 | 3,61

2 1,37 | 1,87 | 2,46 | 2,47 | 3,07 | 3,09

3 — — 1,64 | 1,65 | 2,67 | 2,58

4 — e 0,82 | 0,82 | 2,06 | 2,06

b — — - —- 1,65 | 1,565

6 — — — _— 1,04 | 1,08

7 - - — — 0,53 | 0,52

3 _ - _ - - .

=40, %="20:

L= 6,43 | 643 | 6,43 | 643 | 6,43 | 6,43

1 441 | 4,29 | 5,29 | 5,14 | 5,78 | 5,63

2 2,27 | 2,14 | 4,08 | 3,86 | 5,11 | 4,82

3 — - 2,80 | 2,87 | 4,38 | 4,02

4 — — 1,44 | 1,29 | 8,60 | 3,22

5 e - - — 2,76 | 2,41

6 — b e | o= | = | 1LBB | 1,62

7 - - — — 0,96 | 0,80

8 o . _ . - .

1L

Soll eine jihrliche, aber nicht mit der Risikoerhohung variierende,
sondern konstante Iixtraprimie ¢ wihrend k Jahren (k < n) erhoben
werden, so ist uns diese offenbar gegeben durch



1 o
g~ iy 5 NOOCT (g 0, SOPR.. S
jﬁ]m 4‘4~l§]£”+k - t Qi Tt ( ¢ xn[) I\Im“"jﬁjz,%k
&3 m—it n—1
'EOth.
! m N
0

Statt der normalen N sollten hier eigentlich solche verwendet werden,
welche — nach Art einer Selekttafel — die anfinglich von der Normal-
tafel abweichende Sterblichkeit beriicksichtigen. Der Hinfluss dieser
Berichtigung wiirde jedoch zum Rechnungsaufwand in keinem Ver-
hiltnis stehen, wie dies die folgenden fiir x =40 und n = 20 auf
Bagis S. M. 1921/30 zu 23/ % mit o, = 1 ermittelten zahlenméssigen
Beispiele dartun, wobei unter a) die jéhrliche Extraprimie mit und
unter b) jene ohne Beriicksichtigung der Ubersterblichkeit in N,
aufgefithrt ist:

m k a) b)
%700 %00
o 5 3,88 3,92
5 20 1,27 1,27
8 8 3,72 LY
8 20 1,86 1,88

1IT.

Wir wollen nunmehr den Fall niher betrachten, dass an Stelle
einer Iixtraprimie eine technisch dquivalente, durch m Jahre linear
gestaffelte Kiirzung der Versicherungssumme tritt. (Es sollen also die
Staffelung der Summenkiirzung und jene der Ubersterblichkeit von
gleicher Dauer sein, wie dies bei den Fallen der Praxis die Regel ist.)
Der pro Einheit der Versicherungssumme zu machende anfingliche
Summenabzug 4,,, | ergibt sich offenbar aus der Bestimmungsgleichung

—

m-—-1

\ | m—1 "t
0(0 . Z 055+1 * - . (]_ —_— thm) — Z’:Em! . 2 Cg;-}-t . (1 <:_ Of.t) . _7;;W )
0

o~




Also 1st
m—1 m=1
m-—1 Y m—t n—1i
7
% 0 (1 — V) g™ f Mgy e ™ s
m m "
— O SERNER r ) O
- ==l T i —1 -
E‘O:c+t'(1+“f>'“““”” 20z+t'(1“:“°‘0' ) :
= m = mo m

Wenn m =1 ist, so hat 2 unabhiingig von der Versicherungsdauer n

o
den Wert ——~_F0-—- . Die Richtigkeit dieser Kiirzung ergibt sich auch
%o
aus der Uberlegung, dass wenn im ersten Versicherungsjahr die
Sterblichkeit um o, erhoht ist und statt der zinsfreien Risikoprimie
q, * (1 + o) nur g, entrichtet wird, eine Summenkiirzung im Verhéltnis

— statthaben muss, was pro Einheit der Versicherungssumme

e %g "
emen Abzug von ——— ergibt. — Kin weiterer Spezialfall resultiert.
"%'" ao
1+« o
0 : 1
wenn n = ; " m, resp. m = -  — -mn ist. Auch fiir diesen
%y 1 -4 e
Fall findet man
m—1 ; \
m—it m-(14op) —ay-t
O\'.O ¢ Z Cw_'._t * * 5
- ' m m - (1 + a) o,
Al ™~ w1 BT
i . . A -
+t
i m m

(=]

Aus der beigegebenen graphischen Darstellung 1 ist der Verlauf der
Funktion Jym bei @y =1 fiir verschiedene Versicherungsdauern er-
sichtlich.

Es kénnte natiirlich auch gefordert werden, dass die Summen-
kiirzung im ersten Versicherungsjahr pro Einheit der Versicherungs-

"C:L— sein soll. Wird ausserdem an linearer Staffelung
%o

der Summenkiirzung festgehalten, so kénnen dann aber die Staffelungs-
dauern der Ubersterblichkeit (m) und der Summenkiirzung (m') —

summe stets




se 400 ==

. o %y .
aboesehen von den beiden Fallen m =1 und m == —— - n — nicht
o | o
T %

einander gleich sein. Lis wiire ein genfherter Wert fiir m” zu bestimmen

aus
m—1 m=1 .
N m—t [/ t oo - : m—t\ m—
. { CZL T t g L. ! Oacw{ut . 1_;_ 6 - .
m n 1 & m m'
N P H {] A /
0 0

was jedoch zu umsténdlich ist, um fiir praktische Anwendung in Frage
zu kommen.

Liegt, in Umkehrung der Problemstellung, eine lineare Summen-
staffelung mit erstjihrigem Abzug 4, vor und ist — unter Voraus-
setzung einer linear abnehmenden Ubersterblichkeit gleicher Staffe-
lungsdauer — nach der entsprechenden anfinglichen Ubersterblich-
keit gefragt, so ergibt sich diese aus der eingangs dieses Abschnittes
gegebenen Bestimmungsgleichung zu

m~1

m—t
Z'xm] ) Z Cm—.{ T
m

0

m—t n—1 m—t m—i
¢ : —ng—i-t' )

xf‘.rt'
m n
0 0

C{O\)

H
3
1
-

m-

o~

Um Missverstiindnissen vorzubeugen, sei darauf hingewiesen,
dass das vorliegende Problem nicht zu verwechseln ist mit der I'rage
nach der einer gegebenen Summenstaffelung entsprechenden kon-
stanten Ubersterblichkeit, welche wir andernorts bereits behandelten 2).

IV.

Nach einem Vorschlag von Koeppler 5) kinnte man bei der Statfe-
lungsfestsetzung in roher Rechnung das Deckungskapital unberiick-
sichtigt lassen und T e 1—a, setzen. Wird nun bei einer zu

T Oct
verwendenden Sterbenswahrscheinlichkeit in Hohe von (1 + «;) - Gy s
nur die normale Risikopriimie entrichtet, so ist das Todesfallkapital

. : 1
im Verhiltnis ——— zu kiirzen, es wire dann also die Hinheit der
0y
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Versicherungssumme im ¢-- 1. Versicherungsjahr in linearer Staffelung
m—t
auf 1-—oy - —— zu reduzieren. Nach diesem Verfahren ergeben sich
m
jedoch viel zu hohe Summenabziige und oft schon bei kleinen Werten
von o, eine wesentlich falsche Staffelung. Denn wie wir unter ITI.
darlegten, kann sich bei Ubereinstimmung der Staffelungsdauern

von Ubersterblichkeit und Summenkiirzung im allgemeinen keine

) m—r1
lineare Summenstaffelung ergeben, wenn «, = «,-—— und der erst-
m
. . . E Xg
jahrige Abzug pro Kinheit der Versicherungssumme auf — ~— an-
%o

gesetzt wird. In der Tat haben wir dann als Versicherungssumme pro
Einheit nach ¢ Jahren

1
Byrd gl + L — ¥} * ——3
resp. 1+ o,
t g ! m t nom-—t-m
St (1), _ty )
Y +(\ n/ m-toay(m—t) n 1 (1+og) - n-m—=t-ay,-n

(d. h. Superposition von Gerader und Hyperbel). Im Spezialfall

_itw

%y

N

resultiert

/
/

t'CX.O

t-a m 1 7
L Yt 0 > N _(1 ,%>,
t m-(1+a0)+(\1 m-(1+oy)/ ma4o,(m—1Et) 1+ % m

(d. h. lineare Staffelung). In der graphischen Darstellung 2 haben wir
den Staffelungsverlauf der Versicherungssumme verschiedener Staffe-
lungsdavern fiir n =20 und «,=1 wiedergegeben.

In Umkehrung der Problemstellung kann man fragen, wie die
Ubersterblichkeit innerhalb der Dauer m einer Summenstaffelung

1/ cq
varileren muss, damit bei Sy = — d. h. erstjihrigem Abzug
N TC’:O ¢
Aom| = f) gerade linear gestaffelte Summenkiirzung resultiert. In

O:O’
diesem Falle miisste offenbar gelten
27
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1 ! i
~ V= (1— V=) — A1 e | o
St i xn]+( t am{) 1‘|’“°5t 1+0(0 (\ +°('0 m>

resp.

g t+<1 t> 1 1 <1+ t)
imn n, 1—|—cxt—~1+oc0 % —m,7
woraus folgt
NeMm-oyg— 1 N0

nem 4t (n-oag—m- (14 o)

(Xt:

(d. h. eine Hyperbel). Auch hier wieder ergibt sich der Spezialfall,

dass bei (n-owg—m - (1+ay) =0, d. h. fir m = +n mit S,

-+ %o
auch «, innerhalb der Dauer m linear abnimmt. — Wenn jedoch
m==n, so resultiert o, = &y, d. h. konstant; damit kommen wir zum
anderweitic 2) besprochenen TFall der konstanten Ubersterblichkeit
und Ersetzung der beziiglichen Extraprémie durch eine iiber die ganze
Versicherungsdauer sich erstreckende Summenstaffelung.

Die beigegebene graphische Darstellung 3 zeigt den Verlauf von «,
fiir verschiedene Staffelungsdauern bei n= 20 und o«y;=1.

V.

Aus den Ausfihrungen unter T11. und IV. folgt also: ILiegt linear
m—1

abnehmende Ubersterblichkeit vor (oct = gy > und wird die

n

o
0 R
angesetzt, was im Hin-

erstjihrige Summenkiirzung auf 4, = !

T %g

blick auf die Praxis den grossen Vorteil der Einfachheit hat, so kann

an Stelle einer Extraprimie genauerweise nur dann eine dquivalente

lineare Summenstaffelung der Dauer m angenommen werden, wenn
04

m = - 1st. Das ist also der Fall

1+4a,
fir g = 0,25 bei m =1/, n,
ap=05 » m=1n,
iy = 1 B W=y By
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Praktisch kann man aber unbedenklich auch unterhalb dieser
Dauvern fiir m bei linear abnehmendem o, eine lineare Summen-
staffelung gleicher Dauer an Stelle einer Extraprimie ansetzen. Da-
gegen sollte die Schranke nach oben hin nicht oder nur wenig iiber-
schritten werden.

Des weitern ergibt sich aus den vorstehenden Darlegungen, dass
die Bestimmung des zu einer vorliegenden linearen Summenstaffelung
dquivalenten Ubersterblichkeitssatzes — wobei die Ubersterblichkeit,
sich auf die Zeitdauer der Summenstaffelung erstrecken soll — kein
eindeutiges Problem ist. Die Frage nach der entsprechenden kon-
stanten Ubersterblichkeit interessiert uns hier an sich nicht; doch ist
festzuhalten, dass wenn m = n ist, nur eine konstante Ubersterblich-
keit zur Kompensation ausreicht, wie wir dies vorgingig zeigten. Im
allgemeinen wird man ein o, wiinschen, dag in der Iolge linear abnimmy.

.
Agm |

Man setzt mit Vorteil vorerst oy~ —— , fussend auf den Uber-

win | o
o m
. . L 0
legungen unter IV. und V. Gilt dann fiir dieses o, entweder ——— > —
o n
o, m , m—t Y
oder 1o ~ — , 80 kann praktisch «, = o, ——— angenommen
o n m
0

. 04
werden. Ist dagegen fiir das so erulerte o, der Quotient T

)

wesentlich kleiner als —, so muss der Wert fiir o, geméiss der be-
N

ziiglichen Formel unter II1. ausgewertet werden.

Zitierte Literatur

1) H. Jecklin, «Eine Niherungsformel fitr Ubersterblichkeitszuschlige», Mit-
teilungen der Vereinigung schweizerischer Versicherungsmathematiker, 44. Bd.,
Heft 1.

2) H. Jecklin und M. Eisenring, «Die Statfelung der Versicherungssumme bei
anormalen Risiken», Mitteilungen der Vereinigung schweizerischer Versiche-
rungsmathematiker, 45. Bd., Heft 1.

3) Deutsch-Stern, «Lebensversicherungs-Medizin», Verlag K. M. Engel, Wien 1938,

4) B. Ziezold, «Versicherungsmathematische Fehlerrechnung», Versicherungswirt-
schaftliche Forschungen, Heft 2.

5) H. Koeppler, «Zur Mathematik der Versicherung minderwertiger Lebeny,
Assekuranz-Jahrbuch, 43. Bd.



24 25

20 22

n—r71t
n
m—1
15 18

14

424

Graphische Darstellung 1

n =20




Graphische Darstellung 2

2, 4, 6, 8 usw.
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Graphische Darstellung 3
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