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Untersuchungen iiber die jahrlichen
Sterblichkeitsschwankungen in einem
Versicherungsbestand

Von Hans Ammeter, Ziirich

Fur statistische Untersuchungen tiber die Sterblichkeit und fiir
die immer noch umstrittene Frage, ob und wieweit die Wahrscheinlich-
keitsrechnung als Grundlage fiir die Lebensversicherungsmathematik
betrachtet werden kann, ist es von ausschlaggebender Bedeutung,
welchen (resetzen die jéhrlichen Sterblichkeitsschwankungen folgen.
Wie Jeckltn in seiner Arbeit «Die Wahrscheinlichkeitstheorie im Ver-
sicherungswesen» hervorhebt, ist es fiir die weitere Abklirung dieser
Frage vor allem notwendig, dass durch statistische Untersuchungen
die innere Berechtigung der gebriiuchlichen Hypothesen iberpriift
wird. Richtungweisend fur derartige Prafungen ist die Arbeit von
Lange «Untersuchungen iiber die jihrlichen Schwankungen der
Schadensquotienten in der Lebensversicherung und in der Feuer-
versicherung». — Lange gelangt im ersten Teil seiner Arbeit zum Ir-
gebnis, dass die jihrlichen Sterblichkeitsschwankungen von einzelnen
Altersklagsen der preussischen Bevolkerung GauBschen Verteilungen
folgen, aber iibernormale Dispersion aufweisen. — Erfahrungsgemiss
sind Beobachtungen iiber die Volkssterblichkeit nicht ohne weiteres
auch fiir Versicherungsbestinde schliissig. Fur die praktischen An-
wendungen im Versicherungswesen durften daher aus Versicherungs-
bestinden gewonnene Untersuchungsergebnisse iiber Sterblichkeits-
schwankungen eine erwiinschte Lrgéinzung der Langeschen Unter-
suchung bilden. Dank der in entgegenkommender Weise erteilten
Erlaubnis der Rentenanstalt konnen die nachfolgend dargestellten
Untersuchungen an einem Material durchgefiihrt werden, das wesent-
liche Teile der Beobachtungen iiber die Sterblichkeit im Bestande der
Einzelkapitalversicherungen (Hauptzweig und Volksversicherung) der
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Schweizerischen Lebensversicherungs- und Rentenanstalt seit ihrer
Grindung umfasst.

In erster Linie ist in der vorliegenden Arbeit die Frage gepriift
worden, ob die jihrlichen Sterblichkeitsschwankungen in den einzelnen
Altersklagsen normale Dispersion aufweisen. Diese Untersuchungen
haben gezeigt, dass eine nichtnormale Dispersion vorliegt, die nicht
durchwegs als zufillig, sondern zum Teil als wesentlich betrachtet
werden muss. Es wurde daher noch versucht, die beobachteten Sterb-
lichkeitsschwankungen durch erweiterte Urnenschemata zu erkliren,
um einen besseren Anschluss der Theorie an die Beobachtungen zu
erreichen. Ausser diesen Untersuchungen tiber die Sterblichkeits-
schwankungen in einzelnen Altersklassen wird noch die in der Arbeit
von Liange nicht behandelte Frage untersucht, ob die oft angenommene
Unabhéngigkeit im Sterblichkeitsablaufvon verschiedenen Altersklassen
untereinander tatsichlich besteht, oder ob eine gewisse Abhingigkeit
angenomimen werden muss.

I. Das Beobachtungsmaterial

Den im folgenden dargestellten Untersuchungen liegen die Be-
obachtungen iiber die Personensterblichkeit in den Bestdnden der
Finzelkapitalversicherungen des Hauptzweiges wihrend der Jahre
1869—1938 und der Volksversicherungen wihrend der Jahre 1908
bis 1988 zugrunde. Das aus der Zeit vor den Jahren 1869 und 1908
stammende Beobachtungsmaterial weist einen zu bescheidenen Um-
fang auf, als dass es sich gelohnt hitte, dasselbe in die Untersuchung
einzubeziehen. Das aus der jiingsten Vergangenheit stammende
Material kann leider nicht mitberiicksichtigt werden, weil seit dem
Jahre 1939 an Stelle der Personensterblichkeit die anderen Gesetzen
folgende Policensterblichkeit laufend beobachtet wird.

In beiden Versicherungsbestinden dominiert die gemischte Ver-
sicherung. Dieser Umstand bringt es mit sich, dass nur die mittleren
Altersstufen (35 < z < 64) eine fur die vorliegende Untersuchung
geniigend starke Besetzung aufweisen. Das ausserhalb der ange-
fithrten Altersgrenzen liegende Material kann daher nur fiir einen
kiirzeren Zeitraum oder iiberhaupt nicht mitberiicksichtigt werden.
Dagegen konnen die hoheren Altersstufen (65 < z < 79) im Bestand
des Hauptzweiges immerhin fiir verhdltnismissig lange Zeitrdume
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in das Untersuchungsmaterial einbezogen werden, weil die lebens-
lingliche Versicherung in den ersten Jahrzehnten der Geschiftstitig-
keit der Anstalt haufiger zum Abschluss gelangte als spéter. Endlich
18t noch zu erwihnen, dass das Grippejahr 1918 fiir die Altersklassen
unter 50 Jahren ausgeschlossen werden muss, weil keine Gewihr
dafiir besteht, dass die Hiufigkeit einer Ubersterblichkeit, wie sie in
diesem Jahr zu beobachten war, an Hand einer nur wenige Jahrzehnte
umfassenden Beobachtungsreihe zuverlissig abgeschitzt werden kann.

Das Beobachtungsmaterial liegt nicht altersweise, sondern in
Finferaltersgruppen zusammengefasst vor. Durch diese Konzen-
tration des Materials werden einerseits gewisse Unregelméssigkeiten
zum vornherein ausgeglichen, anderseits ist zu beftirchten, dass —
bedingt durch Schwankungen in der Altersstruktur innerhalb einer
Altersgruppe — eventuell eine leicht ithernormale Dispersion entsteht,
die jedoch nur bei den hochsten Altersstufen nennenswert ins Gewicht
fallen diirfte.

Die nachtolgende Tabelle T gibt eine Ubersicht iiber das gesamte
verwendete Beobachtungsmaterial.

Der Umfang des Beobachtungsmaterials erscheint recht ansehn-
lich, insbesondere, wenn man beriicksichtigt, dass es sich nur auf
wenige Altersklassen verteilt. Trotzdem reicht es zur Abklirung
mancher Fragen nicht aus.

II. Die sakulire Sterblichkeitsveranderung

Aus den in Tabelle I angegebenen Wahrscheinlichkeiten ist er-
sichtlich, dass sich auch im vorliegenden Material die Sterblichkeit
im Laufe der Jahre stark verbessert hat. Iis darf heute als erwiesen
angenommen werden, dass diese Sterblichkeitsverbesserung keines-
wegs nur zufillig ist, nachdem die in jungster Zeit bekannt gewordenen
Messungen diese Entwicklung ganz allgemein bestitigen. Wird die
Sterblichkeit fiir einen lingeren Zeitraum dennoch als fest angenommen,
s0 1st zufolge der wesentlichen Verdnderungen des Risikos mit iiber-
normal verteilten Schwankungen zu rechnen. Diese iibernormale Dis-
persion wirde um so mehr in Erscheinung treten, je grosser der dem
Beobachtungsmaterial zugrunde liegende Zeitraumist. Vom Standpunkt
der Risikotheorie und der mathematischen Statistik aus betrachtet

21



Tabelle 1

Sl Inggr S ahtigem Sretbersika Anzahl der Sterbefille Ii;?ﬁiﬁ:ﬁﬁglﬁ?s '
Altersgruppe Beobach- gestandene Personen in o,

t;;%%; 1869/1918 1919/1938 1869/1938 1869/1918 | 1919/1938 | 1869/1938 | 1869/1918 | 1919/1938
Heauptzweig :
25-29. 20 —- 233 320,5 233 320,5 o 544 544 e 2,38
30-34. 20 e 298 591,5 298 591,5 — 754 754 — 2,53
35-39. 69 131 318,0 311 996,0 443 3140 876 1006 1882 6,67 3,22
40-44. 69 131 023,5 282 791,0 413 814.,5 1218 1324 2 542 9,30 4,68
45-49. 69 115 938,5 230 942,5 346 881,0 1530 1638 3168 13,20 7,09
50-54 . 70 94 685.5 164 511,5 259 197,0 1782 1 889 3671 18,82 11,48
55-59. 70 67 100,0 95 374,5 162 474,5 1 888 1755 3643 28,14 18,40
60—64. 70 43 663,0 39 440,5 83 103,5 1836 1073 2909 42,05 27,21
65-69. 61 26 758,0 13 620,5 40 378,5 1640 664 2 304 61,29 48,75
70-74. 40 10 994,5 7187.0 18 131,5 966 503 1469 87,86 70,48
T5-T79. 51 T443,5 4 622,5 12 066,0 904 545 1449 | 121,45 117,90
Total . 609 628 924 .5 1682348,0 | 23112725 12 640 11 695 24 335
Volksversicherung:
35-39. 30 39 205,0 230 285,5 269 490,5 228 843 1071 5,82 3,66
4044 30 32 690,5 187 538,0 220 2285 234 864 1098 7,16 4,61
45-49. 30 23 400,0 144 955,0 168 355,0 236 1027 1263 10,09 7,08
50-54. 31 16 558,5 100 227.,5 116 786,0 245 1095 1340 14,80 10,93
55-59. 31 8410,5 56 926,0 65 336,5 172 974 1146 20,45 17,11
60-64. 26 2221,5 21 297,0 23 518,5 76 590 666 34,21 27,70
Total . 178 122 486,0 741 229.0 863 715,0 1191 5393 6 584
Gesamttotal . 87 751 410,5 2423 577,0 | 3174 987,5 13 831 17 088 30 919

9¢¢§
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bietet jedoch die durch die sitkuldre Sterblichkeitsverianderung bewirkte
tibernormale Dispersion weiter kein Interesse. Den vorliegenden Unter-
suchungen wird daher nicht eine gleichbleibende, sondern eine mit
der Zeit sich verdndernde Sterblichkeit zugrunde gelegt. Zu diesem
Zwecke muss fiir jede Altersgruppe ein die sikulire Sterblichkeits-
verinderung zum Ausdruck bringender Trend eingefithrt werden.
Gegenstand der weiteren Untersuchungen sind die Abweichungen der
beobachteten Sterblichkeit von diesem Trend.

Um die sikulire Sterblichkeitsverinderung rechnerisch zu er-
fassen, erweist es sich zunichst als notwendig, fur die einjihrige
Sterbenswahrscheinlichkeit q,, der z Jahre alten Versicherten im
Kalenderjahr ¢ einen geeigneten analytischen Ausdruck zu wihlen.
Die einfache lineare Beziechung

QI,i - ascmbxt (1)

hat sich fir die Darstellung des Sterblichkeitstrends bewéhrt. Eine
nihere Prifung zeigt allerdings, dass die im vorliegenden Fall be-
obachtete Sterblichkeitsabnahme nicht durchwegs als gleichbleibend
angenommen werden darf. Um trotzdem die rechnerisch einfache
Formel (1) anwenden zu konnen, ist es notwendig, die Trendfunktionen
durch verschiedene aufeinanderfolgende Teilstiicke darzustellen. Die
Konstanten @, und b, in (1) werden dabei zundchst fiir zwei geeignet
gewihlte Zeitabschnitte fiir den Anfang und das Ende der Beobach-
tungsrethe bestimmt; das fehlende Mittelstiick der Trendfunktion
18t dann noch passend zu ergéinzen. Durch dieses Vorgehen kann die
Rechnung durchwegs einfach gestaltet und trotzdem ein befriedigender
Anschluss des Trends an die Beobachtungen erreicht werden. Die
nachstehende graphische Darstellung 1 veranschaulicht den Ver-
lauf der Trendfunktion an einem Beispiel fur die Altersgruppe mait
35 <z < 89 (Hauptaweig).

Die Konstanten a, und b, in (1) erhilt man nach der Methode
der kleinsten Quadrate aus der Bedingung

2 [T,,— R, (a,—b,1)]* = Minimum, (2)

i

wobei T, die beobachtete Zahl der Gestorbenen und R, die Zahl
der unter einjihrigem Sterberisiko gestandenen Versicherten im
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Graphische Darstellung 1

Beobachteter Verlauf der Sterblichkeit

Kalenderjahr ¢ und im Altersjahr z bedeuten. Der Bedingung (2)
wird der Vorzug gegeben vor der etwas einfacheren

S e —ay + byt]? = Minimum, (2a)
i

weil zufolge des starken Anwachsens der beobachteten Versicherungs-
bestinde 1m Verlauf der Jahre das in den einzelnen Jahren stark ver-
schiedene Gewicht der Beobachtungen beriicksichtigt werden muss.
Fiir die Konstanten a, und b, ergibt sich

BT R, VEE: 40— 57, R, BR

a o ’
‘ (ERi,t t)z——ERi’t ZRi)t {2

(3a)

ETm,t Rm,t t ERi,t —2X Ta:,t R:c,t ZRi,t t
(ZE;, 1)*—ZR, IR,

b

T

(31)

Die in diesen Formeln auftretenden Summen werden jeweilen
iber simtliche Kalenderjahre ¢ des in Frage stehenden Zeitabschnittes
gebildet. Fin Vergleich der auf Grund der gewithlten Trendfunktionen
berechneten mit der beobachteten Anzahl der Sterbefille zeigt be-
friedigende Ubereinstimmung.
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Uber den Verlauf des Sterblichkeitstrends in den verschiedenen
Altersklassen orientiert die nachstehende Tabelle.

Tabelle 11
ALt BEmjahrige Sterbenswahrscheinlichkeit fiir das Kalenderjahr
Alters-
gruppe 1869 ‘ 1878 | 1888 ] 1898 \ 1008 ‘ 1918 | 1928 ‘ 1038
n /o,
Ewnzelkapitalversicherungen des Hauptzwerges
25-29 — —— e e — — 2,38 1,89
30-34 — — — — — 2,61 2,28
35-39 12,27 | 10,62 8,79 6,96 4,52 3,85 3,37 2,89
40—44 15,57 | 13,77 | 11,77 9,66 7,43 3,63 4,83 4,03
45-49 17,53 | 16,39 | 1512 | 13,36 | 10,87 8,89 7,65 6,41
50-54 25,71 | 24,00 | 22,10 | 20,20 | 15,69 | 13,70 | 12,02 | 10,34
55-59 2277 | 27,31 | 32,35 | 33,87 | 26,38 | 20,83 | 18,84 | 16,85
6064 46,19 | 46,19 | 46,19 | 42,26 | 37,88 | 33,52 | 29,15 | 24,78
65—69 — 66,33 | 64,33 | 62,33 | 60,33 | 56,08 | 49,568 | 43,09
T0-74 — — — — 87,79 | 79,56 | 71,32 | 63,08
T5-79 — — 124,66 | 123,45 122,23 | 121,02 | 116,92 | 112,83
Volksversicherungen
35-39 s — - - 572 | 485 8,98 3,11
40-44 - _ — - 801 | 648 | 4,95| 341
45-49 - - e ey 979 | 8,61 | 744 | 6,26
50-54 o — - —_ 15,30 | 13,37 | 11,43 9,50
55-59 — — — — 23,03 | 20,41 | 17,79 | 15,16
60-64 — e — e —— 36,31 | 29,52 | 2273
Aus der Tabelle ist zu entnehmen, dass — entgegen der lir-
wartung — im allgemeinen die Sterblichkeit bei den ohne &rztliche

Untersuchung abgeschlossenen Volksversicherungen etwas giinstiger
verlduft als in der gleichen Altersklasse bei den mit érztlicher Unter-
suchung abgeschlossenen Versicherungen des Hauptzweiges. Diese
Erscheinung diirfte im wesentlichen darauf zuriickzufithren sein, dass
im Bestande der Volksversicherten mehr Frauen vertreten sind als
in dem des Hauptzweiges. Mit zwei Ausnahmen hat die Sterblichkeit
durchwegs stindig abgenommen. Fir die Altersklasse 60—64 des
Hauptzweiges ergibt sich hingegen fiir die Jahre 1869—1888 ein
gleichbleibender und fir die Altersklasse 55—59 fir die Jahre 1869
bis 1894 sogar ein steigender Trend.
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Abschliessend sei noch festgestellt, dass die verwendeten Trend-
funktionen nur fur die Beschreibung des Sterblichkeitsverlaufes
wihrend der Beobachtungszeit berechnet worden sind. Dass eine
Iixtrapolation des Trends nur mit Vorsicht vorgenommen werden
diirfte, 18t schon daraus ersichtlich, dass die vorliegenden Beobach-
tungen zu Trendfunktionen mit nicht einheitlichem Sterblichkeits-
gefiille gefiithrt haben.

III. Jahrliche Sterblichkeitsschwankungen und Normalverteilung

Nimmt man an, dass fiir die jihrlichen Sterblichkeitsschwankungen
die aus dem Bernoullischen Urnenschema folgenden Zufallsgesetze
celten, so sind aus einem homogenen Versicherungsbestand von N
unter einjihrigem Sterberisiko stehenden Personen » Todesfille mit
einer Wahrscheinlichkeit von

v = () e t—g @

zu erwarten, wobei ¢ die einjihrige Sterbenswahrgcheinlichkeit be-
deutet. Iline nihere Priifung der Annahmen, welche zur Gleichung
(4) fithren, zeigt jedoch, dass fiir eine befriedigende Beschreibung der
jéhrlichen Sterblichkeitsschwankungen noch andere Gesichtspunkte
erfasst werden miissen. Vor allem i1st darauf hinzuweisen, dass tiber
Hintritt oder Nichteintritt eines Todesfalles nicht wie beim Urnen-
schema durch eine einzige Handlung (Ziehung) entschieden wird. Dem
Wesen der Sterblichkeit kommt man nidher, wenn man eine konti-
nuierliche Folge von Elementarspielen, welche der Wahrscheinlich-
keitsverteilung (4) folgen, annimmt.

Durch den Grenziibergang

/ r N\ nN-r
lim w(r) = lim (TLTN> (g> (1 — fl_)
N—oco \% n/

und unter der weitern Annahme, dass

N
Ty e 2

N—>»oc0o n



— 331 —

endlich bleibt, gelangt man an Stelle von (4) zur Poissonschen Ver-
teilung

wr) = ————. (5)

Es 1st bekannt, dass bei gentigend grossem 7' die Poissonsche Ver-
teilung (5) durch die Gauss-Laplacesche Normalverteilung

1 B G
w(r)=———¢ 27 dr (6)
1/25; KA

dargestellt werden kann.

Um die Giiltigkeit der Verteilungsgesetze (5) und (6) am Be-
obachtungsmaterial zu iberpriifen, empfiehlt es sich, die von der
mathematischen Statistik entwickelten Methoden heranzuziehen. Zum
besseren Verstéindnis dieser Methoden seien einige erliuternde Be-
merkungen vorausgeschickt.

Die Ergebnisse von statistischen Frhebungen weisen in der Regel
mehr oder weniger stark hervortretende Unregelméssigkeiten auf,
von denen angenommen wird, dass sie zur Hauptsache durch den
begrenzten Umfang des zur Verfiigung stehenden Zahlenmaterials
bedingt sind. Diese Annahme folgt aus der Hypothese, dass das ver-
wendete statistische Material als eine Stichprobe aus einer unendlich-
grossen Gesamtheit zu betrachten ist, die von Anderson als Gesamtheit
héherer Ordnung bezeichnet wird. Bei sterblichkeitsstatistischen
Untersuchungen im Gebiete des Versicherungswesens erweist sich
diese Stichprobenhypothese oft deshalb als fruchtbar, weil nicht die
Beschreibung des statistischen Materials im Vordergrund des Interesses
steht, sondern die Ubertragung der aus dem Material gewonnenen
Erfahrungen auf andere Bestinde.

Fagst man eine gegebene Statistik im Sinne dieser Hypothese als
eire Stichprobe aus einer Gesamtheit hoherer Ordnung auf, so stellt
sich die Frage, was fiir Resultate bei anderen gleichartig ausgewihlten
Stichproben, die aus derselben Gesamtheit héherer Ordnung ent-
nommen wirden, zu erwarten wiren. Betrachtet man schliesslich die
Gesamtheit aller derartigen Stichproben, so lisst sich ein Verteilungs-
gesetz ableiten, aus dem die relative Haufigkeit der Stichproben, die
e bestimmtes Frgebnis aufweisen, entnommen werden kann. Bei der
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Ableitung dieses Verteilungsgesetzes miissen bestimmte Annahmen
iitber die Struktur der Gesamtheit héherer Ordnung und tber die
Methode zur Auswahl der Stichproben getroffen werden. Bei prak-
tischen Anwendungen 1st stets zu priifen, ob diese Annahmen als an-
gemessen betrachtet werden diirfen.

Die Stichprobenverteilung w(x) fiir den zum Element der Zahlung
gewihlten Parameter  wird oft nur durch ihren Mittelwert

z=[w(x)zdx
— den sogenannten Erwartungswert I/(z) — und ihre Streuung
oy = [w(x) [t —T|*dz

gekennzeichnet; dabei sind die Integrale iiber den ganzen Definitions-
bereich von w(x) zu erstrecken. Die Quadratwurzel o aus der Streuung
wird gewohnlich als mittlerer Fehler bezeichnet.

Bei praktischen Anwendungen stellt sich in der Regel die Frage,
ob die Hypothese, dass eine bestimmte Statistik, welche ein Ergebnis «’
geliefert hat, eine Stichprobe aus einer gegebenen Gesamtheit héherer
Ordnung mit dem Hrwartungswert # (z’ sei > %) ist, zutreffe oder
nicht. Aus der Verteilung w(z) 1st zu entnehmen, dass Stichproben
mit Resultaten, welche um mehr als | x’—EI = ¢ vom FErwartungs-
wert abweichen, mit der Wahrscheinlichkeit

Pllz—%|> |2 —7|) = fow(m)dm + 5f-iu(az:)dab
o E

erwartet werden miissen. Die zur Diskussion gestellte Hypothese —
sie sel als Hypothese H bezeichnet — erscheint um so plausibler, je
grosser die Wahrscheinlichkeit P ausfillt, und um so unwahrschein-
licher, je mehr P gich der Grenze Null néihert. Ist P sehr klein, so
ist kaum anzunehmen, dass die gegebene Statistik eine Stichprobe
aus der betrachteten Gesamtheit hoherer Ordnung ist, und die Hypo-
these H kann nicht aufrecht erhalten bleiben.

Es muss betont werden, dass umgekehrt die Schlussfolgerung,
die zu prifende Hypothese H treffe zu, mit Hilfe der Stichproben-
verteillung allein nicht gezogen werden kann, und zwar selbst dann
nicht, wenn P nahezu gleich Kins ausfillt. In einem solchen Fall darf
hochstens geschlossen werden, dass Theorie und Beobachtung, soweit
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die Grosse z in Betracht fillt, miteinander harmonieren. Die Méglich-
keit bleibt stets offen, dass es sich um Stichproben aus einer andern
Gesamtheit hoherer Ordnung handelt. Das mit Hilfe eines statistischen
Kriteriums gefundene Urteil iiber die Hypothese H kann daher nicht
lauten «richtig oder falsch», sondern etwas bescheidener «méglich
(plausibel) oder unwahrscheinlich». Will man weitergehen und die
Hypothese H als falsch erkldren, so muss, um das Risiko eines Fehl-
urteils moglichst zu verkleinern, der Grenzwert fiir P entsprechend
klein gewahlt werden. Wie klein dieser Grenzwert angesetzt werden
muss, kann leider nicht eindeutig entschieden werden. Hs bleibt weit-
gehend dem freien Ermessen vorbehalten, welcher Wert mit Riick-
sicht auf die besonderen Umsténde des zur Digkussion stehenden
Problems angezeigt erscheint. Die aus der Fehlertheorie bekannte
«Dreisigmaregel» fusst beispielsweise auf dem Wert P == 0,0027. In
der modernen statistischen Literatur werden anderseits oft die Werte
P =0,01, 0,02 und, besonders fiir kleine Stichproben, P = 0,05 be-
vorzugt. Wird der Grenzwert fiir P gross gewidhlt, so geht man ein
verhdltnisméssig grosses Risiko ein, richtige Hypothesen abzulehnen;
verwendet man hingegen einen sehr kleinen Wert fiir P, so wird man
nur noch in seltenen Fillen eine Hypothese verwerfen konnen. Wie
Anderson hervorhebt, empfiehlt es gich, den Grenzwert fiir P je nach
den Folgen, welche ein Fehlurteil nach sich ziehen kénnte, von Fall
zu Fall festzugetzen. Steht zum Beigpiel Leben und Tod oder der
Ruin einer Versicherungseinrichtung auf dem Spiel, so wird man fiir
P vorsichtigerweise einen sehr kleinen Wert wéhlen; stehen jedoch
wie in der vorliegenden Arbeit nur verschiedene Theorien einander
gegeniiber, so kann man sich mit dem Wert von 0,05 fiir P begniigen.
Diesem Wert entspricht bei Normalverteilung eine maximal zuléssige
Abweichung in der Grossenordnung des zweifachen mittleren Fehlers.

Schliesslich muss noch darauf hingewiesen werden, dass ein
Urteil, welches an Hand der Stichprobenverteilung des Parameters z
gewonnen wurde, unter Umstanden nicht bestiatigt wird, wenn an
Stelle von z ein anderer Parameter y = @ (x) substituiert und zum
Element der Statistik gewihlt wird. So wird zum Beispiel nach dem
Pearsonschen Kriterium 42 das Vorzeichen von Abweichungen nicht
beriicksichtigt, so dass kleine, aber systematisch verlaufende Ab-
weichungen nicht als wesentlich erkannt werden; ein anderes Kriterium,
zum Beispiel die von v. Mises behandelte w?-Methode, wird daher in
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gewissen Fiéllen zu einem andern Urteil fithren als das Kriterium x2
Um ein zuverldssiges Urteil iiber eine bestimmte Statistik abgeben
zu konnen, empfiehlt es sich unter diesen Umsténden, nicht nur auf
ein einziges Kriterium abzustellen, sondern verschiedene statistische
Prafungsmethoden zu Rate zu ziehen.

Zusammenfassend sei festgestellt, dass die verschiedenen in
der mathematischen Statistik benutzten Kriterien leider keine ein-
deutigen Schlussfolgerungen erlauben und zufolge der besonderen
Annahmen hinsichtlich der Stichprobenverteilung, auf denen sie be-
ruhen, nicht ohne weiteres in allen I'dllen angewendet werden dirfen.
Trotz dieser Iinschrinkungen darf nicht ausser acht gelassen werden,
dass die Theorie der Stichproben dennoch wertvolle Anhaltspunkte
zur Beurteilung von statistischen Ergebnissen liefert. Wenn auch die
Rechnungsergebnisse nicht zu absolut eindeutigen Schliissen be-
rechtigen, so kénnen doch durch sorgfiltis ausgewidhlte Kriterien
gewlssermassen Indizienbeweise gefithrt werden.

Angesichts der Willkiir, welche bei der Anwendung dieser Kri-
terien nicht ausgeschlossen werden kann, ist es vertretbar, auf eine
ganz strenge Rechnung zu verzichten und nach Moglichkeit verein-
fachende Niherungen zuzulassen. So empfiehlt es sich beispielsweise
oft, die aus einer bestimmten Hypothese ahgeleitete Verteilung
durch eine passende Grenzverteilung zu ersetzen, die streng genommen
nur fiir sehr grogse Stichproben gelten wiirde.

Im Sinne dieser allgemeinen Krwigungen ist in der vorliegenden
Untersuchung zunéichst zu priifen, ob die beobachteten Sterblichkeits-
schwankungen mit den Verteilungsgesetzen (5) und (6) im FEinklang
stehen. Ein direkter Vergleich der beobachteten und theoretischen
Héufigkeit von bestimmten Abweichungen wire nur moglich, wenn
die Anzahl der erwarteten Sterbefille wihrend der Beobachtungszeib
anndhernd konstant bleiben wiirde. Da diese Bedingung nicht in
geniigender Weise erfiilllt ist, missen indirekte Prifungsmethoden
herangezogen werden.

Kritervum a): Die Fehlerquadratsumme.

Ist T, die beobachtete und T, die nach der Trendfunktion erwartete
Anzahl der Sterbefille im Kalenderjahr ¢, so ist

S8 = S (T,— Ty m

t
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die bei der Trendrechnung auftretende Fehlerquadratsumme. Unter
der Annahme der Giiltigkeit des Verteilungsgesetzes (5) lisst sich fir
(7) ein Erwartungswert berechnen. Wird dieser Erwartungswert mit
der aus den Beobachtungen hervorgegangenen Fehlerquadratsumme
verglichen, so erhidlt man unter Beriicksichtigung des mittleren
Tehlers ein Urteil dartiber, ob die Annahmen tber die magsgebende
Verteilungsfunktion, welche zu diesem Erwartungswert und mittleren
Fehler fithren, mit der Wirklichkeit harmonieren oder nicht. Um den
gesuchten Erwartungswert und seinen mittleren Fehler bestimmen zu
konnen, mussen vorerst die Potenzmomente der Verteilung (5) er-
mittelt werden. Fir das auf den Wert r = 0 bezogene Moment k-ter
Ordnung der Poissonschen Verteilung

R mr
\ € k
my, = R
o r '
r=0 '

rh&lt man fur &k = 0, 1, 2, 3 und 4:

Wy == 1
Wy = T
My = T2+ T 8a)

my = T% + 8T2 4 T

my= T+ 6T8 - TT2+ T,

Ferner ergeben sich fiir die auf den Mittelwert » =T bezogenen
Momente von (5)

die Formeln
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Den Erwartungswert von > 4T7 berechnet man schliesslich zu
;

E(Z AT?)ZEE(JT?)ZZWL;———ETW (9a)
t i 7 i
Formel (9a) gilt fur den Fall, dass die Erwartungswerte T', a priori
bekannt sind. Sind diese Werte dagegen durch k Parameter bestimmt,
welche aus n Beobachtungen ermittelt werden, so ist, wie aus der
Fehlertheorie bekannt ist, Formel (9 a) zu modifizieren in

n—1FKk

n

E (Z AT?) = ok (90)

i ]

Im vorliegenden Fall setzt sich die fiir » Beobachtungsjahre
bestimmte Trendfunktion aus » linearen Teilstiicken zusammen, die
durch % -+ 1 Parameter bestimmt gind; daher ist sinngeméss k=2 41
zu setzen.

Hs ist nicht zu erwarten, dass die beobachteten Fehlerquadrat-
summen mit dem aus Gleichung (9 b) folgenden Erwartungswert genau
itbereinstimmen. Vielmehr ist mit gewissen Schwankungen im Rahmen
des mittleren Fehlers zu rechnen. Allgemein gilt fir den mittleren
Fehler o(mj) des auf den Mittelwert bezogenen Momentes Fk-ter
Ordnung bei grossen Stichproben die Formel

2 / 9 ! ’ ’ /
NO(mi) = Mgy— My, + KEmy My — 2k My, g my (10)

wobei 7 den Umfang der Stichprobe kennzeichnet. Fir das im
vorliegenden Problem auftretende zweite Moment von (5) gilt im
besonderen bei einer einzigen Beobachtung

Uemé) = G{ZA gy == QT? + T, (10a)

und, mit Riicksicht darauf, dass die einzelnen 4779 als unabhéngige
Beobachtungen aufgefasst werden diirfen,

GE}AT?)ZQET?"I";TV (100)

In Tabelle III sind die Ergebnisse des Vergleichs der beobachteten
Fehlerquadratsumme mit den aus den Gleichungen (9b) und (10b)
folgenden theoretischen Werten zusammengestellt. Bei diesem Vergleich



— 337 —

ist vor allem darauf zu achten, ob die beobachtete Fehlerquadrat-
summe > 4T grosser oder kleiner ausfillt als der nach Formel (9b)
t

berechnete Erwartungswert. Je nachdem die in Kolonne (3) angefithrte
Differenz

n—Kk

DT —

¢ T

3

positiv oder negativ ausfillt, liegt tiber- oder unternormale Dispersion
vor. Nach den weiter oben angegebenen, fir diese Untersuchung ge-
wéhlten Grundsétzen kann diese Differenz noch als zufillig betrachtet
werden, solange sie den zweifachen mittleren Fehler nicht uibersteigt.
Theorie und Beobachtung stehen also im Kinklang miteinander, wenn
der unter Kolonne (4) angefithrte Vergleichsquotient

n—=Fk
il
t n t

]/'/QZT?‘i‘ZTt
7 7

100

kleiner als 200 %, ausfillt. Andernfalls liegt eine wesentliche Ab-
weichung vor, das heisst eine Abweichung, die kaum durch den Zufall
erklirt werden kann. Aus dem Auftreten von Vergleichsquotienten,
welche den kritischen Wert von 200 9 wbersteigen, muss geschlogsen
werden, dass die bei der obigen Ableitung vorausgesetzte Poissonsche
Verteilung (5) die jihrlichen Sterblichkeitsschwankungen nicht ge-
nigend zu beschreiben vermag.

Aus dem Vorzeichen der in den Kolonnen (3) und (4) angefithrten
Werte ist zu entnehmen, dass die Altersklassen mit z << 65 durch-
wegs iibernormale Dispersion aufweisen, wihrend in den hohern
Altersstufen unternormale Dispersion vorherrscht. Die Abweichungen
der beobachteten Fehlerquadratsummen gegeniiber ihren unter der
Annahme der Giiltigkeit des Verteilungsgesetzes (5) berechneten Kr-
wartungswerten liegen jedoch fast durchwegs noch im Bereich von
zufallsméssigen Schwankungen, indem der Vergleichsquotient in
Kolonne (4) nur in wenigen Fillen den kritischen Wert 200 %, erreicht.
Mit Riicksicht auf die ausgesprochene Einseitigkeit der Abweichungen
ist trotzdem eine nichtnormale Dispersion zu vermuten.
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Tabelle 111

l Be- Differenz
Alters- - n—J | obachtete Frmrrieds (1)—(®@)
gruppe _ in % des mitt-
Fehlerquadratsumme absolut |} "0 o hlers
l I N D | (4
Hawptzweiy
25-29 20 18 583 483 - 100 -+ 58
30-34 20 18 700 682 -+ 18 + 7
35-39 69 65 1989 1778 -+ 211 + 55
40-44 69 65 2478 2393 4 85 + 17
45-49 69 65 3736 2982 + 754 4+ 118
50-54 70 66 3980 3461 -+ 519 Tl
55-59 70 65 4238 3378 -+ 860 4 121
60-64 70 66 3353 2735 + 618 -+ 133
65-69 61 58 1295 2191 — 896 — 204
T0-74 40 38 692 1395 — 703 — 2038
T5-79 51 48 1397 1368 -+ 29 + 9
Volksversicherung

35-39 30 28 1214 1001 -+ 218 + 71
4044 30 28 1608 1026 -+ 582 L 196
45-49 30 28 1332 1173 - 159 + 45
50-54 31 29 1379 1249 -+ 130 + 35
55-59 81 29 1470 1078 -+ 392 4+ 118
60-64 26 24 1031 615 -+ 416 -+ 206

Zur weiteren Abklirung dieser Frage empfiehlt es sich, die Be-
obachtungen zu grésseren Gruppen zusammenzufassen. Bei normaler
Digpergion miisste ein gewisser Ausgleich zwischen den in den
einzelnen Altersgruppen auftretenden Schwankungen erfolgen, so
dass die tur die zusammengefassten Gruppen berechneten Vergleichs-
quotienten noch eher als jene der einzelnen Altersgruppen unterhalb
des kritischen Wertes verbleiben sollten. Vergleichsquotienten, die
grosser als 200 9, ausfallen, sind somit wiederum ein Anzeichen dafiir,
dass die vorausgesetzte normale Dispersion nicht zutrifft.

Die Vergleichsquotienten in Tabelle IV sind durchwegs grosser als
bei den entsprechenden Untergruppen in Tabelle III. Mit Ausnahme
der Altersgruppen 25—44 des Hauptzweiges stellt man iiberdies
wesentliche Abweichungen von der normalen Dispersion fest.
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Tabelle 1V
Ditferenz
Alters- Beobachtete | Erwartete (1H—(2)
gruppe m 9, des mitt-
Fehlerquadratsumme absolut Ieré)n ;?erﬁilers
I w e e
Hauptzweig
25-44 5750 5 336 + 414 4+ 59
45-64 15 307 12 556 2751 + 214
65-79 3 384 4 954 — 1570 — 246
Volksversicherung
35-64 8 034 6 142 - 1892 4 246

Grundsitzlich ist zur Anwendung des Kriteriums a) noch folgende
Bemerkung anzubringen: Aus der Kenntnis des mittleren Fehlers von

> 4T lisst sich leider nicht ohne weiteres angeben, mit welcher Wahr-
¢

scheinlichkeit eine gegebene Abweichung vom Erwartungswert erwartet

3
und zwar auch dann nicht, wenn 47T und 2 47" der Normalverteilung

folgen wiirden. Durch die im Abschnitt TIl¢ dargestellten Unter-
suchungen wird diese Frage noch abgeklirt.

Kriterium b): Die w?Methode fir die y-Verteilunyg.

Aus Gleichung (6) folgt, dass fur 4T = r—1T die Normalverteilung

1 AT?
——— ¢ T d (4T (11 a)
VZ a'T

w (41) =
gilt. Die Gleichungen (6) und (11a) weisen den Nachteil auf, dass in
ihnen der Erwartungswert T als Parameter auftritt. Die Hilfsgrosse

AT
x =
|1

hingegen folgt der Normalverteilung



— 340 —

1 it
w(y)=-——e" 2 dy, 115
l/Qar (19)

welche T' nicht mehr enthilt ). Fir die Hilfsgrossen y gilt somit fiir
alle Beobachtungen das gleiche Verteilungsgesetz, so dass die Moglich-
keit besteht, die beobachtete Hiufigkeitsverteilung von y dem Ver-
teilungsgesetz (11b) gegeniiberzustellen. Die nachstehende graphische
Darstellung zeigt den Verlauf der beobachteten Verteilung von y und
der theoretischen Kurve (11b) fiir vier Altersgruppen.

—— Beobachtete Verteilung  Graphische Darstellung 2
Erwartete Verteilung

Hauptzweig Hauptzwe
20 < x <44 <<
-2,7 -1,8 -0,9 0 0,9 1,8 2,7 -27 -1,8 -0,9 0 0,9 1,8 2,7
Hauptzweig Volksversicherw
65<x=179 36 <=4

—

-2,7  -1,8 -0,9 0 09 1,8 27 -7  -1,8 -0,9 0 0,9 1,8 27

1) Die in der Arbeit von Lange verwendete Hilfsgrésse f = %12 folgt dem

2T

Verteilungsgesetz w (f) = E/ % e” 2 df, das den Erwartungswert T' enthilt, so

dass fiie beobachtete Verteilung von f von der Struktur des Beobachtungs-
materials abhingig ist; diesem Umstand diirften gewisse Unregelmissigkeiten
in den Ergebnissen von Lange zuzuschreiben sein.
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Vergleicht man die erwartete und die beobachtete Hiufigkeits-
verteilung von y anhand der graphischen Darstellung 2, so ist man
geneigt, eine befriedigende Ubereingtimmung anzunehmen. Um diese
Vermutung zu iberpriifen, verwendet man mit Vorteil das w2-Ver-
fahren. Nach diesem Testverfahren werden die Summenlinien

W= [wipdy wd W)=

y=-—00

der theoretischen und der beobachteten Verteilung mit Hilfe des Aus-
druckes

W = DA (W' () — W (1) (12)

miteinander verglichen, wobei 4 so gewihlt wird, dass der Erwartungs-
wert [ (w?) =1 wird. Nach R.v. Mises betrigt der mittlere I'ehler
von w2, wenn die theoretische Kurve eine Normalverteilung ist, an-

niahernd
0,1190
O(2) = l/ 0,06303 — , (120)

n

worin n die Anzahl der beriicksichtigten Werte von y bedeutet.

Gegeniiber dem Frwartungswert 1 ergaben sich folgende aus den
Beobachtungen errechnete Werte von w?:

Altersgruppe w?
Hauptzweig: 25—44 0,329
45—64 1,246
65—T79 2,333
Volksversicherung: 35—64 0,877

Ein Vergleich mit dem zweifachen mittleren Fehler, welcher fir
alle Altersgruppen rund 0,500 betriigt, zeigt, dass nach dem w?-Test
in den Altersgruppen 45—64 des Hauptzweiges und 35—64 der Volks-
versicherung fiir 5 die Normalverteilung (11b) als plausibel erscheinen
kénnte. Fir die Altersgruppe 25—44 und noch mehr 65—79 des
Hauptzweiges ist dagegen die Ubereinstimmung zwischen Theorie und
Beobachtung ungeniigend.

22
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Kritervum ¢): Die y2-Methode.

Aus der Verteilung (11b) erhiilt man nach Steffensen in einfacher
Weise das Verteilungsgesetz w,(x?) fiir eine einzelne Stichprobe der
Grosse x? durch die Substitution y=1]"y. Ls ist dann

w (g% =ce Py *dy, (18)
worin ¢, die Normierungskonstante angibt.

Aus (18) lagsen sich ferner die Verteilungsgesetze w, (x2), .. ., w, (%?)

fiir y= >y durch fortgesetzte Anwendung der Summenformel
i1

Y
w, (y) = Of W, 1 (y — Y1) wy (1) dyy

nacheinander berechnen. Diese Verteilungsgesetze lauten:

_y

wy (32 = cze *y'dy
v o1

we () =cze " ydy
: :y n—2
o

w,()=c,e 2y * dy. (140)

Die Gultigkeit von (14a) fiir beliebige # kann durch Berechnung
von w,.(x% aus w,(x? nachgewiesen werden. Setzt man mnoch

P=gyP= 3 4 GOl = ]/2 %2, so hat man fir w,(x?) das Ver-
|

=1
tellungsgesetz

2

"
w, (4% =c,e 2Ax 7 dy, (14b)
wobel die Normierungskonstante ¢, den Wert

1 1

B LR
[pay o (2)

0

aufweist. Der Erwartungswert von x2 berechnet sich aus (14b) zu



Fiir grosse n (n > 30) kann nach R. 4. Fisher die seminormale
Verteilung (14b) mit geniigender Anndherung durch die Normal-
verteilung fir |/ 2 8

_(Ver-Vem1 )
w ()2 42) = el 2 ()2, (15)
1/27'6

ersetzt werden. Aus (15) berechnet man schliesslich die Wahrschein-
lichkeit, bei einer andern Stichprobe einen noch mehr vom Mittelwert
divergierenden Wert zu erhalten, als die vorliegende Stichprobe er-
geben hat, zu

P | > I =T 15
| 22 —n] > | 22 —mn|) Tom e Tdy. (15 a)
V2/v2’*-|/27’t:f

In den obigen Formeln bedeutet n jeweils die Anzahl der Be-
obachtungsjahre, wenn die Mittelwerte der Verteilungen (6) und (11a)
a priori bekannt gind. Im vorliegenden Fall sind diese Mittelwerte
jedoch durch % Parameter bestimmt, welche aus n Beobachtungs-
Jahren ermittelt werden; fiir » ist deshalb sinngemiss die Anzahl der
Freiheitsgrade n-—k zu nehmen.

Ein Vergleich der beobachteten Werte von X y? mit dem Er-
wartungswert n — k liefert in Verbindung mit der Wahrscheinlichkeit
B, wiederum ein Urteil dariiber, ob die jihrlichen Sterblichkeits-
schwankungen dem normalen Verteilungsgesetz (11a) geniigen, dessen
Giiltigkeit bei der Ableitung der y2-Verteilung (14b) vorausgesetszt
wird. Je nachdem der aus den Beobachtungen berechnete Wert von
% 42 grosser oder kleiner ausfillt als der Erwartungswert n—Fk, liegt
iiber- oder unternormale Dispersion vor. Wesentliche Abweichungen
von der normalen Dispersion liegen nach den fir diese Untersuchung
gewéhlten Grundsiitzen vor, sobald P, kleiner als 59, ausfillt.

In der nachstehenden Tabelle V sind die aus den einzelnen Be-
obachtungen berechneten Summen von 72 samt den zugehérigen nach
Formel 15 a berechneten Wahrscheinlichkeiten P, , altersgruppenweise
zusammengestellt.
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Tabelle V
Anzahl der
ﬁi?;é Freiheitsgrade 2yt _Pnok
© n—k n %
Hawptzwerg
25-29 18 21,409 53,6
30-34 18 19,294 77,2
35-39 65 69,662 66,1
40-44 65 61,146 76,4
45-49 65 81,363 16,2
50-54 66 72,507 55,5
55—-59 65 82,508 13,6
60—64 66 81,128 19,7
6569 58 30,961 0,4
70-74 38 18,330 0,9
75-79 48 44,112 71,9
Volksversicherung
35-39 28 37,643 20,6
40-44 28 43,227 6,0
45-49 28 38,016 19,4
50-54 29 28,335 97,6
55-59 29 35,602 37,4
60 -64 24 39,337 4.4

Zu einem eindeutigeren Ergebnis gelangt man wiederum,
wenn mehrere Altersgruppen zusammengefasst werden:

Tabelle VI

Alters- P“r:iigijs— 5 xz Py
gruppe T in 9%
Hauptzwerg
25-44 166 171,511 74,2
45-64 262 317,506 2,0
65-79 144 93,403 0,1
Vollsversicherung
35-64 166 222,160 0,4
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Die Tabellen V und VI bestitigen im wesentlichen das beim
Kriterium a) gewonnene Urteil. Die Altersstufen unter 65 Jahren
weisen iibernormale, die hoheren Altersstufen dagegen unternormale
Dispersion auf. Die Abweichung von der normalen Dispersion wird
bei der Betrachtung der einzelnen Altersklassen (Tabelle V) nur in
wenigen Ifdllen als wesentlich beurteilt. Bei den zusammengefassten
Altersgruppen ergeben sich jedoch mit Ausnahme der Altersklasse
256—44 des Hauptzweiges durchwegs wesentliche Abweichungen von
der normalen Dispersion.

Zusammenfassung

TFir die Altersgruppen 65—79 des Hauptzweiges ergeben die nach
drei verschiedenen Methoden durchgefithrten Untersuchungen iiber-
einstimmend, dass eine wesentlich unternormale Dispersion vorliegt.

Bei den iibrigen Altersgruppen stellt man durchwegs tber-
normale Dispersion fest, die jedoch nicht nach allen drei Methoden
einheitlich als wesentlich beurteilt wird. So wird nach dem Kri-
terium b) nur bei der Altersgruppe 25—44 des Hauptzweiges eine
wesentlich ibernormale Dispersion festgestellt, wahrend anderseits
nach den Kriterien @) und ¢) nur bei den iibrigen Altersgruppen die
tbernormale Dispersion als wesentlich betrachtet wird. Dieses unter-
schiedliche Urteil ist in erster Linie bedingt durch den etwas be-
scheidenen Umfang des Beobachtungsmaterials und die besonderen
Figenschaften der drei Testverfahren. Mit Riicksicht auf die ein-
heitlich tibernormale Dispersion in allen Altersgruppen mit z << 65,
und weil die iibernormale Dispersion durchwegs wenigstens nach
einem Kriterium als wesentlich beurteilt wird, muss die Dispersion
fir die unteren und mittleren Altersstufen allgemein als wesentlich
tbernormal angenommen werden.

IV. Sterblichkeitsschwankungen und Wahrscheinlichkeitsansteckung

Die im Kapitel TIT dargestellten Untersuchungen haben gezeigt,
dass die jihrlichen Sterblichkeitsschwankungen nicht der Normal-
verteilung (6) folgen. Hs stellt sich nunmehr die Frage nach einem
Verteilungsgesetz, welches einen bessern Anschluss der Theorie an die
Beobachtung gewiihrleistet. Im folgenden wird versucht, die fest-



— 346 —

gestellte nichtnormale Dispersion der jihrlichen Sterblichkeitsschwan-
kungen durch Wahrscheinlichkeitsansteckung zu erkliren.

a) Theorie der Wahrscheinlichlevtsansteckung

Nach dem von Fggenberger und Polya entwickelten Urnenschema
fiar Wahrscheinlichkeitsansteckung besteht fiir das Auftreten von r
Versicherungsfillen in einem Bestand von N unter Risiko stehenden

Versicherungen die Wahrscheinlichkeit:

wy (r) = <N> q(q+0) (g+20). .- (g4 (r-1)0) (1-q) (1-q+0) (1—¢+-29) ... | =g+ (N—r-]
N L-(140)(1+20) ... [1+ (N-1)0] 16)

T

In dieser Formel bedeuten g die Wahrscheinlichkeit fur den
HFintritt eines Versicherungsfalls und 6 die Ansteckungswahrscheinlich-

keit. Durch eine analoge Uberlegung, welche im Kapitel

IIT von der

Bernoullischen Verteilung (4) zur Poissonschen Verteilung (5) gefiihrt
hat, gelangt man von (16) zur erweiterten Poissonschen Verteilung

_TT+ AT +24)... [T+ —1)d]

w(r) = i B

Z
7,[,7-
Pl +d)?

die umgeformt werden kann in

1
(=
g (A“)

w(r) =

=t F1Y 7
r1(14+AT)* F(i)

: (17)

(17 a)

worin T wiederum die erwartete Anzahl der Sterbefille und d = AT
die Ansteckung bedeuten. Fiir die auf den Mittelwert bezogenen

Momente der Verteilung (17) gelten die nachstehenden
my =10
my = T+ AT?

my=T+3AT2 + 242"
my= T+ (3+T4) T2+ (6441222 T8+ (342 + 6 5) .

Formeln

(18)
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Die Summenfunktion der Poissonschen Verteilung (5) strebt mit
wachsendem 1" gegen die Summenfunktion der Normalverteilung (6).
Diese Higenschaft erlaubt es, fiir grosse T' an Stelle der arithmetischen
Verteilung (5) die geometrische Verteilung (6) zu verwenden. Die
Summenfunktion der erweiterten Poissonschen Verteilung (17) strebt
fiir positive A mit wachsendem T gegen die Summenfunktion der
erweiterten Normalverteilung

1 '
W)= ¢ U+ gy, (19)

[omT (1 + AT)

Iir negative 4 ergibt sich keine Grenzverteilung fiir grosse T,
weil die Verteilung (17) nur existiert, solange T << i)Cl ‘ 1st. Immerhin
darf Formel (19) vielfach auch bei negativer Ansteckung an Stelle
von (17) verwendet werden.

b) Versuche zur Lrklirung der michtnormalen Dispersion
der Sterblichkeitsschwankungen durch Wahrscheinlichleitsamsteckuny

Die Formeln (18) zeigen, dass sich nichtnormale Dispersion durch
Wahrscheinlichkeitsansteckung erkliren lisst, und zwar entsprechen
der unternormalen und iibernormalen Dispersion negative und positive
Ansteckung.

Die in den hoheren Altersstufen auftretende unternormale Dis-
persion lasst sich dadurch erkliren, dass der Alterungsprozess bei den
einzelnen Versicherten verschieden intensiv verliuft. Fine kurz-
fristig auftretende Unter- oder Ubersterblichkeit bewirkt deshalb
voritbergehend eine Anreicherung des Bestandes mit Risiken, welche
tiber- oder unterdurchschnittliche Sterblichkeit aufweisen. Ahnlich wie
beim Urnenschema mit negativer Ansteckung ergibt sich somit ein
stirkerer Ausgleich der Schwankungen, als er bei einem homogenen
Bestand zu erwarten wire. Der Umstand, dass unternormale Dis-
persion nur bei den hoheren Altersstufen in Erscheinung tritt, erklirt
sich daraus, dass bei der bedeutend niedrigeren Sterblichkeit in den
unteren Altersstufen die Inhomogeneitit des Bestandes nicht so stark
ins Gewicht fallt wie bei den hoheren Altersstufen und daher durch
andere Rinfliisse leicht iiberkompensiert wird.

Die in den Altersstufen mit z << 65 zu beobachtende iibernormale
Dispersion diirfte teilweise mit epidemisch auftretenden Krankheiten
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zusammenhéngen. Sie kann aber auch durch kurzfristige wesentliche
Sterblichkeitsschwankungen entstehen. Derartige Schwankungen
konnen bedingt sein durch die besonderen Witterungsverhiltnisse
eines Jahres, ferner durch Verdinderungen in der wirtschaftlichen und
politischen Liage. Bei Versicherungsbestéinden ist schliesslich noch mit
der Moglichkeit zu rechnen, dass solche Schwankungen nur durch
eine verdnderte Zusammensetzung des Versicherungsbestandes ent-
stehen. So wird zum Beispiel ein hoher Neuzugang voriibergehend
zu einer Senkung der durchschunittlichen Sterblichkeit fithren. In Ver-
sicherungsbestianden ist ferner ein wesentlich stirkerer Wechsel in der
Bestandeszusammensetzung gegeben als etwa in der gesamten Be-
volkerung, weil die in diesen Bestéinden tiberwiegend vertretenen
gemischten Versicherungen in der Regel schon in der Alterszone
zwischen 50 und 65 Jahren ablaufen.

Fir die statistische Erfassung dieser kurzfristigen wesentlichen
Schwankungen hat Nolft in seiner Kongressarbeit «Die jéhrlichen
Sterblichkeitsschwankungen und ihre wahrscheinlichkeitstheoretische
Erfassung» den Weg gewiesen. Dem Gedankengang Nolfis folgend
sel angenommen, dass die wesentlichen Schwankungen einer Ver-
teilung w,, (¢) folgen, wobei w, (¢) die Wahrscheinlichkeit fiir eine
relative Ubersterblichkeit ¢-—1 angibt. Die Verteilung w,, (¢) sei
im iibrigen durch ihre auf den Mittelwert ¢ = 1 bezogenen Momente
w, gegeben. Die Verteilung der zufilligen Schwankungen um den
Mittelwert T sei mit w?”(r) bezeichnet; im folgenden wird fir
w?”(r) die Poissonsche Verteilung (5) angenommen; eine analoge
Ableitung wire ohne weiteres auch fiir die erweiterte Poissonsche Ver-
teilung (17) méglich. Aus den Verteilungen w, (¢) und w?” (r) kann
die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten von r Versicherungsfillen zu

w(r)= [w,(@w!”Fdg (e0)
0
berechnet werden. Diese Formel kann in der Regel nicht weiter ver-

einfacht werden; doch ist es moglich, die Momente der Verteilung (20)
durch die Momente von w,,(¢) und w?” (r) auszudriicken. Man erhilt fiir

mi =3 [w,(p)ut™() (r—T) dg 1)

mit Hilfe der Formeln (8a) und (83):
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my = 0
my =T + u, T
mg =T+ 8, T% + py T
g =T + (3 47 u,) T+ (6 pay + 6 paz) T+ o, T*

Ein Vergleich der Formeln (18) und (21a) zeigt, dass fiir positive A
die Verteilung (17) als ein Spezialfall der Verteilung (20) aufgefasst
werden darf, indem bei geeigneter Wahl der Konstanten g, die Mo-
mente von (17) und (20) identisch sind. Es muss demnach eine Ver-
teilungsfunktion w,, (@) existieren, welche in Verbindung mit der
Poissonschen Verteilung (5) fiir w?”(r) die Verteilung (20) in die
erweiterte Poissonsche Verteilung (17) tberfithrt. Durch Gleichsetzen
der in den Formeln (18) und (21a) tiir die Verteilungen (17) und (20)
gegebenen ersten vier Momente erhélt man die entsprechenden Momente
der Verteilung w, (¢):

py =4
py =21 (22)
=643+ 322,

Diesen Momentenbeziehungen geniigt beispielsweise die Pearson-
Kurve Typ TI1

1-7
AT

q,uw(qp)%_lm(ﬂe v dp. (28)

Setzt man (23) in Formel (20) ein, so erhélt man nach Aus-
wertung des Integrals

~ -ji_iz -l A" F(*}—‘ -+ T)
A 3 A

By ==

~1_ - -]--Jrr 1 .
z’-r(—>r! rl (1 + AT)* T(T)

Dies ist die erweiterte Poissonsche Verteilung (17a). Die nur
aus den ersten vier Momenten (22) gefundene Funktion (23) fithrt
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somit die Verteilung (20) in die Verteilung (17) tiber, so dass auch die
Ubereinstimmung der hoheren Momente von (17) und (20) gesichert ist.

Die Verteilung (20) darf somit als eine Irweiterung der Ver-
teilungsgesetze fir positive Wahrscheinlichkeitsansteckung betrachtet
werden, wobel unter Umstinden durch eine geeignete Wahl der Kon-
stanten u, eine bessere Ubereinstimmung mit den Beobachtungen
erreicht werden kann als nach den Verteilungen (16), (17) oder (19).
Die Verteilungsgesetze fiir negative Wahrscheinlichkeitsansteckung
kénnen dagegen nicht auf die Verteilung (20) zurtickgefithrt werden,
weil p, als eine Summe positiver Grossen nicht negativ sein kann.

¢) Numerische Untersuchungen

Nimmt man an, die jihrlichen Sterblichkeitsschwankungen folgen

der Verteilung (17), so hat man fiir den Erwartungswert von >\ 4T7
¢

—k ,
E(Elei):—-n—n—(;Tt A3,

3

Die Konstante A ergibt sich somit unter der Annahme, dass der

Frwartungswert E(Z AT?) mit dem beobachteten Wert > 4T}
: :

identisch 1st, aus der Formel

— N .
n—Fk 3 T
S

Far die Konstante u, gilt genau die gleiche Formel. Den mitt-
leren Fehler von A bestimmt man mit Hilfe von Gleichung (10) und
mit Riicksicht darauf, dass in (24) nur > 477 von den beobachteten
Sterblichkeitsschwankungen abhéngt, zu

(25)
. VET+ @24+TAZT?+ (41 + 122273 (242 - 623 2T
T Lo —— .

2T

Diese Beziehung ist fiir die Auswertung umzuformen. Nach Weg-
lassung der numerisch nicht ins Gewicht fallenden Glieder gelangt
man zur Néherungsbeziehung
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2 ST+ AZT?
a(;_)w!/—— s : (25 a)

n prdig

Die Auswertung von (24) und (25a) anhand des vorliegenden
Beobachtungsmaterialy zeigt folgendes FErgebnis:
Tabelle VII

!
Altersgruppe A oder pg ‘ O
m /g,
Hawptzweg
25-29 7,6 14,0
30-34 0,7 8,1
35-39 3,1 5,0
40-44 0,7 3.6
45-49 4,0 3,4
50-54 2,1 2,7
55-59 8,7 3.1
60-64 4,7 4,3
65-69 —10,4 2,5
70-74 —12,4 2,7
7579 1,4 6,5
25-44 1,9 2,7
45-64 3.4 1.6
65-79 — 8,3 2,0
Vollcsversicherung
35-39 4.4 7.5
40-44 144 10,2
45-49 2,8 6,0
50-54 2,0 5,4
55-59 7,6 7.3
60-64 22,4 15,5
35-64 6,8 3,1

Der Tabelle ist zu entnehmen, dass der mittlere Fehler o, wie-
der von der gleichen Grossenordnung ist wie der Parameter A selbst;
oft tibertrifft er diese noch. Der Umfang des Beobachtungsmaterials
erlaubt somit nicht, die Konstanten A oder u, mit geniigender Sicher-
heit zu bestimmen. Diese Feststellung gilt in noch erhohtem Masse
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fur die hoheren Momente der Verteilung w,(¢), so dass auf ihre
Berechnung verzichtet werden muss.

Bemerkenswert ist, dass die Konstanten A fiir die Volksversicherten
in der Regel etwas grosser ausfallen als fir die Versicherten des
Hauptzweiges, das heisst, dass im Bestande des Hauptzweiges ein
stirkerer Risikoausgleich zustande kommt als bei der Volksversiche-
rung. Dieses unterschiedliche Verhalten der beiden Bestinde diirfte
damit zusammenhingen, dass der Bestand des Hauptzweiges sich aus
einer Reithe von Liéndern rekrutiert, wihrend die Volksversicherten
nur aus dem schweizerischen Geschéftsgebiet stammen.

Zusammenfassend ist festzustellen, dass fur die Konstanten A
ungefihr der Betrag von + 0,005 genommen werden muss. Bei dieser
Grossenordnung von A tritt die nichtnormale Dispersion fiir kleine
Werte von T nur schwach in Erscheinung. So kann zum Beispiel 1m
vorliegenden Beobachtungsmaterial die nichtnormale Dispersion nur
nachgewiesen werden, wenn mehrere Altersgruppen zusammengefasst
werden, weil die mittlere Anzahl der rechnungsmissigen Toten pro
Beobachtungsjahr und Altersgruppe nur etwa 40 betrigt. Fur kleine
Werte von 1" (etwa 7' << 20) kann daher ohne nennenswerten Fehler
die gewohnliche Poissongche Verteilung (5) angenommen werden. Die
Normalverteilung (6) sollte dagegen fiir kleine Versicherungshestdnde
nicht verwendet werden, weil die Poissonsche Verteilung fiir kleine T
eine nicht unbetriichtliche Schiefe aafweist. Bei mittleren Bestéinden
(etwa 20 < T < 50) empfiehlt es sich, auf die erweiterte Poissonsche
Verteilung (17) abzustellen. Fiir grosse Bestinde mit etwa T > 50
folgen die jahrlichen Sterblichkeitsschwankungen anndhernd der er-
weiterten Normalverteilung (19). Tine statigtische Uberpriifung der
erweiterten Normalverteilung (19) konnte vorteilhaft mit Hilfe der
Grosse

AT
&=~
/T AT
vorgenommen werden, die dem von 7' und A unabhiingigen Verteilungs-
gesetze ”
1 £
w () e *dé (26)

V2n
genugen miisste. Fir die Altersgruppe mit 65 < x <79 erhilt man
zum Beispiel nach dem w?Test, wenn A= —0,01 gesetzt wird,
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w? = 0,403, ein Resultat, welches wesentlich besser mit dem Er-
wartungswert 1 harmoniert als das fiir die Grosse y berechnete w?
fir die gleiche Altersgruppe. Iine analoge Rechnung fiir weitere
Altersgruppen kann jedoch mit Riicksicht auf die Unsicherheit der
Konstanten A, und weil grosse Teile des Beobachtungsmaterials nicht
geniigend grosse 1’ aufweisen, zu keinem befriedigenden Ergebnis fithren.

Wie bereits einleitend erwihnt worden ist, haben die Unter-
suchungen von Lange ithernormale Dispersion und ein normales Ver-
teilungsgesetz fir die jahrlichen Sterblichkeitsschwankungen ergeben.
Dieses Resultat steht im Finklang mit der Gultigkeit der erweiterten
Normalverteilung (19). Leider sind in der Arbeit von Lange keine
niheren Angaben iiber den Umfang des verwendeten Beobachtungs-
materials zu finden, doch ist zu vermuten, dass es einen Umfang
aufweist, welcher ohne weiteres die Anwendung von (19) gestattet.

V. Die Abhingigkeit zwischen den Sterblichkeitsschwankungen
in verschiedenen Altersklassen

In der Risikotheorie wird in der Regel angenommen, es bestehe
keine Abhéngigkeit zwischen den Sterblichkeitsschwankungen in ver-
schiedenen Altersklagssen. Zur Priiffung dieses Sachverhaltes sollen
die Korrelationskoeffizienten r,_  berechnet werden, wobei y; und g,
die im Kapitel 111 e1ngefuh1ten Hilfsgrossen bedeuten, welche je-
weils fiir das gleiche Kalenderjahr aus zwei Altersklassen genommen
werden. Die Hilfsgrossen y werden an Stelle der direkt beobachteten
Werte (T gewihlt, weil der Korrelationskoeftizient zwischen 41"
und 47", nicht nur eine allfillige Abhingigkeit der jihrlichen Sterb-
lichkeitsschwankungen erfassen wiirde, sondern auch die Abhingigkeit
zwischen den Bestandesentwicklungen in den beiden Beobachtungs-
reihen. Fiir den Korrelationskoeffizient »,  ~gilt die Formel

R 7Y )
X1 “ X2

, .
wobel 2%1%222?{1%2”*‘%—21%12%2 und

bit o :sz—%(Z 2
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ist und sémtliche Summen iiber alle zur Verfiigung stehenden Kalender-
jahre zu nehmen sind.

Hrgibt die Rechnung einen Wert fiir r Y a? der sich nur 1m Rahmen
von zufélligen Schwankungen von Null unterscheidet, so erscheint
die Annahme, dass die Sterblichkeit von zwei Altersklassen unab-
hingig voneinander verliuft, als plausibel; andernfalls gibt der be-
rechnete Wert r, , ein gewisses Mass fiir die Abhiingigkeit des Sterb-
11chkeltsver1aufes Die Abgrenzung des fiir zufillige Schwankungen
giiltigen Wertebereiches konnte anhand des mittleren Fehlers von r,

nach der fiir Normalkorrelation geltenden Formel
= — AL (28)

erfolgen, wobei m die Anzahl der Beobachtungspaare bedeutet. In
Anbetracht dessen, dass (28) nur fiir grosse Stichproben gilt, empfiehlt
es sich, das nachfolgend beschriebene, auch fiir kleine Stichproben
geltende Verfahren anzuwenden.

Das Verteilungsgesetz w(r) des Korrelationskoetfizienten r, der
durch eine n Beobachtungspaare umfassende Stichprobe aus einer
nicht korrelierten normalen Gesamtheit héherer Ordnung bestimmt

wird, geniigt der Formel
‘m—1
F( 2 ) S

w(r) = (1—12) 2 dr. (29)

l/;1‘<%3>

Durch die Substitution

- 30
- l/ 1 —® Vn o0

geht (29) in das Verteilungsgesetz von «Student» iiber

r(ﬁ:l)
2 it

w(t) = Y

() (el

n—92,
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Das Integral von (31) liegt in berechneten Tabellen vor, so dass
die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten eines Wertes von ¢, welcher
noch mehr von Null divergiert als der beobachtete, zu

r (73:11)
2 A1

vil=2 [ - (32)

- i 2 a1
‘QV“< ") (+.5)

berechnet werden kann. Fallt P grésser aus als 5 9/, so ist die bei
der Ableitung getroffene Annahme, dass in der Gesamtheit héherer
Ordnung » = 0 ist, als plausibel zu betrachten. Bei der praktischen
Anwendung dieses Testes auf das vorliegende Material ist zu beachten,
dass die Verteilungen von y, wie die Untersuchungen unter TITb
gezeigt haben, nicht normal sind. Trotzdem kann fiir das vorliegende
Problem y alg anniihernd normalverteilt angenommen werden, weil
die Abweichung von der Normalverteilung besonders fiir kleine T
nicht so stark ing Gewicht fillt, als dass die aus dem Test sich ergebende
Schlussfolgerung in Frage gestellt wiire.

oo

In der umstehenden Tabelle VIII sind die Werte von r, , , ¢ und
P fiir einige Altersgruppenpaare zusammengestellt.

Aus Tabelle VIIT ist zu entnehmen, dass P durchwegs mehr als
5 % betrigt und daher in keinem Fell klein genug ausfillt, als dass die
angenommene Unabhéngigkeit zwischen y; und y, als unwahrschein-
lich gelten miisste. Die Werte T, ., konnen daher nicht als wesentlich
betrachtet werden. Immerhin 1st festzustellen, dass negative Kor-
relationskoetfizienten vorherrschend auftreten und dass positive Werte
in der Regel nur zwischen gleichaltrigen und benachbarten Alters-
gruppenpaaren auftreten. Es ist daher nicht ausgeschlossen, dass eine
schwache Korrelation vorliegt; diese ist jedoch anhand des Beob-
achtungsmaterials nicht mit geniigender Sicherheit nachzuweisen.

Ob eine Korrelation zwischen den Sterblichkeitsschwankungen
in verschiedenen Altersklassen vorliegt oder nicht, und wie hoch die
Korrelationskoeffizienten allenfalls anzusetzen sind, ist fir die Be-
rechnung der Streuung eines ganzen Versicherungsbestandes ¢ aus
den Streuungen von Teilbestinden ¢® (zum Beispiel von einzelnen



Tabelle VIII

1. Alters- 2. Alters- ‘ ‘ P
gruppe gruppe Tz o
Hauptzweig | Hauptzwery
75-79 70-74 — 0,058 — 0,358 yal
7579 65-69 — 0,077 — 0,540 58
7074 65-69 — 0,107 — 0,663 50
65-69 60-64 -— 0,170 — 1,322 19
60-64 55-59 -+ 0,017 4 0,142 89
55-59 50-54 — 0,071 -— 0,593 55
50-54 45-49 -+ 0,084 -+ 0,698 48
45-49 40-44 -+ 0,095 -+ 0,794 42
40-44 35-39 - 0,133 -+ 1,061 29
60-64 50-54 — 0,190 — 1,598 11
60-64 45-49 — 0,176 — 1,486 14
50-54 40-45 — 0,180 — 1,498 13
45-49 35-39 — 0,093 — 0,779 44
60—64 40-44 -+ 0,057 - 0,468 64
Vollks-
versicherung
6064 60-64 -+ 0,272 + 1,911 6
6064 55-59 -+ 0,054 + 0,293 77
55-59 55-59 — 0,076 — 0,169 86
50-54 50-54 — 0,006 — 0,033 97

Altersklassen) von ausschlaggebender Bedeutung. Zwischen diesen
Streuungen gilt die Beziehung

0222‘73+2 Z%Uz‘%- (33)
7 7 k
17Fk

Besteht zwischen den Sterblichkeitsschwankungen von ver-
schiedenen Altersklassen keine Korrelation, so vereinfacht sich (33)
i den oft verwendeten Ausdruck

gh== > o], (33 a)

Die Streuung fiir den Gesamtbestand fillt grosser oder kleiner
aus als nach Formel (33a), je nachdem die Korrelationskoeffizienten
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iiberwiegend positiv oder negativ sind. Zur Uberpriifung dieses Sach-
verhaltes am Beobachtungsmaterial sollen die Grossen

2( ATL,;)Q und 2 t a8

niteinander verglichen werden. Nach Gleichung (33a) ist zu erwarten,
dass diese Grossen bis auf Differenzen, die sich im Rahmen von zufalls-
miéssigen Schwankungen bewegen, tibereinstimmen.

Das Resultat dieser Prifung ist aus der nachstehenden Tabelle IX
zu entnehmen.

Tabelle IX
Alters- by (zd Tt ‘)2 T JT% _ Grv v 1T
gruppe t \d 7 t i gt [7 (: s t,z‘) ]
Hawptzwery

25-44 6725 5750 1254

4564 13811 15307 2566

65-79 3008 3384 1054

25-79 26682 24441 4672

Volksversicherung
35-64 7598 8034 1835

Mit Riicksicht auf den nach Formel (10b) berechneten mittleren
Fehler darf die Ubereinstimmung zwischen den nach Formel (33a)
und den direkt berechneten Fehlerquadratsummen als geniigend gelten.
Iis 1st daher vertretbar, bei der Berechnung der Streuung fiir einen
Versicherungsbestand die gegeniiber Formel (33) bedeutend einfachere
Formel (88a) zu verwenden.

Die in Kapitel IIT fiir die einzelnen Altersklassen nachgewiesene
nichtnormale Dispersion tritt bei der Betrachtung von ausgedehnteren
Altersklassen in der Regel nicht mehr so stark in Erscheinung wie bei
den einzelnen Altersklassen, weil bei der Verbindung von unabhéngigen
nichtnormalen Kollektivs eine gewisse Angleichung an die Normal-
verteilung erfolgt. Diese Erwartung bestitigend, zeigt das Kriterium 42,
dass, mit Ausnahme der Altersgruppe 65 <z <T9, die erweiterten
Altersgruppen nahezu normal verteilte Sterblichkeitsschwankungen
aufweisen.
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Die in der nachstehenden Tabelle X angefithrten Werte fiir % »2
sind nach der Formel

Zf:Z—-—( iZTM

t

berechnet, wihrend die in Tabelle VI zusammengestellten Werte nach

der Formel (_IT ?
- at g
XA=22.,

bestimmt worden sind.

Tabelle X
Beobachteter Wert 1 Erwartungswert
Altersgruppe 5
von Xy
Hauptzweryg
2544 71,050 68
45-64 68,568 69
65-T79 29,241 60
25-79 72,423 69
Volksversicherung
35-64 28,811 30

Bei Sterblichkeitsmessungen wird in der Regel nicht nur auf die
Beobachtungen von einzelnen Kalenderjahren abgestellt, sondern es
werden die Beobachtungen fir lingere Zeitrdume zusammengefasst.
Fir die Beurteilung von derart gewonnenen KErgebnissen wire es
wichtig zu wissen, ob zwischen den Sterblichkeitsschwankungen von
aufeinanderfolgenden Jahren eine Abhingigkeit besteht. Der Umfang
des vorliegenden Beobachtungsmaterials erlaubt es leider nicht, auch
diese Frage noch abzukldren. Hs ldsst sich immerhin vermuten, dass
zwischen den Sterblichkeitsschwankungen in aufeinanderfolgenden
Kalenderjahren eine schwache Abhingigkeit besteht; fur langere
Zeitraume dagegen darf in der Hauptsache Unabhiingigkeit zwischen
den einzelnen Jahressterblichkeiten angenommen werden. Trifft diese
Annahme zu, so wird die nichtnormale Dispersion auch bei der Aus-
dehnung der Beobachtungsdauer nach und nach abgeschwiicht, und
es tritt eine Annéherung an die normale Dispersion ein.
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Zusammenfassung

Die vorliegenden Untersuchungen haben ergeben, dass die jihr-
lichen Sterblichkeitsschwankungen in einzelnen Altersklassen keine
normale Dispersion aufweisen. Werden Bestinde beobachtet, die nicht
nur einzelne, sondern moglichst viele Altersklassen umfassen, so ist
die nichtnormale Dispersion nicht mehr so ausgeprigt wie bei den
einzelnen Altersklassen. Normale Dispersion darf daher am ehesten
angenommen werden, wenn ein Bestand vorliegt, der méglichst viele
Altersklassen umfasst. Diese Voraussetzung dirfte im allgemeinen
bei den in der Risikotheorie auftretenden Fragen zutreffen. Hs lisst
sich ferner vermuten, dass auch bei der Vereinigung von Beobachtun-
gen, die aus verschiedenen Beobachtungsjahren stammen, eine An-
gleichung an die normale Dispersion eintritt.

Iiinleitend 1st die Frage beriithrt worden, ob die Wahrscheinlich-
keitsrechnung als Grundlage fir die Mathematik der Lebensver-
sicherung betrachtet werden darf. Wird unter « Wahrscheinlichkeits-
rechnung» nur die auf dem Bernoullischen Urnenschema fussende
Theorie verstanden, so muss, soweit die vorliegende Untersuchung
in Betracht kommt, die gestellte Frage verneint werden, weil normale
Dispersion als eine grundlegende Voraussetzung dieser Theorie zu
betrachten ist. Tmmerhin darf festgestellt werden, dass die klassische
Wahrscheinlichkeitsrechnung ein Modell liefert, das in gewissen Féllen
die Wirklichkeit mit befriedigender Anndherung beschreibt.

Der Verfasser geht jedoch mit der Auffassung nicht einig, dass
nur die aus dem Bernoullischen Urnenschema folgende Theorie als
«Wahrscheinlichkeitsrechnung» gelten darf. Auch die aus dem Urnen-
schema fiir Wahrscheinlichkeitsansteckung und andern erweiterten
Urnenschemata abgeleiteten Theorien miissen als Bestandteile der
Wahrscheinlichkeitsrechnung gelten, wenn eine Weiterentwicklung
dieser mehr und mehr an Bedeutung gewinnenden Disziplin nicht
verunmoglicht werden soll. Die in diesem Sinne aufgefasste Wahr-
scheinlichkeitsrechnung darf zweifellos als ein Fundament der Liebens-
versicherungsmathematik angesehen werden.
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