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Eine Variante zur Ko-Methode

Von J. Meier-Hirt, Ziirich

§1
Einleitung

Die 1m Aprilheft 1943 dargelegte Ko-Methode basiert aul eciner
Interpolation des Einzeldeckungskapitals in den Intervallen 0 << t< 5
und 5 << t < 10 mit Extrapolation von 10 bis 14 Jahren. Das Ko-
Deckungskapital eines gegebenen Versicherungsportefeuilles kommt
dem genauen Deckungskapital im allgemeinen bis auf wenige Zehntel-
promille nahe: denn in der grossen Zahl der Versicherungen eines
Portefeuilles heben sich die bald positiven und bald negativen Ab-
weichungen der Einzeldeckungskapitale gegenseitig weitgehend auf.
Die Beschrinkung auf Etappen von 14 Jahren bedeutet in der
praktischen Anwendung der Ko-Methode, dags die Hilfspriimien und
Hilfswerte der Versicherungen eines gegebenen Zugangsjahres nach
Ablauf von 14 Jahren auf neue Daten umgerechnet werden miigsen.
Durch freiwilligen Abgang, Tod des Versicherten und Ablauf wird bis
dahin ein Teil der fraglichen Versicherungeu in Wegfall gekommen
sein. Wie gross man auch immer die hieraus entspringende Irleichte-
rung der Umrechnungsarbeit veranschlagen mag, so dringt sich doch
die Frage beharrlich auf, ob nicht mit Hilfe anderer Voraussetzungen
die Etappen ganz vermieden werden kénnten. Womdglich ohne
Beeintriichtigung der guten Approximation der Ko-Methode.

Wir legen im folgenden eine solche Variante dar. Der Kern der
Ko-Methode bleibt unverindert: Das Ko-Deckungskapital eines ge-
gebenen Versicherungsportefeuilles berechnet sich auf Grund eines
einzigen Parameters k, der fir alle Versicherungen derselbe ist. Denn
k ist einfach der Zeitabstand zwischen dem Bilanztermin und einem
wiahrend vieler Dezennien ein fiir allemal fest angenommenen (will-
kﬁrlichen) Bezugstermin. Alle individuellen Zeitwerte der Kinzel-
versicherung wie x, n und m gehen bei der Ko-Methode in die Hilfs-



o, B s

pramien und Hilfswerte ein. Selbst der Zeitwert ¢ entfillt dank dem
vorerwiahnten festen Bezugstermin und dem Parameter k. Man
konnte deshalb sagen, dass bei der Ko-Methode die Zahl der Dimen-
sionen des Deckungskapitals auf null reduziert wird, wihrend bei
den bekannten Gruppenrechnungsmethoden stets mindestens eine
Dimension bestehen bleibt, z. B.

Altenburger: Dimension (2 + )
Lidstone: » (n —1t)
approx. {-Methode (Jecklin): » (t)

Das Deckungskapital eines gegebenen Portefeuilles wird bei den
Gruppenrechnungsmethoden immer erst auf dem Umweg iiber das
Deckungskapital der Teilgruppen durch Addition gebildet, wahrend
die Ko-Methode auf jegliche Unterteilung des Portefeuilles nach
diesem oder jenem Parameter verzichtet. Eine allfillige Gliederung
des Versicherungsportefeuilles nach bestimmten Tarifgruppen kann
ausschliesslich nach den Gesichtspunkten der Bilanzdarstellung und
entsprechend den Vorschriften der Versicherungsaufsicht gestaltet
werden. Die Ko-Methode liefert das Bilanzdeckungskapital solcher
Tarifgruppen immer pauschal auf einen Schlag; denn Tarif und
Rechnungsgrundlagen sind zum voraus fest in die Hilfspriimien und
Hilfswerte eingerechnet.

§ 2
Neue Interpolationsformel

Zur Interpolation des Einzeldeckungskapitals verwenden wir

die Formel: .
A= ({1} o

3

Hier bedeutet ﬁt den Zuwachs des Einzeldeckungskapitals in.

der Zeit von 0 bis z, also
V.=V, +4, (1a)
Die Doppelklammer schliesst ein Aggregat von 3 Gliedern ein.

Ferner ist: .
=141,



— 8 —

Die Zahl der fir das ganze Portefeuille zur Verfiigung zu stellenden
Zinsfiisse 1st grosser als 3, so dass fir die Einzelversicherung das
jeweils passendste Zinsfusstripel ausgewiithlt werden kann. Bei 4,
5 und 6 Zinsfiissen ergeben sich folgende Wahlméglichkeiten:

4 Zinsfiisse 4 Wahlmoglichkeiten
5 » 10 »
6 » 20 »

Die Zahlen rechts sind die Teilsummen der Reihe

i
S L-242-848-44..)

Die Wahlmoglichkeiten steigen rasch an.

Die vertragliche Dauer der Hinzelversicherung teilen wir mit
Hilfe der folgenden 4 Fixpunkte in Interpolationsabschnitte ein:

Fixpunkt T nach ¢ Jahren
» 1I » 2¢  »
» 111 » 3¢ »
» v » N »

z. B. n = 35; Fixpunkte: 8, 16, 24, 35 oder 10, 20, 30, 35 u. a.
Die Hilfsprimien z, werden so bestimmst, dass in den Fixpunkten
I, II und III die Identitdat besteht

V.=V,

Das Zinsfusstripel wird dabei so gewéhlt, dass auch im Fix-
punkt IV eine moglichst gute Anndherung

V.oV,

T T

zustande kommt.

Bei sehr langer Versicherungsdauer kann die Anndherung auch
durch geeignete Wahl von ¢, also durch Verlingerung oder Ver-
kirzung des Schlussabschnittes n — 3¢ verbessert werden.

In Anlehnung an die Bezeichnung der Fixpunkte mit I bis IV
verwenden wir nun auch die Abkiirzungen:

A1 = A, Deckungskapitalzuwachs im Abschnitt 0 bis ¢

7, (I) =7¢  Aufzinsung iber ¢ Jahre zum Zinstuss 1,
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Die Gleichungen zur Bestimmung der Hilfsprimien lauten also:

A (I = (({r, @) — 1} =, ))

3}
3

Mit Hilfe von Determinanten 3. Grades ergeben sich leicht die

Auflosungen:
ap =A@ o @) A D ay I - A (L) - oy (I1I)
—ayy = A1) oy (D) -~ A II) oy (I1) + A (III) » oty (I1I) (3)
g = A (1) oy (1) — A (AD) + g (1) - A (III) - otg (I1T)
Um den Fluss der Darlegungen nicht unnétig unterbrechen zu
miissen, sammeln wir die Formeln fir die Faktoren o, (I) usw. n

Anlage I und beschrinken uns hier darauf, ein einziges Beispiel zur
Veranschaulichung des Formeltyps folgen zu lassen:

a; (D

(1) =-
a; (1) D

ay (1) == 74 (I1) * 5 (ITT) — 7o (IIT) * rg (IT) Ba)

Wir verwenden hier die Abkiirzung:

§ 3
Transformation von 7 in %

Die Interpolationstormel muss nun noch auf den Parameter k
transformiert werden. Zu diesem Zweck fithren wir folgende feste
Daten ein:

A Beginn der einzelnen Versicherung (31. Dezember)
B Bilanzdatum (31. Dezember)
B fester Bezugstermin (31. Dezember)



-
Wir unterscheiden 4 Fille:

Fall 1: 4 vor F, ebenso B vor F

» 2a: 4 vor I, dagegen B nach F

» 2b: A nach F, ebenso B nach F

» 2¢: A = F und B nach I

Fs ergeben sich 3 Zeitstrecken:
k von B his I
E» 4 bis F
T » A bis B

Die Beziehungen zwischen diesen 8 Parametern lassen sich fiir
die 4 Fille leicht aus einer entsprechend eingeteilten Geraden ab-
lesen. Wenn wir ferner noch beriicksichtigen, dass

per =1

ist, so stellen sich die Transformationen wie folgt dar:

Fall Transformation Transformation
von T von r°
1 E—k P ﬂ
2a E —+Fk rk . ¥
2b k—k g m P
2¢ k el

Die unterstrichenen Grossen geben Anlass zu den Hilfswerten
H, C, und die Faktoren werden zu Rechnungsfaktoren, die in der
Pauschalen Schlussrechnung bei der Bestimmung des Bilanzdeckungs-
kapitals des Versicherungsportefeuilles Verwendung finden.
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§ 4
Das Lebensportefeuille

Fiir das pauschale Bilanzdeckungskapital eines gegebenen Lebens-
portefeuilles gilt folgende allgemeine Reserveformel:
Reserve = > (VeC+UC) + ((6]‘, (k)- >V H,C})) (4)

Die Summe X erstreckt sich iiber alle Versicherungen des ge-
gebenen Portefeuilles. Die Doppelklammer deutet ein Aggregat von
so viel Gliedern an, wie verschiedene Zinsfiisse 1, im Portefeuille ver-
wendet worden sind (5 oder 6).

Wir nehmen z. B. an, es wiren 5 Zinsfiisse

by by o iy A By =L g

Fuar die FEinzelversicherung kommen immer nur 3 Zinsfiisse
1, 4o und 1, zur Verwendung. Mit denselben durch die Inter-
polationsformel fest verbunden sind drei Hilfspriamien, von denen die
mittlere s, gemiiss den Zahlenbeispielen der Anlagen I11und IV negativ,
die beiden anderen z; und my; aber positiv sind. Im Lebensporte-
feuille, wo annahmegemiss im ganzen 5 Zinsfisse vorkommen, kann
ein bestimmter Zinsfuss 7, einmal in der Mitte des gewdhlten Zins-
fusstripels und das andere Mal am Rande stehen, was zur Folge hat,
dass das Vorzeichen der entsprechenden Hilfswerte H, C' je nachdem
negativ oder positiv sein kann. Bei der Addition der Hilfswerte ist
deshalb auf das Vorzeichen zu achten.

Fall 1, prospektive Berechnung

Der Bezngstermin liegt in der Zukunft; wir sprechen deshalb
von einer prospektiven Berechnung des Bilanzdeckungskapitals. Die
allgemeinen Symbole der vorstehenden Formel (4) verstehen sich wie

folgt: % . .
8 VeC =VyC — (m,C + 7 C + 7y, C) (5)

5 C ist das Deckungskapital von ganz oder teilweise prémien-
freien Versicherungen zur Zeit 7 == 0.
Ferner verstehen sich ohne weiteres die Abkiirzungen:

H}'O :Tf,TEJC

f,(B) = o 3
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Fille 2 a bis 2 ¢, retrospektive Berechnunyg

Der Bezugstermin liegt in der Vergangenheit, und deshalb sprechen
wir von einer retrospektiven Berechnung des Bilanzdeckungskapitals.
Das Versicherungsportefeuille kann auch Versicherungen umfassen,
die vor dem Bezugstermin abgeschlossen worden sind (Fall 2aq).
In der Regel wird es sich aber um Versicherungen handeln, die nach
dem Bezugstermin zustande gekommen sind (Fall 2 b). Einen beson-
deren Fall bilden die Versicherungen, die genau auf den Bezugstermin
begonnen haben (Fall 2¢). Unter Abschluss und Beginn verstehen
wir immer das der Reserveberechnung angepasste supponierte Datum
des 31. Dezember oder des 1. Januar des Abschlussjahres. Je nach
dem konkreten Falle ergeben sich nun die Hilfswerte:

Tall 2a: H,C =7¥m,C
y 28 H,C =v"n,C (5b)
3 2 H,0 =40

Der Berechnungsfaktor ist in allen drei Fillen derselbe
f (k) =17 (5¢)

Dieser Umstand ist sehr wichtig, denn ithm verdanken wir es,
dass die Hilfswerte bei den Versicherungen von Fall 2 a im Moment,
da der Bilanztermin den festen Bezugstermin iiberholt, nicht geéindert
werden missen.

Wenn eine Gesellschaft z. B. im Jahre 1945 mit der Ko-Methode
beginnt und auf den 381. Dezember 1975 als Bezugstermin abstellt,
s0 kann sie auch mach diesem Datum den gleichen Bezugstermin
noch jahrzehntelang beibehalten. Das Uberholen des Bezugstermins
verlangt keine Anderung im Bestand der Hilfswerte. Dagegen ist
streng darauf zu achten, dass diese von Anfang an ihrem «Fally
entsprechend gerechnet werden, némlich

beim Zugang vor dem 81. Dezember 1975 mit »}' &, C

beim Zugang nach dem 81. Dezember 1975 mit ¥ 7, C

beim Zugang, der auf den 31. Dezember 1975 gestellt wird, mit z; C.
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§ 5
Die Zahlenbeispiele

Wir haben mehrere Zahlenbeispiele durchgerechnet und teilen
davon 4 mit. Diese betreffen die gemischte Versicherung mit Pramien-
zahlung. Rechnungsgrundlagen AL 3,5 %. Mit Verwendung der
5 Hilfszinstiisse

5%, 6 %, 7,5 %, 9% und 12 9%

kommt fiir alle gebriuchlichen Kombinationen z/n eine befriedigende
Approximation zustande. Sie ist bei Versicherungsdauern bis zu
25 Jahren so iiberaus gut, dass wir fur die beiden ersten Zahlen-
beispiele der Anlage 111, ndmlich n =15 und n = 25 nur die mattleren
Differenzen 7, — V. mitteilen. Selbst bei einer Dauer von 55 Jahren
(Beispiel 4) treten erst etwa vom 45. Jahre an Differenzen von iiber
19/, 1m vorsichtigen Sinne auf. Da diese alten Versicherungen in
einem normalen Portefeuille eine ganz untergeordnete Rolle spielen,
kommt diesen Abweichungen aber keine praktische Bedeutung zu.

Wie man schon aus den paar Zahlenbeispielen ersehen kann,
beanspruchen kurze Versicherungsdauern immer hohe Zinsfiisse, lange
Dauern dagegen niedrige Zinsfiisse. Bei etwas Ubung wird deshalb
der Mathematiker mit der Auswahl des besten Zinsfusstripels leicht
fertig werden. Die Faktoren e, (I) usw. der Anlage IT sind nur vom
Zinsfusstripel und von ¢ abhingig. Diese sollten in Tabellen ge-
sammelt werden und moglichst vollstindig vorliegen, bevor mit der
Umstellung auf die Ko-Methode begonnen wird.

In der Anlage II finden sich in Ubersicht I—4 die Faktoren fiir
die Zahlenbeispiele der Anlage III. Gleich darunter folgen die Zins-
fusstripel 1 a bis 4 a, die so ausgewahlt sind, dass sie fiir die Kom-
binationen x/n der Anlage III entsprechend «zweitbeste», und zwar
mmmer noch sehr gute Approximationen ergeben. Wir sind bei unseren
Berechnungen mit den vorerwihnten 5 Zinsfiissen gut ausgekommen.
Sie erlauben, wie in § 2 dargelegt, die Bildung von im ganzen 10 ver-
schiedenen Zinsfusstripeln.

Wir verweisen noch besonders auf Anlage IV, wo an Hand von
4 Kinzelversicherungen die praktische Anwendung der Ko-Methode
schematisch dargestellt wird. Durch die Darstellung wird anschaulich
gemacht :
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1. Jede Versicherung weist ausser H,C noch 3 Hilfswerte auf; der
mittlere davon ist negativ.

2. Im Versicherungsportefeuille ergeben sich ausser £ H, (' im ganzen
noch 5 Hilfswerte, entsprechend der Zahl der angenommenen Zins-
fiisse 9, .

3. Mit der Fithrung der Hilfswertregister ist praktisch die ganze Arbeit
der Bilanzdeckungskapitalberechnung getan; denn letztere be-
schrinkt sich fiir das ganze Portefeuslle auf nur 5 Multiplikationen
(mit den Diskontierungsfaktoren vf) und nachfolgender Addition
von 6 Zahlen.



Anlage I

1. Die Formeln (3a) fir ay (1) usw.

ay (I) =7y (I1) * 75 (IL1) — ry (I1I) * 73 (I1)
rg (D)

a; (I =7y () -~ 13 AD) —7rp D - 75 (D)

ay @) =7y () -7y (III) — 7, (11I) -

b

o () = rq (I) * pg (LIT) — 3 (III) * 74 (1D)

ay (1) =7y (I) * 1y (LII) — 9y (1II) - 94 (I)

(g (IIT) =1, (I) ¥ A —py (II) 75 (D)

(g (I) == 7y (IT) - 7y (TI1) — ry (TID) - 7y (1T)
ag (IT) ==y (@) -7y (1II) — 7y AII) + 75 (D)

Qg (IT1) == p; (1) * 79 (I — 7y (ID) * 75 (D)

2. Die Nenner-Determinante D, Formeln (3a)
(— DD =y, @ a; () — r, (1) a, (II) + 7, (IIT) - @, (I11);
dabei kann A gleich 1, 2 oder 3 sein; nur muss A auf der ganzen
Linie den gleichen Zahlwert haben.

3. Die Faktoren o, (I), usw.

a, (I)
D

usw.

o, (I) =

Vorstehende Formeln gelten fiir das spezielle Zinsfusstripel %,
1, und 45. Sie lassen sich aber ohne weiteres auch auf ein beliebiges
Zinsfusstripel ¢,,, 1,, und ¢;,,, anwenden, indem die Indizes 1 2 und
3 durch A, 2” und A" ersetzt werden.
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Anlage IT
Zahlenbeispiele zu den Formeln (3a)
) Beispiel
Ubersicht 1-—4 No. 1 No. 2 No. 3 No. 4
= | 7,5%, 9%, 12% | 6%, 5%, 12% | 6%, 7,5%, 9% | 5%, 7.5%, 9%
e=4 ¢=6 c=8 c=13
ay (I). 856,536 226,321 163,247 19,1076
ay (IT) . 655,632 155,763 106,371 9,3954
o, (IID). 164,521 34,483 92,272 1,4179
oy (D). 987,661 212,158 217,689 20,1688
oy (I1) . 770,552 150,490 147,645 11,1842
o, (IIT). 197,123 34,262 32,192 1,8792
oy (1). 209,516 22,125 75,170 7,5269
oy (IT) . 169,482 17,017 52,901 4,4200
g (III). 45,231 4,295 12,085 0,8116
1000 D . 0232344 | 6,605629 | 7,300463 | 1148,972
Beispiel
Ubersicht 1a—4a No. 1a) No. 2a) No. 3a) No. 4 a)
G = | 6%, 9%, 12% | 6%, 7:5% 9% | 6%, 7:5%, 12% | 5% 7,5% 9%
' e=4 c=6 c=8 c=14
o (). . . . 497,683 430,142 87,3325 14,8338
ap (IT) . 327,368 312,528 52,9460 6,8816
oy (IID). . . . 82,148 74,052 10,0668 0,9700
ay (D). . . . 485,264 603,544 77,9149 14,9644
ay (IT) . . . 385,995 451,517 49,2775 7,9242
oy (II1). 100,624 110,244 9,7198 1,2535
ag (I). . . . 154,256 219,884 6,8988 5,4183
oy (II) . . 127,183 169,120 4,8551 3,0504
oy (III). 34,616 42,687 1,1091 0,5321
1000 D . 0,465 324 | 0,664 676 79,54624 | 2492,972
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Anlage III

Genauigkeit des Ko-Deckungskapitals

Gemischte Versicherung 1000

1. Beispiel x/n = 50/15

Zinstusstripel 7,5 %, 9 %, 12 %;: ¢ =4
p = BA6TT0: = — 526538 7y — 989,79
mittlere Differenz ¥, — 7, im Abschnitt 1 bis 7: — 0,05
» » » » » 9 bis 15: -+ 0,27

2. Beispiel x/n = 40/25

Zinsfusstripel 6 %, 7,6 %, 12 %; ¢ =6
1 s 11: — 0,02
13 s 24: + 0,25

mittlere Differenz V7 — 17 im Abschnitt

» » » » »

3. Beispiel x/n = 30/35
Zinstusstripel 6 %, 7,5 %, 9 %; ¢ =8

7y = 1228,00; my = — 1188,64; 7y — 308,82

Ko- S Ko- . ‘
DCCI\'IIIHQ;S- Dltfurenzon Mittlere Deckungs- | Differenzeni Mittlere
T ]\'llliltal T,’ o '[f Differenz T kapital ‘I’ o I’ | Differenz
% T T e (4 T |
|4 |4 !
_ |
1 15,77 — 0,03 17 343,12 — 0,08 |
3 48 83 — 0,07 19 395,65 —0,05
5 83.97 — 0,03 21 451,48 — 0,12
7 121,23 — 0,07 23 511,04 —0.06
$ | 140,70 000 | —002 | 24 | 54240 = 000 | - 027
9 | 160,73 | 003 25 | 57493 | +0.13
11 202,54 -+ 0,04 27 643,98 -+ 048
13 246,78 — 0,02 29 719,26 -+ 0,86
15 293,58 —-0,02 31 802,23 - 1,238
33 | 894,86 |
35 999,70




4. Beispiel x/n = 30/55

Zinsfusstripel 5 %, 7,6 %, 9 %; ¢

Anlage III

13

Ko- _ | Differenzen . Ko- Differenzen
g | Dedkmmgs- | T, Mittlere g | Dpchumge v Mittlere
kapital V —V Differenz kapital V7 — V | Differenz
~[7‘ T T V T T
3 35,99 — 0,11 29 452,61 —0,19
7 88,50 0,00 33 525,10 — 0,70
10 131,22 — 0,18 36 579,13 — 0,77
13 176,70 0,00 0,02 39 633,00 0,00 7,18
16 224 69 0,09 43 706,36 3,86
20 292 .07 0,17 47 787,30 14,40
23 544,60 0,20 51 889,46 33,66
55 | 1039,46




Anlage IV

Die Hilfswerte H, C
und das pauschale Ko-Deckungskapital der Bilanz

Schematische Darstellung auf Grund der Zahlenbeispiele der
Anlage TIT (4 gemischte Versicherungen zu je 1000):

Beginn der Versicherungen: 31. Dezember des Jahres A.

Fester Bezugstermin: 31. Dezember 1975.

a) Die Hiliswerte H, ¢

Versicherung
No. 1 No. 2 No. 3 No. 4 Beostands-
x/n=B50/15z/n= 40/25x/n= 30/35|x/n—= 30/55|  total
A=1945| 4 =1946 | 4 =1947 | 4 =1948
k' =30 k' =129 k=28 k' =927
HC=—({m,C) | —1142,1| — 655,8| — 393,2 | — 3816,2 |— 25073
H,C| 2 ] i
> 1|59 . . . 1985,0 1 985,0
» 2 69, : 9 838,0 6251.6 e 16 089,6
» 3 71595  47869,5 —10147,3| —8626,3 | —2105,3 26 990,6
» 4 99, |—69859,4 . 3448,6 852,8 |— 65 558,0
» 5 (129, 28156,0| 2 303,2 ; ; 30 459,2

b) Das pauschale Ko-Deckungskapital am 31. Dezember 1950
(Formeln 4, 5 und 5a)

Dieses wird auf Grund der Bestandstotale durch Multiplikation
mit den Rechnungsfaktoren f, = v} gefunden, wobei f, = 1 ist. Fur

die 4 Versicherungen der schematischen Darstellung a) ergibt sich ein
Ko-Deckungskapital von

— 2507,3 + 586,2 4 3748,9 + 4425,9 — 7602,6 + 1791,7 = 442,8.

Am 31. Dezember 1950 ist k = 25.
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