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Zur Bestimmung
der Riickschlusswahrscheinlichkeit einer
geschlossenen Gesamtheit.
Von P. Nolfi, Ziirich.

Wir betrachten eine geschlossene Gesamtheit von Personen und
Nehmen an, dass diese Gesamtheit nur durch Ableben ihrer einzelnen
Mitglieder eine Verminderung erfihrt.

Die Wahrscheinlichkeit fiir ein Mitglied, ein Zeitintervall 0 bis ¢

—

¢
Zu tiberleben, sei gegeben durch p(x) = ¢™, wobei a = «(t) = [ u(z)dr
0

ist. u(z) bedeutet die Sterbensintensitit. qlo) = 1—e™ 1t die Wahr-
Scheinlichkeit fiir ein Mitglied der Gesamtheit, wihrend der Beobach-
tungszeit, 0 bis ¢ zu sterben. Es ist nun nach der Newtonschen Formel
dig Wahrscheinlichkeit, dass in einem Bestand von n Personen r
Todestiille eintreten, gegeben durch:

'u)r(a) = (':) (1 R e_a)r G—(H-'r)rt

Wie es sich auf Grund eines Urnenschemas zeigen lédsst, gilt diese
Gleichl;mg exakt, sobald vorausgesetzt werden kann, dass die Mit-
glieder dor Gesamtheit die gleiche Sterbenswahrscheinlichkeit be-
Sitzen, Die angefiihrte Formel kann also praktisch auf eine Gruppe
Bleichaltriger Personen angewandt werden. Bei Zusammentassung
Mehpepoy Gruppen kann sie indessen nur als Néiherungsformel be-
brachtet werden. Dagegen bleibt sie richtig, auch wenn die Grund-
Wahrscheinlichkeit bzw. die Intensitit u(z) zeitlichen Verinderungen
“nterliegt. Die Beobachtung kann also iiber mehrere Jahre erstreckt
Werden,

Fine genaue Betrachtung der Sterblichkeitsziffer an grossen

®Stinden zeigt, dass diese trotz der grossen Zahl der beobachteten
Ndividyen ausserordentlich grosse Schwankungen aufweist. Das hat
Mmer mehr zur Kinsichb gefithrt, dass diese Schwankungen den
ufallsers(;heinuugon, wie sie bel Auslosungen aus einer Urne auf-
ben, nicht gleichgestellt werden diirfen. Iis war Lexis, der diese
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Tatsache klar erkannt und eine entsprechende mathematische Be-
handlung dieses Fragenkomplexes gegeben hat. Nach ihm setzen sich
die Totalschwankungen der beobachteten Verhiltniszahlen aus zwei
Komponenten zusammen: Die eine kann man als die wnwesentliche
bezeichnen, weil sie einem Schwankungssystem angehort, das auch
bel konstant bleibender Grundwahrscheinlichkeit auftritt; die andere
dagegen beruht auf der physischen Anderung der Grundwahrschein-
lichkeit von Serie zu Serie und wird daher die physische Schwankungs
komponente genannt. Im Finanzhaushalt einer Versicherungsinstitution
haben die physischen Schwankungen einen viel grisseren influss
als die durch den reinen Zufall hervorgerufenen Abweichungen. In
der Tat konnen die ersteren gerade bei grossen und sehr grossen
Versicherungsbestdnden zu ausserordentlich hohen Verlusten fiihren.
Trotzdem war die physische Schwankungskomponente nur gelten
Gegenstand mathematischer Betrachtungen. Wie oben erwiihnt, hat
Lexis diesem Problem besondere Aufmerksamkeit geschenkt. Ihm
verdankt man die Einfithrung des Divergenzkoeffizienten, welcher
Anhaltspunkte iiber das Ausmass solcher Schwankungen liefert.

Der Ermittlung der physischen Schwankungen dient auch di®
Bestimmung der Riickschlusswahrscheinlichkeit. Wenn z. B. in einef
Gruppe von versicherten Personen beobachtet wird, dass die effektive
Sterblichkeit gegeniiber den Erwartungen einen wesentlich andere?
Verlaut zeitigt, so fragt es sich, ob dies auf den reinen Zufall zuriick
gefithrt werden kann oder ob es sich nicht vielmehr um eine unzt’
treffende Annahme bei der Wahl der Sterbetafel handelt, in dem Sints
dass sich die in der Vergangenheit beobachtete Sterblichkeit in der
Ziwischenzeit wesentlich geindert hab. Das ist aber anderseits dem™
Sinn nach die gleiche Aufgabe, wie sie von Bayes gestellt wurd®
und zur Aufstellung des nach ihm benannten Prinzips fithrte. Sie kan®
im konkreten Fall wie folgt formuliert werden: In einem Bestand vor
n Personen sind wihrend der Zeit 0 bis ¢ » Todesfille eingetreté™
withrend nach den Erwartungen ng Todesfille erwartet wurden. wie
oross ist die Wahrscheinlichkeit, dass der wahre Wert der Sterben®
wahrscheinlichkeit zwischen zwel bestimmten Grenzen liegt, so %
zwischen 0 und ()?

Die Losung dieser Aufgabe fithrt zu einem sehr mtuossaﬂte
Satz, den wir im folgenden beweisen werden. Wir bemerken Aunfwhs !
dass ¢(«) eine Funktion von « ist. Wenn der wahre Wert der Sterblick”
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keit zwischen 0 und () liegt, dann liegt der entsprechende Wert von
« zwischen 0 und 2, wobei ) = (1) = 1—¢™ ist. Die Riickschluss-
wahrscheinlichkeit dafiir, dass der wahre Wert von o zwischen den
Grenzen 0 und 2 liegt, wird nach der Teilungsregel oder dem Bayes-
schen Prinzip gegeben durch den Ausdruck

2
(::) {‘( (rn.)r ~(n-r)a dOf.

)=
(.:) J(l - 8—(1)1 ew(-n—r)ada

0

Das hier auftretende Integral lisst sich durch partielle Integration
auflogen. Ks ist nimlich:

— e~u)re—(n—r)u dOt e ____1______ (1 _e—l)re—(nﬁr)l _I__ ______ L ' ( —a)r—l (,—a(n"r 1) dO(. .
mn—rm n—rmr o

Durch Zusammenfassung aller Glieder erhilt man:

g(l) —1— {8~n/‘. ‘l‘ (111) e—(-n—l)). (1-—*8_;') _I_ . + ( )() (n-r)2 (Ime—i)r} .

Beachtet man, dass ¢ = P" und (1—e¢?)" =Qr ist, so lisst sich
9(4) in die folgende Form iiberfithren:

(](l) — G’(Q) R - {_pn —J— ()1?.) Pn—l Q _|__ o + (r:) prer Qr}
Aug (P ) =1 erhilt man fiir g(¢) auch die Darstellung

GE) = (L) QP () QTP A

Damit erscheint die Riickschlusswahrscheinlichkeit auf eine andere
Wuhrseheinlichkeit zuriickgefithrt. Der rechtsstehende Ausdruck ist
Nimlich nichts anderes als die Wahrscheinlichkeit, dass in einem
Bestand von n Personen mit der Grundsterblichkeit () mindestens
" 41 Todestalle eintreten. Wir konnen somit den Satz aussprechen:
Satz: Wenn in einem Bestand von n Personen v Todesfdlle ein-
Yetreten, sind, so ist die Riickschlusswahrschewnlichkeit dafiir, dass der
Wahre Wert der Sterbenswalrscheinlichlest zwischen den Grenzem 0 und
© biegt, glerch der Wahr scheanlichkeit, dass im gleichen Bestand bes der
G"wadwahrschmnluhhezt Q) mehr als r Todesfille evntreten.
Man kann sich leicht vergewissern, dass dieser Satz richtig ist.
€ grosser der Wert von () gewithlt wird, um so grosser wird einerseits
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die Wahrscheinlichkeit, dass der wahre Wert der Grundwahrschein-
lichkeit zwischen 0 und () liegt, und um so grosser wird anderseits
in Ubereinstimmung mit dem abgeleiteten Satz auch die Wahrsehein-
lichkeit, dass mehr als r Todesfille eintreten. Insbesondere wird fiir
() =1 auch (@) =1, in Ubereinstimmung mit der Tatsache, dass
sowohl mit Sicherheit angenommen werden kann, dass der Wert der
Grundwahrscheinlichkeit zwischen 0 und 1 liegt als auch, dass mehr
als r Todesfille eintreten. Fiir ) = 0 wird ebenfalls G(Q) = 0; d. h.
es kann mit Sicherheit angenommen werden, dass die Grundwahrschein-
lichkeit nicht 0 ist, da sonst nicht r Todestille eingetreten wiren.
Ebenso kann mit Sicherheit angenommen werden, dass bei der Sterb-
lichkeit 0 nicht mehr als r Todesfiille eintreten.

Selbstverstandlich behilt der vorliegende Satz auch fir andere
Fille geschlossener Gesamtheiten seine Giiltigkeit bei. Wenn wir ihn
hier besonders in Verbindung mit der Sterblichkeit in Zusammenhang
gebracht haben, so geschah das im Hinblick auf seine praktische
Bedeutung.

Fir die Auswertung der gesuchten Wahrscheinlichkeit ist #u
beachten, dass die rechte Seite die Summenwahrscheinlichkeit einer
Bernoullischen Verteilung darstellt. Bei grosseren Werten von # kani
zur Auswertung des Ausdrucks das GauBsche Integral beniitzt werden-
Es ist dann

% ne)—r—0,5 .
G) =—= (e®dx wobei » :igt-___,_ - zu setzen isb:
7w - i 2n PQ

Als Beigpiel betrachten wir folgenden TFall: In einem Bestand
von 800 gleichaltrigen Rentenbeziigern sind 9 Todestille eingetreteds
wihrend nach den technischen Grundlagen (Sterbetaftel) 12 erwarteb
wurden. Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit, dass es sich hier um®
eine Untersterblichkeit gehandelt hat?

Nach dem soeben abgeleiteten Satz ist die gesuchte Wahrscheid”
lichkeit gleich gross wie die Wahrscheinlichkeit, dass im gleichen Dé°
stand mehr als 9 Todesfiille eintreten, wenn 12 zu erwarten sind. Ihré
Bestimmung gestaltet sich daher sehr einfach. Wir haben zu setze”
nQ) =12; r = 9. Damit wird » = 0,52 und G(Q) = 0,77. Ts kao®
somit mit der Wahrscheinlichkeit von 0,77 geschlogsen werden, das?
im vorliegenden Fall eine Untersterblichkeit vorgelegen hat.
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