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Ein Verfahren zum Einbezug
der sakularen Sterblichkeitsabnahme
in die versicherungstechnischen
Berechnungen ')

Von Werner Peter Schuler, Basel

Einleitung und Problemstellung

Seit ungetihr zwei Jahrzehnten sind Versuche im Gange, welche
die Erfassung und den Finbezug der sikularen Sterblichkeitsabnahme
n dije versicherungstechnischen Berechnungen zum Gegenstand haben.
Vor allem fiwr die Rentenversicherung 1st die Abnahme der Sterblich-
keit wnd deren Berticksichtigung bei der Ermittlung der Barwerte
von entscheidender Bedentung; denn nur auf diese Weise lisst sich
dag Gleichgowicht zwisehen Priimie und Versicherungsleistung dauernd
®thalten. Dem Versicherer kann die Vernachlissigung der zu erwar-
tenden Lebensverbesserung bedeutende absolute Verluste bringen;
die Finbusse wird vor allem dann schwerwiegend sein, wenn gleich-
Zeitig die Zinsiiberschiisse verschwinden.

In der vorliegenden Abhandlung versuchen wir, eine neue Methode
“ur analytischen Frfassung der sikularen Sterblichkeitsabnahme und
threm, 1, inbezug in die Berechnung der Rentenbarwerte herzuleiten.
Zum Vorgehen selber ist indessen von Anfang an eine Klarstellung
Il()tlg Stellen wir im Laufe der Darlegungen die Sterblichkeit durch
eln «Stoer ‘blichkeitsgesetz» und die Anderung dieses « Gesetzes» in der
Zeit durch eine weitere «gesobzmiissige» Beziehung mathematisch dar,
80 denken wir doch nicht daran, die naturbedingte Verteillung der
Ster tblichkeit auf die verschiedenen Alter und Zeitabschnitte so fest-
“logen, wie efwa der Physiker die Vorginge beim freien Ifall durch
d‘“ 1'&1[{);( sot/(\ wiedergibt. Mit dem «Sterbegesetz» wollen wir vielmehr

D) l)w Vutllwmule\ Abhandlung ist ein Teildruck der Basler Inauguraldisser-

te
tion gleichen Titels (Basel 1943).
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nur eine beobachtete Regelmissigkeit einer Naturerscheinung mathe-
matisch zu beschreiben versuchen. Ifs handelt sich stets nur darum,
eine statistische Beobachtungsreihe, die Sterbetafel, durch geeignete
analytische Funktionen zu approzimieren. Genau so dirfen wir bel
der Betrachtung der sikularen Sterblichkeitsabnahme nicht versuchen,
durch eine mathematische Formel diese Dirscheinung zu erkliven.
Vielmehr werden wir nur abschiitzen, welche zukiftige Fntwicklung
der Sterblichkeit die bisherigen Beobachtungen erwarten lassen; diese
Prognose ist dann in mathematischer Form zu beschreiben.

Fir das lirgebnis der Berechnung des Rentenbarwerbtes unter
Einbezug der zu erwartenden Lebensverbesserung ist es grandsiitzlich
gleichgiiltig, an welcher Stelle und i welcher Weise wir die sikulare
Sterblichkeitsabnahme in unsere Betrachtungen cingehen lassen, Wir
konnten also unmittelbar den Rentenbarwert als Funktion der Be-
obachtungszeit extrapolieren; wir diirfenn aber auch das Verhalten
der Uberlebensordnung, der Uberlebenswahrscheinlichkeit, der Sterbe-
ziffer oder irgendeines Sterblichkeitsmasses mit wachsender Zeit unter-
suchen und analytisch festlegen. Jedoch halten wir dafiw, jeder Ver-
such zur Abschitzung der Sterblichkeit hitte methodisch von der
Sterbeintensitiit oder der Sterbewahrscheinlichkeit auszugehen. So
werden wir bet unserem Vorgehen die theoretischen Betrachtungen
durchwegs an der Sterbeintensitiit durchtithren, bet den praktischen
Anwendungen jedoch auf die Sterbewahrscheinlichkeiten iitbergehen, —
Haben wir einmal den kimnftigen Verlaul der Sterblichkeit analytisch
festgelegt, so 18t es eine rein mathematisehe Aufgabe, den Rentenbar-
wert bei Berticksichtigung der siikularen Sterblichkeitsabnahme zu
bestimmen unter Begriindung allfillig notwendiger Anniiherungen.

Das mit der vorliegenden Untersuchung angestrebte Ziel ish
bereits beschrieben: den Rentenbarwert unter Beriicksichtigung der
zu erwartenden Tebensverbesserung analytiseh darzustellen. Dabel
stellen wir uns von vornherein die Aufgabe, das Verfahren doerart
zu gestalten, dass es auch praktisch einfach anwendbar ist. Wir
werden deshalb bei unseren Betrachtungen an der Grundforderung
festhalten, bei grosstmoglicher Approximation an die zu erwartenden
Freignisse eine mathematisch exakte und prakbisch doch einfache
Darstellung des Rentenbarwertes als Funktion des Alters und der
Beobachtungszeit zu finden.
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1. Abschnitt

Theoretische Grundlagen

[P

Das Verfahren

Die ung gestellte Aufgabe, eine Tormel fiir den Rentenbarwert
inter Kinbezug der zu erwartenden Lebensverbesserung zu finden,
l6sen wir nach den folgenden Grundsitzen:

@) Die lixtrapolation der Sterblichkeit wird in dem Sinne rech-

Nerisch auf cine Interpolation 1y suriickgefithet, dass die Grenzwerte,
denen die Sterbeintensititen oder Sterbewahrscheinlichkeiten it
Wachsender Zeit zustroben, durch eine Sterbetafel mit dem zugehorigen
Zeitpunkt ¢ - ~ (unendivch ferne Sterbetafel) festgelegt werden. (In
¥ 2 geben wir cine Methode an, mit der sich eine solche unendlich
ferne Storbetafel konstruieren liisst.)
b)) Zwischen dieser unendlich fernen Sterbetafel und den bekannten
lﬂrfzhhl,'ungsta. feln werden sodann die Sterbeintensititen oder die Sterbe-
Wahrseheilichkeiben nach der logusteschen IMunkitvon interpoliert. An
Bie Stello der vom jeweiligen Alter abhiingigen Kurvenkonstanten
treten feste, vom Alter unabhingige Mittelwerte.

¢) Aus der fir jedes Alter und jeden Zeitpunkt nun analytisch
‘E"Htgeh‘-gt(m Sterblichlkeit kann die Uberlebensordnung dargestellt und
'd:_ll(‘,h berechnet werden. Die Frgebnisse dieser genauen Berechnung
Sl.nd idessen fitr die numerische Auswertung infolge ihrer kompli-
7I'lf¥1‘t(>11 Bauart wenig brauchbar. Daher wird noch eine Niherungs-
-F()Tlllol horgeleitet mit der Annahme, dass die Glieder, welche gz, ~)
M zweiten und héheren Potenzen enthalten, vernachlissigh werden
iiwtoy, . (Dass die Fehler, die wir bel dieser Niherung begehen, dusserst
g‘Oring sind, werden wir bei der numerischen Auswertung unserer
@gisxe spiiter zeigen.)

) Der Ausdruck «Interpolationy ist insofern nicht ganz treffend, als es sich

um die Abschiitzung einer kiinftigen Iintwicklung handelt, also um eine

(('i“;xgapolution». IPormal dagegen haben wir eine Interpolation vor uns; deshalb
nennung,

Stafg
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d) Durch die getrotfenen Niherungen gelingt es, den Renten-
barwert a(x, t) so darzustellen, dass die einzelnen Bestimmungsgrissen
entweder nur Funktionen der Zeit oder nur des Alters sind und daher
einfach tabelliert werden kionnen.

e) Schliesslich folgt eine Formel fitr den Barwert der kontenuierlich
zahlbaren Rente, wenn angenommen wird, die Sterbeintensititen der
unendlich fernen Tafel seien durch eine Makehamsche Kurve dar-
stellbar.

Die entwickelte Methode und die daraus gewonnenen Krgebnisse
werden im zweiten Abschnitt anf die Sterblichkeitserfahrungen der
schweizerischen Bevolkerung angewendet und auf ihre praktisehe
liignung hin gepriift.

§ 2

Die unendlich ferne Sterbetafel

Unter der «unendlich fernen Sterbetafely verstehen wir die Ab-
sterbeordnung auf Grund der im Zeitpunkt ¢ = ~ erveichten und sich
nicht mehr verbessernden Sterblichkeit. Die Darvstellung der Grenz-
sterbetafel kann von Sterbeintensitiiten oder Sterbewahrseheinlich-
keiten ausgehen, je nachdem ob die kontinuierliche oder die diskonti-
nuierliche Methode benutzt werden soll. In beiden Fillen handelt es
sich bet der Konstruktion einer unendlich fernen Sterbetafel indessen
wim eine Hypothese, die wiv durch die Iirgebnigse fritherer Sterblich-
ketbsmessungen stittzen — insbesondere durch die Analyse der Todes-
ursachen.

Gegeben seien n rfahrungstafeln mit den Sterbeintensititen
wlz, b)), oo, w(x,t); diese Frfahrungstafeln geben die Sterbeintensi-
titen in den Zeitpunkten ¢,t,, ..., 4, (t, <ty < ... <<1) wieder. Wir
greifen das bestimmte Alter @ heraus und betrachten zuniichst die
Reihe der n gegebenen Sterbeintensititen dieses Alters als Funktionen
von (L.

Angenommen, jede der Krfahrungstateln kenne & Todesursachen;
so lassen sich die Sterbeintensititen w(z,6), v =1, ..., n, in k Teil-
intensititen w (x,t,), % L, ...k, zerlegen, dergestalt, dass

(1) wls by =¥ n(21)

s
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ist. Betrachten wir sodann den Verlauf jeder dieser Teilintensititen
fitr sich als I'unktion von ¢, so werden wir eine Klagse mit abnehmenden
Teilintensitiiten finden; andere Teilintensititen werden gleichbleiben
imd andere sogar leicht zunchmen. Wir erhalten damit fiir die letate
?"h‘fahrungsL:qul f, grundsitzlich die folgende Zerlegung der Sterbe-
Intensititt o(w, )

w(x, b)) == pV(m, 8) + w®(a,1,),

Wobei \V(x,

‘n

) die Summe aller mit wachsender Zeit abnehmenden
Leilintensititen, u®(x,t) die Summe aller anderen Teilintensititen
bedenten soll.

Nehmen wir nun an, dass die Teilintensitit o'V mit ¢ » ~
segen den Bruchteil oo des im Zeitpunkt ¢, beobachteten Wertes «!V(x, ¢ )
Strebe, so definieren wir als Sterbeintensitit des Alters 2 in der un-
ndlich fernen Sterbetafel den Wert

(2) gl ~) = o)+ (2t .

D

~ lis wiire maglich, das Verfahren zu verfeinern und fiie jede der
k Teilintensititen cinen besonderen Grenzwert zu bestimmen und
deren Summe als Sterbeintensitiit der unendlich fernen Sterbetafel
AW definieren. i unsere Aufgabe witve indessen ein derartiges Vor-

el _ ; , o
8ehen nutzlos, da es durch andere Niherungen in seiner Wirkung
Wfgehoben wiirde.

Die Interpolationsformel

«) Die logistische ormel. Nach der Festlegung der unendlich
fernen Storhotafel haben wir dic Verbindung mit den Werten der
l“‘l'faln'l,lngstu,l'uln herzustellen.

In der mathematischen Bevolkerungstheorie hat sich die logastische
-[-"‘f--ﬂ'nkl'rjrm sur Darstellung von Wachstumsvorgiingen als niitzlich or-
Wiesen, Diese Formel werden wir hier verwenden, um mit ihr die
Abnahme der Sterblichkeit wiederzugeben.

Die Herleitung der logistischen Formel ist nicht weiter zu ver-
olgen Y5 wir begnitgen uns mit der Angabe einiger wesentlicher

[0 .
1genschafton.

" Y Ausfithrliche Darstellungen der logistischen [Funktion finden sich 2. 13.
o P : , ' :
lﬂ?hu[.s'f[l_] und bet Pearl und Reed [2].
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Ausgangspunkt fiir die logistische "unktion bildet die Bernoulli-
sche Differentialgleichung

®) gy = (1 k().

Das allgemeine Integral dieser Differentialgleichung hat bei ge-
eigneter Annahme der Konstanten die I'orm:

-t

; -1
gy =14 e ) v,

Liassen wir vorerst ¢ gegen — oo gehen, so erhalten wir y(— o) == 0.
Fir £-» oo folgt der Grenzwert y(~<)=Y. Wir kénnen also auch
setzen:

o
4 s — 20 ,).,,_,.

1 _}__ P 0

Die Funktion y(¢) strebt mit wachsendem ¢ einem gegebenen

Grrenzwert Y monoton zu. Weiter ist leichb zu zeigen, dass die Ifunktion
fiir ¢t =g einen Wendepunkt hat; es gilt dort y(f) = E y(~). Die

Konstante « charakterisiort die Stirke der Konvergenz der funktion
gegen ihren Grenzwert hin; die Konstante f andererseits legt die
Lage des Wendepunktes test.

b) Ansatz der Interpolation. Zur Interpolation der Sterblichleit
zwischen den [irfahrungstafeln einerseits und der unendlich fernen
Tafel andererseits legen wir fest:

Die Zunahme der reziproken Werte der Sterbeintensititen bzw.
der Sterbewahrscheinlichkeiten erfolge nach der logistischen Formel.

Also
f-t
(5) filef) = ( 1+ e« ) p(z,~)
oder
- B -t
(6) aty = (17 ) gt~

Die Grossen « und f sind Funktionen des Alters @, ohne dass
dies durch die Schreibweise besonders noch hervorgehoben wird.
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Im folgenden werden wir, solange die Betrachtungen theoretischer
Natur sind, die Interpolation aut die Sterbeintensititen ausiiben;
fiir die numerischen Untersuchungen dagegen werden wir die Sterbe-
wahrscheinlichkeiten verwenden.

¢) Die Bestimmung der Werte «(x) und f(z). Zur Bestimmung
der Grossen a(x) und f(x) bendtigen wir neben den Sterbeintensititen
der unendlich fernen Sterbetafel noch die Intensitiiten aus zwei
Erfahrungstafeln, etwa der Sterbetafeln mit den Zeitkoordinaten £
und #,1). Dann sind fiir jedes Alter z die Intensititen u(x,t,), w(z, t,)
und p(z,~) gegeben, und wir haben aus den Gleichungen

oty =1+ ¢ ) e,

Bty
w(aty = (1 + ¢ o) ula,os)

%(z) und f(z) zu berechnen. Dazu dividieren wir beido Gleichungen
durch u(x,0), subtrahieren von beiden 1 und erhalten:

pla,t) 1 — e'ﬁ:_:t'l‘ waty) | — e.ﬁi{a__
e,

p(@, )

Sodann logarithmieren wir beide Ausdriicke und subtrahieren den zwei-
ben vom ersten. Als Bestimmungsgleichung fiir a(z) bleibt schliesslich

- (z,1)
7 | N o o
) g O ,

Ist daraus der Wert «(z) berechnet, so erhalten wir () unmittelbar,
Wenn wir «(z) in eino der beiden Ausgangsgleichungen einsetzen und
diese nach B(x) auflosen.

Genau gleich gostaltet sich die Berechnung von «(z) und f(z),
Wenn nicht die Sterbeintensititen, sondern die Sterbewahrscheinlich-
Keiten o gegeben anzusehen sind.

\\k—;

1 ') Wir verzichten absichtlich auf die Darlegung des strengeren Verfahrens
Cer Berii(;ksiuhtigung von mehr als zwei Frfahrungstafeln; die spitere Firsetzung
iel: Werte a(x) und f(x) durch Mittelwerte o und § wiirde dieses genauere Vorgehen
Veltgehend illusorisch machen.

8
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d) Due Interpolation mat Mattelwerten o und 8. Zur Weiterfithrung
der Betrachtungen ist es notwendig, ein Frgebnis der spiteren nume-
rischen Auswertungen vorwegzunehmen. Wir werden feststellen, dass
die Grossen a(x) und f(x) vom Alter x weitgehend unabhingig sind
und mit ausreichender Genauigkeit durch Mittelwerte « und f ersetzt
werden konnen 1). Daher werden wir auch unsere weiteren theoretischen
Untersuchungen mit solchen von 2 unabhingigen Konstanten « und
B durchfithren.

Durch die Festsetzung konstanter Mittelwerte wird die Lidsung
unserer Aufgabe wesentlich vereinfacht. Denn wir haben damit die
Sterbeintensititen bzw. die Sterbewahrscheiulichkeiten in der Inter-
polationsformel (5) bzw. (6) als Produkte zweier I'aktoren dargestellt,
von denen der eine Funktion des Alters z, der andere nur eine Funktion
der Zeit ¢ ist.

Die Annahme der Mittelwerte « und f ersetzt weiter die Iest-
legung einer unendlich fernen Sterbetafel weitgehend; denn wir
konnen fiir & und f geeignete Werte annehmen und mittels der Inter-
polationsformel (5) bzw. (6) aus einer fir den Zeitpunkt ¢, gegebenen
Erfahrungstafel die Werte u(z, o) und ¢, o) berechnen und an
Stelle der vorausgesetzten wu(z, <) bzw. q(z, o) die extrapolierten
Grossen verwenden. Diesen Gedanken werden wir hier allerdings nicht
weiter verfolgen.

e) Die Berechnung der Muttelwerte o und . Unsere niichste Aufgabe
ist eq, eine geeignete Methode zur Bestimmung der Mittelwerte «
und B herzuleiten. — In Anlehnung an das Vorgehen bei der Methode
der klewnsten Quadrate treffen wir folgenden Ansatz zur Bestimmung
von « und f:

Hs seien

1) u(z, t,) und u(z,t,) die gegebenen Sterbeintensititen der Hr-
fahrungstateln der Zeitpunkte ¢, bzw. t,;

2) p*(x, t,) und p*(z, t,) die Sterbeintensitiiten tir die Zeitpunkte
t, bzw. t,, berechnet mittels der logistischen Interpolationsformel (5)

unter Voraussetzung der gegebenen unendlich fernen Sterbetafel der
p(x, ) und der vom Alter z unabhiingigen Konstanten « und f-

1) Sinngemiiss wollen wir unter «(z) und f() die von « abhingigen Werte und
unter o und f§ die von ¢ unabhiingigen Werte verstehen.
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Dann sind « und g so zu bestimmen, dass die Summe der Integrale

Iy

® et — e )P de + [ (uet) —pta ) de

Zo
ein Minimum wird. Integriert wird iber alle Alter von x, bis z,.

Damit der Ausdruck (8) ein Minimum wird, ist es notwendig,
dass seine ersten Ableitungen nach « und # verschwinden. Wir er-

halten also die beiden Bedingungsgleichungen zur Bestimmung von
« und f:

D 2y . 7 i
Sy | S et — w2 ds + [ ulet) — stz da| =0,

Wo y durch « bzw. durch f zu ersetzen ist. Da nur die p*(z, t) Funk-
Yonen von « und B sind, ergibt sich weiter:

O [l t) — b)) M%(m’tl)~ dw +

Zg y
i, ou*(x,ty)
+ [ (e, ty) — pe*(x, 1)) 0—2 dr=20,
xg Y
WO y = o baw.=p ist. Bs ist aber
0 N 0 Yiall g—t -t
S = o) (14 €0 ) = — e ula,e),
J ) YRR W)
gl = peo) o (ke ) = e utn).

Setzen wir diese Ableitungen in (9) ein und beachten, dass
Bt
* SR * . . . . .
Wz, 1) 2(1 + e « ),u(fc, o) ist, so ergibt sich nach Division durch
~— a2 {-’L ﬁ_
®“ea bzw. ale«:

.
BLOTHEK dor £, 7. 11\

ZURICH
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B tye e [ (um,t) plr,o0) — d(e,00) (14 € ) do +
-+ (ﬁ— ty) e_fia_ f (:“(w, ty) p{x,00) — w¥(x,o0) (1 -+ BL;I&)) de =0,
(10) °
.5{%/1ﬁ@%hhﬂwﬂ”)—-M%%Oﬂ(l—Peﬁrd)dm-k
¢ [ (uta,t) o) — p(a,o0) (14 €7 ) da= 0.

Zy

Wir multiplizieren die zweite Gleichung mit f-—¢ und sub-

trahieren sie von der ersten. Dann folgt
Ty
b f Bty
(t,—1,) e T_/ (‘Lt(w, to) (2, 00) — p?(x,0) (1 -+ eT)) dx=0.
Zo

Wir diirfen diese Gleichung durch den I'aktor vor dem Integral divi-
dieren, da dieser sicher nicht verschwindet. Beachten wir ferner, dass
wir aus den Gleichungen (10) durch Elimination der zweiten Integrale
eine der vorstehenden Gleichung analoge Bedingung in u(zx, t,) her-
leiten konnen, so erhalten wir schliesslich zur Ermittlung von o und

f die folgenden Gleichungen:

Ty
Aty L‘ M (.’L‘, t]) M (m, 0'0) dx
14+e « = ’”.."_.___wl ,
J"u?. (a;JOQ) dx
To
(1) .
poy S (@) p(w,00) da
ld4ea =2 o
‘..“2 (x,0<) dw
%o

Rechnen wir mit den Sterbewahrscheinlichkeiten ¢(z,t) an Stelle
der Sterbeintensitiiten, so haben wir in den eben abgeleiteten Tormeld
die Integrationen von z, bis x; durch Summationen iiber alle vor-
kommenden Alter von z, bis x; %u ersetzen:



o m B m
Lq(, o)

§ 4
Die therlebensordnung unter Einbezug der Lebensverbesserung

~a) Die Uberlebenswahrscheinlichkeiten. Zur Darstellung der ein-
Jihrigen Uberlebenswahrscheinlichkeit p(z, t) des a-jihrigen zur Zeit
t gehen wir von der Definition der Sterbeintensitiit aus. Wir haben

1 dl T _I“ E; t _'_ E
ullis By o B s ot ( b
Uz + &t &) d¢
Wo I(z, t) die Zahl der z-jihrigen zur Zeit ¢ aus dem Anfangsbestand

o, t — + x,) bedeutet. Durch Integration von &=0 hg &=1
ethalten wir die einjihrigo Uberlebenswahrscheinlichkeit; es ist

& LEE)dE

(13) p(z,f) = e 6[“
Nun gilt aber fiir die Sterbeintensitit die Darstellung

wot 148 = (14 e« ) o+t &oo).

Diesen Ausdruck sotzen wir in (18) ein und erhalten
‘ e B 5
'P(fc,t)r‘—cmp( /u.l: ;&) dE—e @ /6 « u(x -+ &, oo) E))
0

?qel‘ wenn wir die rechte Seite in Faktoren aufspalten sowie (13)
ur t:lt:‘co beriicksichtigen:

gy Lz
(14) p(a,t) = p(x, o) exp (—e R [e"; (x4 &, o) d 5) .
8
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Wir setzen noch

§

1 -2
—fe & wfztE, 00) di

(15) ed =1-—Q(z)

und finden schliesslich zur Bestimmung der einjihrigen Uberlebens-
wahrscheinlichkeyt die Formel:

-t
(16) p(z,) = p(z,°0) [1 — Q)] * .
In (16) muss offenbar, damit diese Gleichung einen Sinn hat,
(17) S .
| 0<60je plzt-&, )d,<1

gelten. Um dies zu beweisen, logarithmieren wir die Ungleichung:

1 3
—ooS— [ € @ p(x+ &00)dEZ0
0
oder

I
0< j €T w4 £ o0)dE<oo .
0

Der Integrand ist aber stets positiv oder null, so dass (17) be-
wiesen ist. Gleichzeitig folgt fiir Q(x):

0=Q)=1.

Zur Bestimmung von Q(z) wenden wir auf das Integral links
in (15) den ersten Mittelwertsatz der Integralrechnung an und erhalten

] 1
- a [+, oo)ds
Qz)=1—e¢ of 0<pp=<1,

oder, wenn wir die Definitionsgleichung der Intensitit u(x --£,o°)

beriicksichtigen,
W

Qa) =1 — [1— q(z,00)] @
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Darin entwickeln wir das Binom rechter Hand nach dem bino-
mischen Satz, wobei wir die Glieder zweiter und héherer Ordnung
In ¢(z, o) verabredungsgemiiss vernachliissigen; ferner setzen wir noch

)
fiir ¢« die Konstante % ein; alsdann ergibt sich fiir Q(z) der Nihe-

rungswert
1

Qa) =kq(z, o), € @

IA

|

ks L,

Dabei ist k eine im angegebenen Intervall beliebige Konstante,
die erst durch die numerischen Berechnungen genau festgelegt werden
kann, Bei der numerischen Auswertung der Ergebnisse wird es sich
erweisen, dass der fiir die numerischen Berechnungen giinstigste Wert
von k gerade 1 ist. — Den exakten Beweis, dass k = 1 gesetzt werden

darf, werden wir spiter noch erbringen. — Damit erhalten wir fiir
Q(x) die Beziehung
(18) Qa) = 4(z, ).

Diesen besonderen Wert von @(z) werden wir in den weiteren theore-
tischen Betrachtungen verwenden.
Fir die einjihrige Uberlebenswahrscheinlichkeit selber folgt dann
der Wert, wenn (18) in (16) eingesetzt wird,
p-1
p(a, ) = p(@,°<) [1 — q(,°9)]* «

In diesem Ausdruck entwickeln wir den zweiten Faktor rechts
hach dem binomischen Satz und vernachlissigen wiederum alle
Glieder zweiter und héherer Ordnung in ¢(x,o). Damit ergibt sich
fir p(g, t) der Wert:

gt
(19) p(a,t) = plz,09) [1— €« qlz, )]
oder
p-t
(197) P(@,t) = p(z,00) — € = p(x,<) 4(x,0) -

Damit haben wir einen Ausdruck firr die Uberlebenswahrscheinlichkeit
Unter Finbezug der zu erwartenden Lebensverbesserung gefunden

Und koénnen nun an die Darstellung der Uberlebensordnung selber
8ohen
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b) Die Uberlebensordnung I(z, t). Bilden wir mittels der Formel
(16) die m-jihrige Uberlebenswahrscheinlichkeit des x,-jihrigen zur
Zeit ty, wo x = xy +m, t =t, + n ist, und multiplizieren mit der
beliebigen Ausgangsgrosse I(z, t), wo z, das unterste beobachtete
Alter bedeutet, so erhalten wir den genauen Wert von l(z, t):

n-1 f—-tg-5

i, 8) = l(:c,oo)]:TO'[l —Qag+ O]« .

Wir wollen jedoch im Sinne unserer ‘Véreinfach'ungen direkt an
die Niherungsformel (19) ankniipfen. Die n-jihrige Uberlebenswahr-
scheinlichkeit des z,-jihrigen zur Zeit ¢, lisst sich dann schreiben als

= Pt
D@orte) = (i) T — €« gl + £09)].

§=0

Das Produkt werten wir aus und vernachlissigen dabei wiederum
alle Glieder zweiter und hoherer Ordnung in q(x -+ &,0¢). Dann folgt
fir ,p(xg,ty) der Wert _

o et .

20)  p(mte) = p(a) | 1D e« qlayt &) |
- E=0 i
. Diese Gleichung multiplizieren wir mit I(z,, t) und beachten, dass,
falls x, das unterste beobachtete Alter ist, diese Grosse eine von ¢
unabhiingige Konstante bedeutet. Is ergibt sich damit die Uber-
lebensordnung zu

| At ’
(21) l(x,t) = (z,00) ' 1— > e « q(zg+ & 00) ’

20
oder

f-to o _&

(21%) [z, ) = l(x,00) — € « e « 1(x,0)q(z, -} &.00),

‘W0 &= &y + n und t= ¢, -+ n bedeuten.



Der Rentenbarwert unter Einbezug der Lebensverbesserung
in diskontinuierlicher Darstellung!)

a) Lebenslingliche Rente. In die Beziehung fiir den Rentenbarwert

N(z, t)

o Uz £, + £) = ot

- 1
a(e, £) = T_

ru"[}f 3

fihren wir die im lotaten Paragraphen abgeleitete Niherungsformel
€. Vorerst definieren wir die folgenden Kommutationszahlen:

D(z,t) =" l(x, 1),
D(z+1,t4+1) = D(z,t) vp(x,t),
D(z+2,t+2) = D(z,t) v?yp(, 1), usw.
Durch Summation dieser Gréssen ergibt sich weiter

+ \‘1'” «p(x, t)

(22) Nz, 1) = D(z ) |1

Und wenn wir durch D(z,t) dividieren,

a(z, ) =1+ D o7 ep(z,1).

§=1

Wir ersetzen die Grossen .p(a,t) durch die Niherungswerte (19)
Wnd erhalten fir den Rentenbarwert die folgende Darstellung:

f-t oo &-1 K3

a(m,t):l_[_znfsp(- ——eT_Zfo D(,00) e @ g(x+ 5,00)
&=1 &= n=0
Oflei‘, wenn wir den Rentenbarwert a(z,oo) der unendlich fernen Tafel
“Wfiihyen,
\t__\—_k

Wir 1) Mit Riicksicht auf die bisher verwendete Bezeichnungsweise benennen
' —leicht abweichend von der iblichen Art — den Barwert der lebenslinglichen
te mit a(z,t), den Barwert der temporiren Rente mit |,a(x,t) und den Bar-
Vert ey aufgehobenen Rente mit ,|a(x,?).
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(23) a(z,t) = a(w,o0) — eﬂ_;L I(x),

WO o .
I(z) = Z{ v p(,00) D€« g(m+ 7,00)

7n=0

1st. Die Doppelsumme in F'(z) werden wir noch vereinfachen. Zunichst
fithren wir in ihr die diskontierten Zahlen der unendlich fernen Tafel
ein und erhalten

1 D(z yo0) &7l _
Fla) = Y PETES S o gt myo.

E=1 D(m,OO) n=0

Zur Vertauschung der Summationen schreiben wir den ganzen
Ausdruck aus. Es ist

F(z) D(w, ) = D(z + 1, 00) g, o) +
D{z 42, 00} (2, ) + g D(x +2,00) q(x +1, 00) +
D(z+38, o) q(=, <) + ;e D(z +8,50) gz + 1, 00) +
6 Dlo-+8,0) ga2,00) +
+ ...

Wir addieren die Kolonnen und erhalten

k

oo &-1
(24) F(z) D(z,00) = Dle o« qa+ &—1,00) N(z+ &,00).
=1

Diesen Ausdruck fiir F'(z) setzen wir in (23) ein und erhalten
fir den Rentenbarwert die Gleichung

Btos st N(z - &)
t == ’OO —— a 51 @ - — Q) ————————
(25) a(z,t) = a(xr,o0)—e s=1e gz + &—1,) D(z,%0)

b) Tempordre Rente. Auch hier gehen wir von der Formel (22)
fiir die diskontierten Zahlen N(x,¢) aus und bilden die Differenz

N(z,t) — N(z+ n,t+ n) = D(x,1) [1 + HZ—I'UE Ep(fl:,i)] )
&=t
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oder, wenn wir durch D(z,t) dividieren,

n-1

pa(e 1) =14+ >0 p(a,i).
=1

Wieder ersetzen wir die .p(, t) durch ihre Niherungswerte (19):

_ £t
(26) |na(xrt) - I‘l’la(w’ °°) g |"F(£C) ’
Wwo n_—i . &-1 o
(@) = D10° ¢ p(@,00) D€« g(z 417, 00)
ist. E=1 7=0

In |, F(z) fithren wir die diskontierten Zahlen der unendlich fernen
Tafel ein und schreiben die Doppelsumme aus. Eg gilt

D(z, ) |, F(z) = D(w +1, ) q(x, o) +
D(a+2,00) q(#, ) + € *D(& + 2 o0) gz -1, 00) +
+ ...+
+ D@ +n—1, ®) q(x, =) + ...

n-1

+ D(x+n—1,0)e « g(x+n—2, ).

Addieren wir hier die Kolonnen, so erhalten wir schliesslich fiir
InE'(2) den Wert:

n-1 &-1
D, o), F(a) = S e 7w q(a+ & —1,00) [N(@+ &,00) — N(z+n,)].

i
Fiir den Rentenbarwert folgt somit die Gleichung:

p-t n-1 51
(27) ina(:r:,t)f_:ina(a;,o.o)—-c a 2 e a

E=1
N(z -+ & o) — N(x -+ n, )
Q(IB _I_ E”_lyoo) D(a:,oo) .

R ¢) Aufgeschobene Rente. Den Barwert der m Jahre aufgeschobenen
dente mja(z,t) berechnen wir als Differenz der lebenslinglichen und
*t m Jahre laufenden temporiren Rente.
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Wir haben also

| prt
(28) mla(sv’ t) = m{a(m’ Oo) T ea_ milr(w) ’
WO
7 . ?‘.; ——E——l N(CE"—E,GO) K
ey —E%e gz + &—1, o) _bm(-wjoo)
i o o N(z + m, o)
L% . _ — 1. _
PR S ) Dl )

1st.

Damit gind alle Rentenbarwerte ausgedriickt als Differenzen
zweler Funktionen, von denen die erste den Rentenbarwert der un-
endlich fernen Tafel darstellt, withrend die zweite das Produkt einer
nur von ¢ abhiingigen mit einer nur vom Alter & abhiingigen Funktion
1st. Alle drei Funktionen sind tabellierbar.

Der Rentenbarwert unter Einbezug der Lebensverbesserung
in kontinuierlicher Darstellung

a) Die Uberlebensordnung l(z,t) ber Voraussetzung der Make-
hamschen Sterbeformel. Is gelte tiir die Sterbeintensitiit der unendlich
fernen Sterbetafel der Ansatz

(29)  n e =0ty

wo ¢ = — log sund y = — log ¢ log ¢ bedeuten, und

I(z, o) = ks® ¢*"

1st.

Folgt die unendlich ferne Sterbetafel der Makehamschen Tormel,
so gilt dies auch fiir jede aus ihr mittels der logistischen Formel (5)
hergeleitete Sterbetafel. — Sind niimlich o(t), ¢(f) und ¢(t) die Make-
hamschen Konstanten der Sterbetafel fiir den Zeitpunkt ¢, so besteht
nach der Interpolationsformel (5) die Relation

p-t
playt) = (1 + € ) [o(on) + p(o0) H(en)] = o) +90) 0
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Vergleichen wir die  entsprechenden Koeffizienten, so finden wir
zwischen den Makehamschen Konstanten die Beziehungen

p-t p-t

o) = (1€« )ooo), p(t) = (1 -+ &« ) p(eo),

Wihrend die Konstante ¢ von der Zeit ¢ unabhingig ist.

Aus den Makehamschen Konstanten der unendlich fernen Sterbe-
tafel Lonnen wir also sofort die Makehamschen Konstanten jeder
andern mittels der Interpolationsformel (5) abgeleiteten Sterbetafel
aus den vorstehenden Beziehungen berechnen.

Fir die Uberlebensordnung Uz, £) gilt definitionsgemiiss die Be-

Ziehung
=Ty
- | nmleg+ &, t-z 42y + E)dE

Wo [(zy, t—ax -+ z,) den I(xz,t) entsprechenden Ausgangsbestand be-
deutet. Bei Berticksichtigung der Interpolationsformel (5) folgt

:.'Hng( Pt~
- l4+e «a w(xg + &, 00)ds
(30) Uz, t) = U(zmy, t,) of ' ’

WOty =t—x } x,ist. Fithren wir in dieser Beziehung endlich noch
lic Makehamsche Formel fiir w(z, ) ein, so ergibt sich

-y f-to-§ | [ "
- 1+e «a a4 pc¥o T Sas
(31) Nz, t) = Uzg, lg)e of )

Die weitere Auswertung dieses Integrals wird spiter folgen.

b) Die Theorie von Cantelly. Mit Ritcksicht auf eine vorzunehmende
Zerlegung des Rentenbarwertes a(z, £) haben wir uns in einer Iinschal-
bung kury mit der Theorie iquivalenter Priimiensysteme von Cantelly 1)
W befagsen.
~ Gegeben sei eine Versicherungskombination mit der kontinuier-
lichon 4, Jahre zahlbaren Primie g, der Zinsintensitit o und den
\_‘—————

1) Iis sei hier inshesondere auf die Abhandlung von Cantelly [3] verwiesen.
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k Ausscheideintensititen u*(z--&),%=1,...,k denen jeweils die
Versicherungsleistungen S™)(z 4 £) entsprechen 1).

Dann lautet die Defferentialgleichung des Nettodeckungskapitals:

d:Va :
d;" =0+ 2% @+ 8| Vet Em— 2P (@ + S (@ + 8-
(32)

Verindern wir die Leistungen derart, dass
S¥(a + &) — S+ &) + (S e+ &) — Vi)

wird, wo & eine beliebige von » abhiingige Konstante bedeutet,
so folgt die neue Gleichung

d fV;n R & * *
(33) e = [0+ St O] Vi + P —

“ZM (+ &) [(1+ ) Sz + &) — ™ V7]
oder
d:Vm

(34) o

= [(5 +— \j ( b 8(,‘)),“”)(33 + E)] z_l F Pznl
— DA+ @+ S+ )

Vergleichen wir (83) mit (34), so sehen wir, dass in der ersten
Beziehung den & Ausscheideintensititen p* die Leistungen (1 4 &)
SH ¢ T * entsprechen, wihrend in der zweiten Gleichung die
Ausscheideintensititen (1 &™) 4 an die Leistungen S* gebunden
sind. In beiden Fillen haben wir die gleiche Priimie und das gleiche
Deckungskapital. Es bleibt also belanglos, ob wir die Teilintensititen
oder die Leistungen in der angegebenen Weise variieren.

1) In diesem Abschnitt wollen wir unter a(z, t) den Barwert der kontinuierlich
zahlbaren Leibrente des z-jihrigen zur Zeit ¢ verstehen; |na(z,t) ist der ent-
sprechende temporiire Rentenbarwert. Die vorkommenden Primien und Reserven
sind ebenfalls kontinuierlich zu verstehen. Ist das Argument ¢ nicht angegeben,
so wird der entsprechende Ausdruck allein in seiner Abhiingigkeit von x betrachtet:
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Symbolisch kénnen wir dies folgendermassen darstellen:
(35) R‘;‘u [2(1 +eS—eV] :PZ(l b o) [E S] .

Von dieser Gleichung werden wir unmittelbar Gebrauch machen.

~ ¢) Zerlegung des Rentenbarwertes. Tis sei P, |, [S;,5,] die Primie

®lner gemischten Versicherung, bei der im Falle des Ausscheidens
Nach der Ausscheideintensitit u, oder u, die Leistung S, oder S,
erfolgt. Ferner sei die Summe gy + oy = g .

Auf die Grosse P

2 ig |1, 1] wenden wir die Umformung an:

1,1|P_, [1,V]+P

11, fta £, M2

[V,1]—PB, . [V.V].

1y e [ 11, Hg

Hier stellt die linke Seite die Primie derjenigen Versicherungskom-
bination dar, bei der im Falle des Ausscheidens infolge einer der beiden
Teilintensititen uy oder u, jeweils die Leistung «1» erfolgt. Wir kénnen
daher iz P [1, 1] wegen der Festsetzung p, + sy = pty auch P, [1]
Schreiben. Auf der rechten Seite bedeutet ¥ der Reihe nach das
Deckungslca,pita,l der Kombination [1, V] oder [V, 1] oder [V, V].

Um die Grosse I, |, [1, V] ausauwerten, wenden wir die Gleichung

fe U
(?2?) bei zwei Ausscheideursachen an und setzen darin &9 = 0 und
e — 1

Dann folgt die Beziehung:

4 [1’V] :Ell [1]

s Ha

G

anz analog erhalten wir fiir &V =-—1 und ¢® = 0:
‘Bq,.uz [V’ 1] = Rtg [1] 2
Damit ergibt sich die Zerlegung der Primie:

(36) I::ta []‘] g I.)'tl [1] _l— Btz [1] - I::‘l»#a [V’ V] £
Bevor wir diese Bezichung weiter umformen, miissen wir den
Ausdryel b .. [V, V] deuten. B, [V, V]ist die Priimie derjenigen
Yersichorungsform, bei der im Talle des Ausscheidens die Leistung
JeWeilg gleich der Reserve ist; in die Reservedifferentialgleichung (32)
aben iy also fiir S(x -+ &) den Wert V' einzusetzen. Die Sterbeinten-
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sitdten heben sich heraus, und es bleibt die Reservedifferentialgleichung
der Sparversicherung. Also 1st

. 1
Rl]_ Mg [V’ VJ :Pﬂ—l:___—a'
[l 8] a
]
Nun beachten wir, dass ausserdem
1 .
P“_.[l]: -—4,1=1,9,8,
o |na &(iL

ist, dann erhalten wir aus (36) die Beziehung

1 1 1 1

[na3(x) ntt1(2) | nte() | Ly ‘

2

Lassen wir darin noch » ins Unendliche gehen, so ergibt sich

(37) 1 ~ 1 + 1 1 1
& — y oo =— — -
ay(x) T ay(z)  ay(®) e 9

Darin ist allgemein a,(x) der Barwert der kontinuierlich zahlbaren
Rente, der die Ausscheideintensitiit u;(z) zugrunde liegh; dabei gilb
ty + gy = uy. Bine gleiche Zerlegung des Rentenbarwerts hat bereits
Ladstone 1) hergeleitet.

Die Interpolationstormel (5) schreiben wir, um uy(z) = u,(z) +
+ p5(z) zu erhalten, in der IForm

-t
w(z, ) = w(@,00) + € « w(w,o0).

Der gesuchte Rentenbarwert a(w, t) lisst sich dann gemiiss (37) dar-

stellen durch den Rentenbarwert a,(z) — a(z, ) und den Renten-
-t

barwert a,(x) — a*(x, t), dem die Ausscheideintensitit e « u(x, ®)
entspricht.

Ist & die gegebene Zinsintensitiit, so nimmt der Rentenbarwers
a*(z, t) die Gestalt an:

1) [idstone [4] leitet diese Formel auf einem anderen Wege her. Die Pormel
gilt niherungsweise auch fiir die Zerlegung der diskontinuierlichen temporire?
Verbindungsrente.
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(38) a¥ (i, l) = / C—‘o/ [He ’ "'{m'!—:’m)]drdr,
0
wihrend
(39) a(x, o) = / g—h/ [BlatRioll e g
. 0
18,

d) Iinfikrung der Makehamschen Sterbeformel. Zur Berechnung
des Wertes a*(z, t) nehmen wir erneut an, u(x, o) sei durch eine
Makehamsche Kurve darstellbar. Dann ailt (29):

w(x, o) =0 + pc’,

Wobel g,y > 0 sind und ¢ > 1 ist.

Zuerst losen wir das Integral des lixponenten von (38)

k. Setzen wir darin fiir (2 - &, o) den Wert aus (29) ein, so nimms
¢S den Wert an

(40)

/‘- . o . =l a,})(}a: +& r
[()"‘E“ e = (0' - ’}/Cm‘h&')ldg = (55————6 “ ®o - . ) .

) _ l—aloge/|,

Wir setzen zur Abkiirzung noch

! 1 pe*
ae s = A@), ¢« =b0SbS1, o — = C(a)

Wd erhalten fiir (40) den Wert
57 + a A(l) 4 All) O(a) — a AQR) b — A(l) C(z) (b -

Dieses Frgebnis fithren wir in (38) ein und finden
o0

(41) a*(x, 1) = e~ (=t C(x)) / 8T b ad(Ob -+ A() C(@) (be)"

0
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Zur Vereinfachung bezeichnen wir das Integral rechts mit J; dann gilt

a*(z, ) == J e~ D n+ L)

mit
oo
J == [ et o0 A Ca) (b g0
0
Sodann fithren wir cine neue Integrationsvariable y = ™ ein mit
dy =—dydr. lerner wird
L LA
b=y ¢ =y 4 , Grenzen: 7z |y
0 1
0
und damit aal
t
1 r X t-wlye
(42) J o= ASA/ exp (o*[l(t) yo - A(t) Clz)y )dy.
( /

0

Fine direkte Auflosung dieses Integrals besteht nicht, dagegen
liisst sich sein Wert durch Reihenentwicklungen beliebig approximieren.
) Approximation mattels esner binomauschen Reshe. Wir entwickeln

den Integranden zuniichst in eine lixponentialreihe

! 1-o log ¢

erp (a Ay + A Clx)y = ) —

{Q‘T l I'_ ._l_‘_'_ff_.ll.lg e |r
< . ’. G/_I(t) ',l/ o _I_ /l(i) (/’(3;) y s

L'J V.

y=:0

und schreiben fur die »-te Potenz rechts die binomische Reihe:

co ¥ -
41 o 4RI
- \/‘ A \_ o' O(:’E)A 1yl
A fp! ) z«'..m-'}.!('V“ .l)! .
y=10 A=0

Die Summe integrieren wir gliedweise; alsdann ergibt sich

oo

: L - O Y
y —— ZGV A(t)" b - g (33)
=t Ay —A)! (v —ad log ¢ + «d)

)

y=10 A
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Diesen Ausdruck setzen wir in (41) ein und erhalten als Rentenbarwert

(48) - N
) 7 (/(‘,L)f
A*( g 4} — g o+ () g L. g S _
() = e Z" }__Z_U‘l!(v“—i)!(vod log ¢ -+ «d)

r=40

f) Adpproxemation mittels zwerer xponentialreshen. Als Ausgangs-
bunkt wihlen wir das Integral J, werden jedoch zuerst nur einen
f'1 . 5 S 5 . . . - .
Leil des Integranden in eine Iixponentialreihe entwickeln, nimlich

t-u log ¢ > vear log e
exp (Zl(t) Clayy Z‘ — AW () y

Diese Beziechung setzen wir in J ein und erhalten

o 1 i
1 A 1 © ' J:iu_r__l_(_J_g I o -
(44) J = ()?—Jq;' At C(x) f TR )y dy.
r=—A) 3

J . . . o . o .
Sodann entwickeln wir den zweiten Faktor dieses Infegranden in
‘e lixponentialvreihe und erhalten

1Ay lmr ¢

1~ 1 ) ) 5 1 g Yoo proremarlog o
of = '> o A" Oy }_{---—-G‘A(t)" / Y asdy

und (arans

, 'Sw {"\ o A( )" ”C’(L)
e] =t 2=
el £ a—-‘ y! 2! (v 1A —av log ¢ ad)
h'“nll st der Rentenbarwert bestimmt:
T\ ot A(t)" Cla)”

(45) e p) ety NINY O
« (,L,[) a® e ZT)‘)LJ,,,IZI(];+.)__.-(“; l()() C f«aﬁ)

v) Dayrstellung mittels unvollstindiger I'-I'unktionen ). Im Integral
“er Tormel (44) setzen wir als neue Variable

Y) Vgl Iiriedli [5], wo die Fntwicklung des Rentenbarwerts — allerdings

n . = .
“‘11{1]5 I‘un!\hon von a — mittels unvollstindiger /-Funktionen vorgenommen
]I‘(
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L

2= —o Ay« , dy = ad (—aA(t))™ 79 dg

Grrenzen: y| Z

[ir o erhalten wir, wenn wir k= 1 -—« log ¢ setzen,

3 1 —0. l( )
] — OCZ-‘ (ﬁ O_) -k /'( )rtl 100‘ (—A Cl( )l’ | d,k - ad - e“Z ([3‘

!
y=0 L 0
Darin stellt das Integral rechts eine unvollstindige ['-IFunlktion
dar, nimlich _ . .
Pl—aA(t), vk +0).
Die unvollstindige /-Funktion kann auf verschiedene Arten aus-
gewertet werden ), Wir geben hier eine von Legendre herrithrende
Iintwicklung an; es gilt
h b

l ] e L e,
(2, h) 2-4hh|~ oo (b v)

Mit Hilfe dieser Formel erhalten wir tiir das IntegralJ die Gleichung:

\:Jﬂ 1 . ,\w o ) vk ‘FWSWU N
a,,_o ) A(t)" C(x) ;:L‘g (uk s 2! (— o A(t))

Setzen wir diesen Wert endlich noch in (38) ein, so folgt

N (k- ad—1 |
(46) a*(x,1) = ae” jZ f”’EMF:‘M Fl) (o) Clay 40

0A=0

Bei den vorstehenden Ableibungen haben wir darauf versichtet,
die I'rage der Konvergenz der auftretenden Summen sowie die der
Vertauschbarkeit der Summationen mit den Integrationen besonders
zu untersuchen. Wir verweisen an dieser Stelle auf die Abhandlung
von Reichelt ?), der allerdings ohne Beriicksichtigung der Abhingigkeit
der Leibrente von der Beobachtungszeit ¢ die Konvergenz der rechten
Seite von (38) einer kritischen Betrachtung unterzogen hat.

1) Die Theorie der unvollstindigen [™-Funktionen sowie der Beweis der Ent”

wicklung nach Legendre finden sich z. B. bei Nielsen [6].
%) Vgl. Reickelt [T].
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2. Abschnitt

Numerische Uberpriifung des Verfahrens

Die im vorhergehenden Absehnitt entwickelte Methode wollen
wir nun auf Grund schweizerischer Sterblichkeitserfahrungen nume-
tisch fiberprifen und damit auch die einfache Handhabung des Vor-
gehens helegen.

§ 7

Die unendlich ferne Sterbetafel

«) Dre Baltenspergersche Tafel. Baltensperger V) hat den Versuch
Wternommen, die Sterblichkeit der sehweizerischen Bevilkerung auf
dery Grundlage einer unendlich fernen Sterbetafel vorauszuberechnen.
Zuerst konstruiert er in cinfacher Weise die bendtigte unendlich forne
Sterbetafel, auf die wir spiter noch genaner cingehen miissen. Zur
[nt(tpn[ah(m der Sterbewahrscheinlichkeiten selber wird die Formel
benuts -

gl 1) = q(z, o) -+ Alq(a))C",

Yo A(q) = q(x, 1929—1932) — q(x, ) bedeutet und € > 1 cine feste
[\nnshmh‘ ist. Der Nullpunkt der t-Abszisse legt bei 1931.0,

Um die Irgebnisge von Baltensperger o den Berechnungen der
H(‘Ylt(ll\(‘hl(h('lllll“ praktisch anwenden zu kénnen, miisste man mit
Hilte (o (e, ) fie alle Zeitpunkte ¢ die Uberlebensordnung 1z, )
bestimmen und daraus weiter die Rentenbarwerte ermittoln,

i ungere Zweeke st aus der Arbeit von  DBaltensperger die
]\”Tlsfm[\ tion der unendlich fernen Sterbetafel von Bedeutung; die
olgenden Grundsibze waren fir ihro Aufstellung massgebend :

L. Die absolute Sterblichkeit infolge der Todesursachen Selbst-
Mord, Unfall, Krankheiten des Kreislaufapparates, Altersschwiiche
d Krebs behilt fiir das Alter 25 den Wert der Jahre 19281935 bei.

2. Die prozentuale Verteilung dieser Todesursachen auf die Alters-
Sfuppen bleibt dieselbe wie in den Jahren 19281935,

V) Vel. Baltensperger | 8).
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3. Die absolute Sterblichkeit strebt mit wachsender Zeit fir jedes
Alter einem festen Grenzwert zu.

4, Die abgolute Sterblichkeit infolge anderer als der in der ersten
Voraussetzung angefithrten Todesursachen wird fiir das jlingste be-
obachtete Alter, d. h. fir das Alter 25, beim rreichen des Grenz-
wertes noch die Hilfte ihres Wertes der Jahre 1928—1935 haben.

5. Die absolute Sterblichkeit der Hundertjihrigen behélt ihren
Wert von 1928-—1935 bei.

Bezeichnen wir die Sterblichkeit infolge der in der ersten Vor-
aussetzung genannten Todesursachen mit q,(z, ), so erhalten wir nach
Baltensperger die folgende Formel zur Konstrulktion der unendlich fernen
Sterbetafel:

100 — 2

q(x, ) = q(z, 1981,0) — o [q(z, 1931,0) - q, (x, 1931,0)] .

Der Zahlenfaktor des Minuenden rechter Hand ist einerseits be-
dingt durch die vierte Voraussetzung, wonach der Endwert der heute
in der Abnahme begriffenen Todesursachen gegen den halben Wert

| o 1002
der Jahre 19281935 konvergieren soll. Andererseits 1sb - (er

I

3]
einfachste Ausdruck fiir die Voraussetzung, die Abnahme der Sterblich-
keit auf die halben Werte der Periode 19281935 treffe in der un-
endlich fernen Sterbetafel nur fiir das unterste Alter ein, wihrend
die Sterblichkeit der Hundertjihrigen unverindert bleibe.

Um zu entscheiden, ob wir diese Vorausberechnung der Sterblich-
keit nach Baltensperger fir die Liosung unserer Aufgabe itbernehmen

diirfen, vergleichen wir mit der 1941 — nach Abschluss der Unter-
suchungen von Baltensperger — verdffentlichten schweizerischen

Volkssterbetafel SM 1933—1937. Die Sterbewahrscheinlichkeiten der
Sterbetafel SM 1933-—1937 decken sich fiir die Altersklassen bis 45
zienlich genau mit den von Baltensperger tiw den Zeitpunkt 1941,0
vorausberechneten; in den Altersklagsen 45—70 entsprechen sich die
Sterbeziffern der Tafel SM 1933—1937 und der Baltenspergerschen
Tafel fiir 1951,0. ar die hoheren Alter nihern sich die Beobachtungs-
werte 1933—1937 mehr und mehr der unendlich fernen Tafel, und
bei Alter 84 iberschneiden sich die Werte sogar. Darvaus sehen wir,
dass die Annahmen von Baltensperger einer Anpassung bediirfen.
Bualtensperger setzt voraus, dass die absolute Sterblichkeit der
Hundertjihrigen ithren Wert von 19281935 beibehalte. Um diese
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Annahme rechneriseh zum Ausdruck zu bringen, gibt er in sciner
Formel zur Berechnung der Sterbewahrscheinlichkeit q(x, o) der
Komponente der abnehmenden Teilwahrscheinlichkeiten den Faktor

— bei. Dieser soll in einfacher Weise den abnehmenden influss

der Tiebensverbesserung auf die Sterbewahrscheinlichkeiten bei wach-
sendem Alter darstellen. Diese Iiinengung wollen wir fallen lassen.

b) Die Voraussetzungen der hiypothelischen Sterbetafeln A, und A,.
Die wodifizierten Annahmen fir die unendlich fernen Sterbetafeln
fihren anf die folgenden Voraussetzungen:

1. Die absolute Sterblichkeit infolge der Ursachen Krebs, Unfall,
Selbstmord, Krankheiten des Kreislaufapparates und Alterssehwiiche
bleibt dieselbe wie in den Jahren 1928—1935.

2. Die absolute Sterblichkeit infolge anderer als der in der ersten
V()rm_'lssetmmg genannten Todesursachen strebt der Hiltte des Wertes
20, der in der Periode 1928—1935 beobachtet wurde.

3. Die prozentuale Verteilung der Todesursachen auf die Alters-
gtuppen bleibt dieselbe, wie sie in der Beobachtungsperiode fest-
gestellt wurde.

Betrachten werden wir die Sterblichkeit der Minner vom 25. Al-
bersjahre an. — Die auf diesen Grundlagen gebildeten Werte g(x, o)
gleichen wir in dor Hauptsache nach der Methode von King aus.
Zuy Ausgleichung der untersten 12 Jahre verwenden wir die Methode
der orthogonalen Polynome von Gram, withrend wir die obersten Alter
dureh geeignete Mittelwerte glitten. Die so crhaltene Sterbetafel
werden wir kiint tig mit A, bezeichnen und simtliche auf sie bezogenen
Gfl‘(issen mit dem Index 1 versehen. So seiz. B. ¢ (z, o) die ausgeglichene
Sterbewahrscheinlichkeit nach der Sterbetafel A;.

Die Tortschritte der modernen Krebsforschung geben zu der
v “rmutung Anlass, es werde gelingen, die Wirkung des Krebses weit-
8chend ecinzudimmen. Um dieser moglichen Iintwicklung Rechnung
“W tragen, werden wir neben der Tafel A, eine zweite unendlich ferne
Sterbetafel betrachten, der wir die gleichen Voraussetzungen zugrunde
l"gﬁ‘n wie der Tafel 4, mit dem einen Unterschiede, dass wir die Todes-
u_l‘S%Lche «Krebsy aus der ersten Voraussetzung herausnehmen und in
(113 Zweite Voraussetzung einsetzen b). Die derart entstandene Sterbe-

1 ,Die“gl-dbei benutzte Krebssterbetafel findet sich in der Abhandlung [9].
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tafel bezeichnen wir mit 4, und werden Grossen, die sich aul diese
Tafel beziehen, mit dem Index 2 kennzeichnen.

Da Sterbefille infolge Krebskrankheiten nur big zum 94. Alters-
jahr beobachtet wurden, liegen auch die entsprechenden Sterbeziffern
nur bis zu diesem Alter vor. Deshalb bricht unsere Sterbetatel A,
beim Alter 94 ab.

Die Sterbetafeln 4, und 4, sind in der folgenden Tabelle I aus-
rugswelse wiedergegeben:

Die Tafeln A, und A, Pabelle 1

. A, A, . A, A,
(11(50, m) (IE(LE, \) QL(”:’ oo) ([2(33, ‘\3)
25 0,00 272 0,00 271 (§55% 0,083 357 0,02 920
30 280 276 T0 5077 4 469
35 a7 329 H 8019 T 255
40 429 413 80 12 093 11306
45 619 aT9 85 18 104 L7 359
50 963 871 90 25 050 24 360
55 1471 [ 288 05 35 660
60 2179 1 894 o e —

§ 8
Abhingigkeit der Grdssen «(z) und f(z) vom Alter x

Ziwischen der unendlich fernen Sterbetafel und den FKrfahrungs-
tafeln interpolieren wir die Sterbewahrscheinlichkeiten nach der in § 3
angegebenen Methode. Zur Bestimmung der Grossen a(z) und f(x)
wihlen wir neben der unendlich fernen Sterbetafel die beiden Volks-
sterbetafeln SM 19291932 und SM 19331937, Der ersten Tafel
geben wir die Zeitabszisso ¢; == 0 und der zweiten die Abszisse £, — 4,5.

Um den Verlauf der Grossen a(z) und f(a) in Abhingigkeit vom
Alter x darzustellen, geniigh es, die Rechnungen mit Gruppen von
je funf aufeinander folgenden Altern durchzufiihren und dabei an-
zunehmen, dass fiir alle Alter in diesen Gruppen jeweils a(x) und
f(z) gemeinsame Werte annehmen. Dann gilt fir die Altersgruppes
deren niederstes Alter = 1st )

1) Auch weiterhin werden wir bei Rechnungen mit Altersgruppen, die ein
zelnen Gruppen jeweils durch das tiefste in ithnen enthaltene Alter kennzeichnen:
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;L"!-‘fl /:( ) x4
N —=(1+e ‘5 (&, o).

Tabelle 11 zrusammengestellt sind.

e Konstanten «(x), p(x) wnd ﬂ(fz;)

a(z) und fi(x), die in der

Tabelle 11

oy (i) as@) | —Pi(@) | —Pux) | —Bia) | — Bula)
25 8,341 6 8,539 6 6,460 1 6,391 0 63585 | 10,340 3
30 6,656 1 6,983 0 4,616 2 4440 1 7,420 0 BATT 5
35 07584 | 10,625 3 77569 7,371 2 8,579 2 9.553 1
40 11,641 1 (33470 | 10,0927 0,279 8 0,292 4 9,598 0
45 09,7332 | L1744 7 9,280 7 8,6625 | 10,2910 1 L0181 9
50 80063 | 1ELH8E 2 8,590 2 76529 | 114373 9,016 0
55 92490 | 41852 | 10,909 1 9,866 9 | 12,7302 9,636 1
GO (3,020 0 | 20,9885 | 18,3669 | 17,1047 | 142366 | 10,740 4
G55 (12,6763 | 20,585 1 18,0259 | (78595 | 153478 | 11,9768
70 (37644 | 204956 ] 20,0959 | 204836 | 157577 | (3,1579
5 15,7068 | 224934 | 235702 | 245793 | 16,1046 | 15,1306
80 Q77867 | 85,0108 | 414520 | 427685 | 16,1008 | 16,863 4
85 10,246 1 (20879 | (5,1488 | 15,8745 | 15,9583 | 17,9802
90 8,082 7 06707 | 1301761 128956 | 156409 | 18,4079
95 8511 3,837 4 — 5,228 1

\-—v“—

Untersuchen wir die Reihen a(z) und f(x) auf ihre Abhiingigkeit
Vom Alfer hin, so schen wir, dass sie keinen typischen Verlanf zeigen,
der gicly analytisch leicht umsclnmbon liesse. Die Konstante «(z) hat
in beiden Tillen in den Altersgruppen 40 und 80 ein Maximum, bei
25, bei 50 und hei 95 ein Minmmum. Doch ist ihr Verlauf auch zwischen
‘heson Extremwerten keineswegs monoton,

Betrachten wir sodann die beiden Reihen der f(x), so kinnen
Wir hior sihnliche Figenschaften wie bei den a(z) feststellen, nur liegen
er (g Betrige der Fixtremwerte weiter ausemander,

Dio Schwanlkungen der Werte a(x) und g(z) erkliven sich daraus,
Qasg die Sterbewahrscheinlichkeiten der zusammengehorigen  Alter
Nicht, proportional zucinander sind. Stiinden nimlich jeweils alle drei

® der Inter polation betrachteten Ster b(\w(mlnsohomhuhlcuten cines
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Alters in einem festen Verhiltnis zueinander, so hittten wir fir alle
Alter die gleichen Konstanten « und p.

Der Verlauf der Grossen a{z) und p(z) st also im wesentlichen
nicht eine Funktion des Alters z. Daraus schliessen wir, dass wir die
Werte a(z) und f(z) durch geeignete Mittelwerte ersetzen diwrfen.

Bevor wir an die Berechnung dieser Mittelwerte gehen, wollen
wir zeigen, wie sich die Annahme eines Mittelwertes o auf die Grossen
f(x) auswirkt. Zu diesem Zweck greifen wir in unsern Rechnungen
voraus und setzen fir «; und «, die Mittelwerte 10,793 bzw. 13,804
Um damit die #(x) zu bestimmen, brauchen wir neben den unendlich
fernen Sterbeziffern noch die Sterbewahrscheinlichkeiten aus einer
weitern Tafel; wir entnehmen sie der Tafel SM 1929-—1932. Die so
berechneten Kongtanten bezeichnen wir mit f,(z) bzw. ﬂz(L), ithre
Werte sind in den beiden letzaten Spalten der Tabelle [I enthalten.
Die zeigen, verglichen mit den Werten, §,(x) und fy(x), einen aus-
geglicheneren Verlauf. Im wesentlichen haben wir es mit einer dem
absoluten Betrage nach wachsenden Iunktion zu tun. Die Werte
B(x) liegen bereits in einem ziemlich engen Intervall, dessen halbe
Linge in beiden Fillen etwa 4,5 betrigt. Da f eine Konstante von
der Dimension einer Zeit ist, entsprechen die Abweichungen, die wir
fiw die g(z, f) bet Annahme eines von x unabhiingigen o gegeniiber
den q(x, t), gebildet mit den «(x), erhalten, héchstens der Lebens-
verbesserung von 4,5 Jahren (positiv oder negativ genommen).

§ 9
Berechnung und Anwendung der Mittelwerte « und S

@) Die Berechnung. Die Mittelwerte o« und  berechnen wir nach
der in § B3e entwickelten Methode der kleingten Quadrate unter
Verwendung der beiden Sterbetafeln SM 1929-—1932 und SM 1933
bis 1937. Bet Annahme der unendlich fernen Tafel 4, summieren
wir itber alle Alter von 25 bis 95 und bei Annahme der Tafel A, tiber
alle Alter von 25 bis 94. Die hoheren Alter lassen wir bei dieser Rechnung
weg, da ithre Quadrate zu sehr ing Gewicht fallen wiwrden.

Nehmen wir zuerst an, die Sterblichkeit strebe mit wachsender
Zeit gogen die Wahrscheinlichkeiten aus der Sterbetafel 4., so er
halten wir folgende Bestimmungswerte:
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95
Dz, 0) ¢y (2, o) = 1,172 401 138 9

25

}_J q(x, 4,5) ¢y(x, o0) = 1,097 536 332 5
25

95
N i, 0o0) = 0,952 963 T41 6.

Daraus folgt i
= 10,792 94, B, = — 15,849 53.

Analog erhalten wir im zweiten Falle die Grossen:

tn
> g(z, 0) gy(x, o0) = 0,976 517 857 9
94 _‘)
:‘j q(z, 4,5) qy(, 00) = 0,917 439 067 5
a 94
N 2, o) == 0,764 140 739 5
und daraus k
ay = 13,804 60, B, = — 17,675 25 .

b) Dre Abweichungen. Um die eben gewonnenen Werte o und f
Wt ihve Tignung hin zu priifen, berechnen wir fir einige Alter mit
der logistischen Interpolationsformel die Sterbewahrseheinlichkeiten
“rStens bei Zugrundelegung der vom Alber abhiingigen Konstanten
%(2) und f(x) und zweitens mit den entsprechenden vom Alter un-
‘Lbhwnﬂmou Grossen o und /)’ Diese Rechnung ftithren wir fie den
f‘ultpunki, 1940,0, d. h. fir ¢ =9, durch. Wir erhalten, wenn wir
Mnehmen, die Sterblichkeit l\()nvommo mib wachsender Zeit gegen
die in der Sterbetatel A, enthaltenen Sterbeziffern, folgende Werte:

Tabelle 171
@ ¢, 1940) ql({n, 1940) Fehlor
loe(), f()] lee,
25 0,00 315 0,00 299 5 9
35 396 370 6,59,
45 T4 631 4,59,
55 1642 L 618 1,5%,
65 3755 3693 1,5%
75 9 039 8 822 2,5%
85 19 819 19916 0,59%,
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Die auftretenden Fehler sind entsprechend der Natur der Aufgabe
nicht gross, so dass die vorliegende Methode auch gut zur Voraus-
berechnung der Sterblichkeit an sich angewendet werden konnte.

Offenbar werden die hier auftretenden Ifehler mit wachsender Zetb

immer kleiner, da in der Interpolationsformel (6) ja nur der Ausdruck
f-t
e « fir den Verlauf der Sterblichkeit massgebend ist. Darin iber-

wiegt aber die wachsende Grosse ¢ immer mehr gegeniiber den Mittel-
werten o und f.

Wir haben uns aber nicht die Autgabe gestellt, die Sterblichlkett
an sich vorauszuberechnen, sondern wir wollen die Rentenbarwerte
unter Beriicksichtigung der Lebensverbesserung bestimmen.  Dazu
brauchen wir indessen nicht die Sterbeziffern, sondern allein die
Uberlebenswahrscheinlichkeiten p(z, ). i diese erhalten wir die
folgenden Ifehler, wenn wir von den oben berechneten Werten

q(x, 1940,0) ausgehen:
Tabelle 1V

€ Iehler @ Fehler @ Ifehler @ T'ehler
25 0,18 % 45 0,36 Yap 65 0,6 %40 85 1 s
35 0,25 %0 55 0,259, 75 2 Y —_ —_—

Wir sehen daraus, dass der Fehler, den wiv durch die Annahme
der vom Alter z unabhiingigen Mittelwerte « und g begehen, gemessen
an den Uberlebenswahrscheinlichkeiten, sehr klein ist.

Legen wir unsern Rechnungen die unendlich ferne Sterbetatel
A, zugrunde, so erhalten wir dhnliche lrgebnisse wie oben.

¢) Hypothetischer Verlauf der Sterblichkeit. Zur Darstellung des
hypothetischen Verlaufs der Sterblichkeit in den nichsten Jahrzehnten
sind in den beiden folgenden Tabellen die Sterbewahrscheinlichkeiten
fir einige Alter zusammengestellt. Diese sind mittels der Interpola-
tionsformel (6) berechnet, wobei die von 2 unabhiingigen « und p
benutzt wurden ).

1) Hier sind die Sterbewahrscheinlichkeiten fiir @ — 25 bei Annahme der un
endlich fernen Sterbetafel A, deshalb grosser als bei Annahme der 'Tafel Adv
da sich einerseits die Sterbeziffern (25, co) und ¢,(25, o) nur sehr wenig vor-
einander unterscheiden und andererseits die Konstante o, grosser ist als oy, 8¢
dass die Sterbewahrscheinlichkeit q,(x, f) weniger schnell gegen ihren Iindwer?
fillt als q,(x, t).
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Die  Sterbewahrscheinlichkeiten gy (x, £)  berechnet mit oy, A,

I(, co).

<) Tabelle 'V
\ 1940,0 1945,0 19550 1965,0 1975,0

25 0,00 299 0,00 289 0,00 279 0,00 275 0,00 272

35 370 358 345 340 339

45 631 659 (34 625 (22

5154 1618 L 564 1 508 1 486 1477

65 3693 3568 3441 3 398 3 370

75 S 822 8 524 8219 8 098 8 050

85 19916 19 243 8 555 18 283 18 175
R

Die  Sterbewahrscheinlichkeiten qy(x, £) berechnet mit  wy, By,
T2, o).
’ ) Tabelle VI
 —
x 1940.0 19450 1955,0 1965,0 (975,0
25 0,00 310 0,00 298 0,00 284 0,00 278 0,00 274
35 377 362 345 337 333
45 663 638 60T 593 586
55 L 475 L 418 1 854 L 8318 1 303
65 3 848 3214 3063 2 989 2 954
75 8 306 7 986 7 609 7 426 7 338
85 19 873 19 109 18 207 17 770 17 558
e ——

§ 10

Priifung der Niherungsformel (21) fiir /(x, !)

Fiwe die Uberlebensordnung I(z, t) haben wir die Nihernngsformel
getunden :

Bl -l &
(@, t) = l(w,00) € « l(z, o) E e« Nxy+ &),
=0

Wo Ty = @ —n und t, — t—mn das unterste beobachtete Alter bzw.
den thm zugeordneten Zeitpunkt bedeuten. Ferner ist Q(x) = kq(x, oo)

!
?l i . ST 1
U sebzen, wo ¢ « <L <1 ist.
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Diese Niherungstormel wollen wir an einem Beispiel auf ihre
(renauigkeit hin priffen und dabei zeigen, dass der beste Wert von
k gerade 1 1st.

Zu diesem Ziweclk berechnen wir mittels der Interpolationsformel (6)
alle Sterbewahrscheinlichkeiten (25 + &, 1940 4 &), & = 0,1, ..., T4,
mit festen Mittelwerten o, und f,. Mit diesen Wahrscheinlichkeiten
kénnen wir dann die ganze Uberlebensordnung £,(x, t) der 25jihrigen
Minner des Jahres 1940 berechnen. Diese Werte sind auszugsweise in
der Tabelle VII enthalten.

1. (2, 8), genaue Werte.
2. A = (z, t) |genau| — {,(x, ) |angenihert ). Tabelle VII
x L(z,t) A i L, £) VAl z bilas, b) /A
25 100 000 0 o0 89 368 —1 75 40 170 l
30 98 564 01 55 84 288 —1 80 24 220 3
35 97016 2 60 77179 0 85 L1189 2
40 95 186 l 65 67 631 | 90 3435 1
45 N2 804 —1 70 55 084 2 95 620 2
100 34 1

Die Grossen {y(z, t) berechnen wir anderversetts mittels der Nédhe-
rungsformel (21). Die Konstante L des Mittelwertsatzes ist so zu
bestimmen, dass die Abweichungen Z der nach der Nithm‘ungsformol
(21) berechneten Werte von [ (x,£) von den exakben Werten tir
Li(x, t) moglichst klein werden. Durch einige Versuche findet man,
dass dies fiir k== 1 der Fall ist. Die Differenzen A sind ebenfalls in
der Tabelle VIL auszugsweise zusammengestellt,

Wir sehen davaus, dass der influss der Glieder zwetter und hoherer
Ordnung in q(x, ) aut die Uberlebensordnung fusserst gering is.

§ 11

Priifung der Niherungsformel (25) fiir a(z, )

In § 5 a haben wir fiir den Barwert der lebensliinglichen Tieibrente
die Niherungsformel gefunden:
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. Vo V(& + &, o)
ao, ) = a(z, ) e« N e w glat E—Lo) 22
1 D{z, oo)
[m folgenden werden wir untersuchen, welehen Fehler wir bei

der numerischen Anwendung dieser Niherungsformel begehen.
Aus der unendlich fernen Sterbetafel 4,
Aweck zuniichst die unendlich ferne U )mI(\bonsmdnunOr l(z, o).
Daraug herechnen wir mit dem nvgobonvn Zimsfuss 1 die Werte D, (x, o)
nd N, (2, co); diese Gréssen sind fir 4 = 0,03 auszugsweise in der
[(tl)vllv VIIL aufgefithrt. Iibenso bestimmen wir die Summen

bestimmen wir zu diesem

&1

D\(z,

i alle Alter 2. Auch diese Werte sind auszugswelse in der Tabelle VITI

s=1

tir § = 0,08 angegeben.

o) Fi(x) =Dl e @ gz

E—1 oc)i (

+ &

o)

Tabelle VIIT

55
60
65
()
T5
80
85
90
95

n’)l(;li, \)

47761
40 653
3 Dl
20 254
24 G615
20 458
16 652
[ 158
) 950,43
G D941
44014
2 290,38
913,05
1188
37,76

N, (i, o)

[ 161002
936 871
746 180
584 372
447 GO3
333 002
238 A5
162 305
103 0239

50 307,43

29 6708

12 1467
376,12
778,29
80,18

D (2, 00) I ()

29 5399
28 64.1,8
29 149,8
30 5323

32 185,58
32 8155
31 845,56
27 952.3
23 039,38
16 692,3
10 331,5

4 866.9

L7034

354,63

353,66

In ciner weiteren

]Q}

dgen

=t

re die Yoeitfaktoren ¢
| 156 es ohne weiteres moglich, nach der
(le

N gesuchten Rentenbarwert fitr

zusarmenstbellen.

— Mit diesen Grund-
Niherungsformel (25)
jeden Zeibpunkt anzugeben.,

Tabelle kénnen wir i alle in Frage kommenden
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Die zum Vergleich notwendigen genauen Werte der Renten-
tbarwerte withlen wir folgendermassen: ausgehend von den verschie-
denen betrachteten Altern, denen jeweils der Zeitpunkt ¢ = 1945,0
zugeordnet ist, bestimmen wir alle Sterbewahrscheinlichkeiten
qy(x+ &, 1945 F &), 2 =2535, ...,85; £ = 0,1, ..., nach der Inter-
polationsformel (6) einzeln, wobei wir die KEndwerte der Sterbeziffern
der Sterbetafel 4, entnehmen und die festen Mittelwerte «, und fy
verwenden. Damit sind die Uberlebensordnungen und die Renten-
barwerte a,(z, £) fiir alle gesuchten Alter bestimmt. In der Tabelle IX
sind die Frgebnisse fitr ¢ = 1945,0 und 7 = 0,03 zusammengestellt;
zu Vergleichszwecken sind ferner noch die Grossen a, nach der Sterbe-
tafel SM 19291932 und die Werte a,(x, ) beigefiigt.

Tabelle [X

a(z,b) a,(x, ) Abweichungen & '
B genau  |angenihert (e, o)
enall | angenithert : 999/3¢
&e R absolut relativ | (1929/32)

25 24,1910 | 24,2763 0,0853 0,35%, 93,258 21,309
35 21,5424 | 21,5477 0,0050 0,029/, 90,492 21,601
45 18,0937 | 18,1019 0,0082 0,059, 17,033 18,184

55 14,1836 [4,2014 0,0178 0,139 13,226 14,320
65 10,1268 | 10,2060 0,0792 0,77%, 9,404 10,354
5 6,5782 6,5955 0,0173 0,269, 5,968 6,741
85 3,9596 3,9854 0,0258 0,65%, 3,523 4,103

Wir sehen aus dieser Zusammenstellung, dass die Fehler, die
durch unser Niherungsverfahren entstehen, nur sehr gering sind:
Ausserdem sind die angenitherten Rentenbarwerte immer grosser als
die genauen Werte, so dass wir diese Differenz gewissermassen als
einen Sicherheitszugchlag autfasgen konnen.
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Zusammenfassung

Wir stellen die wichtigsten Annahmen und Iirgebnisse unserer
Untersuchung zZusammen :

1. In der analytischen Trfassung der kiinftigen Entwicklung der
Sterblichkeit setzten wir voraus, die Zunahme der reziproken Werte
der Sterbeintensititen oder der Sterbewahrscheinlichkeiten erfolge
Nach einer logistischen Funktion gegen eine unendlich ferne Sterbe-
fafel hin. Die unendlich ferne Sterbetafel berechneten wir auf Grund
der Firgebnisse, die sich aus der Analyse der gegenwiirtigen Sterblichkeit
Nach Todesursachen ergeben. lis zeigte sich, dass die Konstanten
der logistischen Funktion praktisch als vom Alter unabhiingig an-
geénommen und daher durch geeignete Mittelwerte ersetzt werden diirfen.

2. Ausgehend von der iiblichen Darstellung der Uberlebenswahe-
Scheinlichkeit durch die Sterbeintensitiit bestimmten wir sodann unter
V@l‘wendung der Iirgebnisse nach Ziffer 1 die Uberlebenswahrscheinlich-
keiton und damit auch die berlebensordnung in Abhéngigkeit vom Alter
und von der Beobachtungszeit. Dabei durften wir die Glieder, welche die
Sterbewahrscheinlichkeit in zweiter und hoherer Potenz enthalten, ver-
Nachlissigen, Aus der so gewonnenen Niherungsformel fiw die Uber-
lebensordmmg folgte unmittelbar fitr den Rentenbarwert ber liinbezng
der zu erwartenden Lebensverbesserung ein einfach zu handhabender
Ausdruck, Alle darin auttretenden Grossen lagsen sich leicht tabellieren.

3. Die ziffernmiissige Priifung der Frgebnisse zeigte eine sehr
gute [ bereinstimmung mit den genauen Werten des Rentenbarwertes.
Das Vertahren ist geeignet, fiw die Abschitzung des Ninflusses der
Hoch zu erwartenden Lebensverbesserung verwendet zu werden.,

-4 Iis ist indessen unerliisslich, die Vorausberechnung stets durch
(1}9 Neuesten Frgebnisse der Sterblichkeitsmessung zu iiberpriifen und
diesen anzupassen; wenn notig sind die Konstanten und ebenso die
Wendlich ferne Sterbetafel neu zu berechnen,

Damit scheinen uns die eingangs gestellten Bedingungen erfillt.
Yil‘ haben bei bestméglicher Anpassung an die zu erwartende Fnt-
Wicklung - g0 wio wir sie als wahrscheinlich ansehen — eine einfache
Walytische Darstellung des Rentenbarwertes als I'unktion des Alters
nd dey Beobachtungszeit gefunden.

10



— 146 —

Literaturverzeichnis

Abkiirzungen

Bvm = Bliitter fiir Versicherungsmathematik,

Giia = Giornale dell’ Istituto Ttaliano degli Attuari.

Jia = Journal of the Institute of Actuaries.

Mvsv = Mitteilungen der Vereinigung schweizerischer Versicherungsmathe-
matiker.

Sa = Skandinavisk Aktuarietidskrift.

Tta = 'I'ransaction of the Faculty of Actuaries.

Va = Dag Versicherungsarchiv.

Vdvw = Verdtfentlichungen des Deutschen Vereins fiir Versicherungswissen-
schaften,

Zovw = Zeitschrift fiir die gesamte Versicherungswissenschaft.

Zssv = Zeitschrift fiir schweizerische Statistik und Volkswirtschaft.

L. Zusammenstellung der bisher erschienenen Literatur iiber die sdikulare
Sterblichkevtsabnahime

Ohne den Angpruch auf Vollstiindigkeit zu erheben, geben wir zuniichst
eine Zusammenstellung der wichtigsten Versuche einer Darstellung der sikularen
Sterblichkeitsabnahme.

Gylden, H.: —. orsikringstoreningens. Stoclholm 1878.

Richardt, I'.: Betenkning angasende valg af didelighedstabeller for Kristiania
kommunale pensionskasse. Dokument Nr. 48, Oslo 1901,

— Déodelighedsundersikelser 1 den Norske Linkekasse. Oslo 1910.

Lindstedt, A.: Alderdomsférsikringskommitensbetinkande, del TI. Stockholm
1912,

Elderton, W. P. und Oakley, H. J. P.: Report on the Resultats of an Investigation
of the Mortality of Life Annuitants during the Period 1900—1920. Jin 54 1923
43—90, 269—284.

— The Mortality of Annuitants, 1900—1920. London 1924,

Elderton, W. P.: Forecasting Mortality, Sa 1923 45—64.

Fraser, D. C.: Notes on recent Reports on the Mortality of Annuitants. Jia 59
1924 160—1717.

Elderton, W. P.: The Analysis of Annuity Iixperience 1900—1920 Jia Students’
Soc. 2 1926 215—225.

Richmond, G. W.: Neue Sterblichkeitserfahrungen in Grossbritannien. Vdvw 39
1926 155—173.




— 147 —

Ricbesell, P.: Uber Sterblichkeitserfahrungen in Deutschland. Zgvw 1927 114—117.

Derricl, V. P. A.: Observations on (1) Iirrors of Age in the Population Statistics
of Kingland and Wales, and (2) the Changes in Mortality inticated by the National
Records. Jia 58 1927 117—146.

Davidson, A. It. und Reid, 4. R.: On the Calculation of Rates of Mortality. Tfa 17
1927 183—213.

Elderton, W. P.: Mortality Iixperience of Annuitants 1921—1925. London 1929
und Jia 59 1928 387—398.

Brawn, H.: Zwei technische Besonderheiten der neuen englischen Rentnertafeln.
Bvin 7 1928—1930 28—31.

— Die englischen Rentnertafeln 1000—1920. Zgvw 28 1928 291—303.

ﬂ"[altby, C. H.: Notes on some present day Questions regarding Mortality. Sa 1929
239-—9253.

Sachs, C. W.: Lin empirisches Gesetz der siikularen Sterblichkeitsschwankungen
und Folgerungen daraus fiir das Rentenversicherungsgeschift. Byvm 1 1929
219—229.

Tosch, W.: Uber sitkulare Sterblichkeitsinderungen in Deutschland. Bvm 2 1931
31—39,

Sachs, €. W.: Nochmals: Sikulare Sterblichkeitsschwankungen und Folgerungen
daraus. Bvm 2 1931 39—40.

Riebesett, p.: Der Kampf um die Formel fiir die siikularen Sterblichkeitsschwan-
kungen, Bvm 2 1931 85.

ﬁ'obfi, .2 Beitriige zur Kenntnis und zur Darstellung der Lebensverlingerung in
der Schweiz. Mvsv 26 1931,

— Untersuchungen iiber die Sterblichkeitsinderung, wenn die Uberlebens-
Ordnungﬂn das Makehamsche Gesetz befolgen, mit besonderer Beriicksichtigung
Schweizerischer Verhiiltnisse. estgabe Moser, Bern 1931 49—64.

D"bl'in, [. L. und Lotka, A..J.: The History of Longevity in the United States.
Human Biology 6 1934 43—86.

l*"£¢*nke, (7.: Die siitkularen Sterblichkeitsschwankungen im Deutschen Reiche.
Disy Dresden 1934 und Bvm 3 1935 175—183.

Ur(“”é)', H.: Uber die siikulare Sterblichkeitsabnahme. Festsehrift Hockner,

~ Berlin 1935 61—67.

‘("""‘tmér, H. und Wold, If.: Mortality Variations in Sweden. Sa 18 1935 161—241.

‘I’W"Gudenberg, I{.: Die Grundlinien der Sterblichkeitsentwicklung. Va 1935/36 6—25.

Riﬁ’b&?cli, P.: Iiine zukiinftige deutsche Sterbetafel. Bvm 4 1938 335—343.

'fll(”“'bm', A.: Das Sinken der Sterblichkeit im Zeitverlauf. Sa 23 1940 30—43.

nfflfenspm'_qcr, P.: Uber die Vorausberechnung der Sterblichkeit in der schwei-
Zerischen Bevolkerung, Diss Ziirich 1941 und Mvsv 41 1941 109—161.

Gol‘lz‘ihm‘, K.: Logistische Bearbeitung der sikularen Anderungen in der nieder-
lindischen Volkssterblichlkeit. Verzekerings-Archief 23, Haag 1942 40—72,
Yss, H. . Beobachtungen iiber die Rentnersterblichkeit bei der schweizerischen
Lﬁ‘-bensversichemngs- und Rentenanstalt. Mvsv 43 99—112.




— 18 ~

1. Zusammenstellung der wn der vorliegenden Abhandlung benutzten Lateratwr

[L] Verhulst, P. I'.: Notice sur la loi que la population suit dans son aceroissement.
Correspondance math. et phys. publiée par A. Quetelet, 1838.

[2] Pearl, . und Reed, I..: On the Rate of Growth of the Population of the United
States of America since 1790 and its mathematical Representation. Proc. of the
Nat. Acad. of Sciences 6 1920.

[3] Cantelli, I'. P.: Genesi e costruzione delle tavole di mutualita. Bolletino di
notizie sul Credito e sulla Previdenza, Roma 1914.

[4] Ladstone, G. I.: On a Method of approximately Calculating Net Premiums for
Endowment Assurances of two Joint Lifes. Jia 33 1902 354—356.
Vergleiche ferner:

Jakob, M.: Sul calcolo dei premi su due teste. Giia 2 1931 185—188.

[5] Friedli, W.: Reserve und Rentenbarwert als analytische I'unktionen. Mvsy 13
1918 115—274,

[6] Nielsen, N.: Handbuch der Theorie der Gammafunktionen. Leipzig 1906.

[7] Reichelt, M. (. Die strenge mathematische Lisung der kontinuierlichen Leib-
rente unter Zugrundelegung der Gompertz-Makehamschen Hypothese. Bvm 2
1931—1933 234— 237,

[8] Baltensperger, P.: Uber die Vorausberechnung der Sterblichkeit der schwei-
zerichen Bevélkerung. Diss Ziivich 1941 und Mvsv 41 1941 109—161.

II1. Statistische Grundlagen

(9] Iidgendssisches Statistisches sAmt: Schwelzerischo  Sterbetafeln  1929— 1932
fiir die Stadt- und Landbevilkerung nach Zivilstandsgruppen fiir Lungen-
tuberkulose und Krebs. Zssv 77 1941 425—454.

— Schweizerische Sterbetafeln 1933—1937 und neueste Entwicklung der
Todesursachen, Zssv 76 1940 420—454.

— Schweizerische Volkssterbetafeln 1876—1932. Beitriige zur schweizerischenl
Statistilk, Heft 4, 1935.



— 149 —

Inhaltsverzeichnis

oo :
Einleitung und Problemstellung . . . . . . . . . . . ..

§ 1
§ 2
§ 3
§ 4
§ 5
§ 6.
§ 7.
§ 8.
§ 0.
§ 10.
§ 11,

1. Abschnitt

Theoretische Grundlagen

. Dag Verfahren . .
. Die unendlich ferne Sterbetafel

Die Interpolationsformel e e e e
Die Uberlebensordnung unter Finbezug der Lebensverbesserung

. Der Rentenbarwert unter Einbezug der Lebensverbesserung in diskon-

tinuierlicher Darstellung . . . . . . . e e e
Der Rentenbarwert unter linbezug der lmhonsvvtbcbsetung in kon-
tinuierlicher Darstellung

2. Abschnitt

Numerische Uberpriifung des Verfahrens

Die unendlich ferne Sterbetafel . .
Abhiingigleit der Crossen o(x) und fi(z) vom L\ller T .
Berechnung und Anwendung der Mittelwerte ¢ und f3.
Priitung der Niherungsformel (21) fiir {(x, t)

Pritfung der Niiherungsformel (25) fiir a(z, ) .

2y ammenfassung

Literaturverzeichnis

Seite
107

109
110
111
117

133
136
138
141
142

145
146






	Ein Verfahren zum Einbezug der säkularen Sterblichkeitsabnahme in die versicherungstechnischen Berechnungen

