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Untersuchungen zum Erneuerungsproblem
nichtkonstanter Gesamtheiten

Von Rudolf Tarjdn, Budapest

I.

Dag FErneuerungsproblem wird in der Literatur fast ausschliesslich
fiir eine konstante Personengesamtheit betrachtet. Im Vordergrund
des Interesses steht allgemein die Bestimmung, bzw. die Kigenschaften
der Fyrneuerungsfunktion, fiir welche die zuerst von Moser [1]Y) an-
gegebene lineare Volterrasche Integralgleichung zweiter Art

¢

p(t) = p(t) ut) + [ @(v) plt—1) p(t—71) d7 (1)

0

auch als Definitionsgleichung angesehen werden kann. Handelte es
Sich aber um nichtkonstante Gesamtheiten, so wurden die dabei auf-
tretenden Integralgleichungen mehr als Mittel zur Formulierung oder
Zur Losung des konkret vorliegenden versicherungstechnischen [2],
(3], [4] oder bevélkerungstechnischen [5], [6], [7] Problems, als als
Selbstindige Probleme betrachtet, ohne dabei auf die interessanten
Zusammenhétnge der verschiedenen lirneuerungsprobleme niher ein-
Zugehen. Der Zweck dieser Arbeit ist nun, die Zusammenhiinge der
Emeuerungsprobleme bei nichtkonstanten Gesamtheiten mit dem
El‘neuerungsproblem bei konstanter Gesamtheit zu zeigen.

Die in den Folgenden gefithrten Beweise stiitzen sich durchwegs
duf die sogenannten Faltungssitze der Laplace-Transformation (in
der Folge kurz als L-Transformation erwiihnt), beziiglich welcher auf
das bekannte Lehrbuch von G. Doetsch [8] verwiesen sel. Da es uns
ferner in dieser Arbeit mehr auf die versicherungstechnische, als auf

I formalmathematische Seite des Problems ankommt, werden wir

Y) Die in eckige Klammern [ ] gesetzten Zahlen verweisen auf das Literatur-
v o | 5
rzeichnis am Ende der Arbeit.
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der Finfachheit halber voraussetzen, dass die auftretenden 'unktionen
stets so beschaffen sind, dass die Voraussetzungen der Faltungssiitze
erfilllt sind. Wegen der exakten Bedingungen verweisen wir auf die
ausgezeichneten Arbeiten von H. Richter [9], [10].

I

Moser hat in der zitierten Arbeit fiir die Ubertragung von Vor-
gingen (wie z. B. Ausscheidungen, Reservebildungen usw.) von einer
geschlossenen Gesamtheit auf eine offene Gesamtheit konstanten
Umtanges ohne Beweis die Gleichung

() = y(t) + f p() Y(i—1) de @)

angegeben, wo y(f) den Vorgang in der geschlossenen Gesamtheit,
Y(t) den Vorgang in der offenen Gesamtheit und ¢(¢) die durch die
Integralgleichung (1) definierte Frneuerungstunktion bedeutet. Ist
diese letatere bekannt, go ist zur Berechnung des Vorganges i der
offenen Gesamtheit konstanten Umfanges nur eine einfache Integration
notwendig.

Maret [11] hat nun in seiner letzten Kongressabhandlung nach-
gewiesen, dass die Vorgangsfunktion Y(t) ebenfalls einer linearen
Volterraschen Integralgleichung zweiter Art

Y(t) =y + | Y(z) plt—71) plt —7) dv (3)

geniigt, Iis 18t also, um die F'unktion Y (f) zu berechnen, nicht not-
wendig, auf die Losung von (1) zuriickzugreifen.

Bevor wir nun auf unseren eigenthchen Gegenstand niher ein-
treten, wollen wir fiwr die Gleichung (3) mit Hilfe der L-Transformation
einen einfachen Beweis geben und zugleich die Voraussetzungen etwas
priziser fassen. Dabel wird die Methode, die in den I'olgenden mehr-
fach anzuwenden sein wird, klar zutage treten.

Dazu schreiben wir (2) in der dquivalenten Form

Yl — y(0) +  y(=) plt— ) de (24)

und beweisen folgenden



Satz 1. Ist die Funlktion

S = Y() — y(t
vermage des ferns g(t) als eme [altung

{

SU) = Y(O) —y() = [ y(@) p(t—1) dx (a)

0
darstellbar und geniigt der Kern @(t) der linearen Volterraschen Integral-
gleichung zweiter Art

@(t) = p{l) p(t) + (,i' @(T) plt—1) p(l — 1) d7 (b)

)

S0 st die Funktion Y (t) die Losung der linearen Volterraschen Integral-
gleichung zweiter Art

t
Y(t) = y(t) + | Y@ plt—1) u(t—1) d7 (c)

Bemerkung. Bei passenden Voraussetzungen iiber ¢(f), y(t) und
P(t) () lisst es sich zeigen, dass die Losung eindeutig ist, wovon wir
Jedoch Abstand nehmen.

Bewess. Wir betrachten die beiden Relationen (¢) und (b) als
Simultane Integralgleichungen mit den beiden unbekannten Funk-
Uonen V() und @(t). Indem wir diese beiden (leichungen mit Hilfe
der -Transformation in den Resultatbereich «itbersebzeny, erhalten
Wir auf Grund des Faltungssabzos

L(p)y == Lipp) - L{p) Lipw)

L(Y) = L) + Lig) L(y)
Bliminieren wir nun aus diesen beiden algebranschen  Gleichungen
L), so crhalten wir nach olementarer Ziwischenrechnung

L(Y) — L(y) + I(Y) Lipp).
Kehren wir nun wieder in den Objektbereich zuriick, so ergibt sich

Ak Grund des Faltungssatzes

¢

Y(t) =yt -+ | Y(z) p(t—71) p(t—7) dv

0

also (|je behauptete Integralgleichung (3).



. 98

Die Voraussetzung, dass ¢(t) der Beziehung (b) geniigt, ist wesent-
lich. Aus der Theorie der linearen Integralgleichungen ist es ndmlich
bekannt (vgl. etwa das Referat von I"éreaud [12]), dass eine Integral-

A7 o]
leichung vom Typus der Gleichung (2) durch den sogenannten rezi-
g 8 yp 8 g
proken Kern gelost wird, welcher aus der reziproken Integralgleichung

0 = K(t) + | Q) K(t—) de @
0

zu bestimmen ist. Setzen wir fir die 'unktion K(f) die Funltion
p(t) 1) und fir die Funktion Q(¢) die I'unktion ¢(t) ein, so erhalten
wir unmittelbar die Integralgleichung (1), . h. die Voraussetzung (b).
Wir erkennen also, dass die I'unktion ¢(t) der reziproke Kern und die
(rleichung (1) die reziproke [ntegralgleichung zu der Integralgleichung
(3) 1st. Das 1st aber sehr wesentlich, denn die behauptete Integral-
gleichung wird beim Beweise von Maret direkt, in dem obigen Bewets
indirekt gerade aus der richtigen reziproken Integralgleichung ant-
gebaut.

florollar. Unter denselben Voraussetzungen wie der eben be-
wiesene Satz 1. gilt die Reziprozititsrelation:

I|'l y(r) p(t—1)dt = .I't Y(z) p(t—r1) p{t—r7) dr

0 0

—~~
-
~

~—

die aus den Gleichungen (2) und (3) durch Subtraktion nnmittelbar
hervorgeht.

111
Fir nichtkongtante Gesamtheiten hat ebenfalls Moser in der
zitierten Arbeit die Integralgleichung
!

H(ty = Hyp(t) 4+ | &(r) p(t—7) dv (6a)

0
hergeleitet, wo

e(t) = LL(t) p(t)

bedeutet, wobei — um Verwechslungen mit dem I%all konstanter
(resamtheiten vorzubeugen — die lirneuerungsfunktion in diesem

IFalle mit w(f) bezeichnet wird. Wir bemerken, dass H, die Grosse



R -

der zur Yeit ¢ =0 bereits vorhandenen Gesamthest (also den iiber-
nommenen Bestand) bedeutet, wiihrend der Anfangswert der Bestandes-
fanktion F(f) mit H(0) bezeichnet wird. Um allfilligen Missverstind-
nissen vorzubeugen, werden wir in der Folge Hy stets als mit «l»
normiert annchmen, also die Gleichung (Ga) in der Form

t
H(t)y = pt) -+ | e(z)plt—7)dz (6)
0
schreiben.  Indem man diese Gleichung nach ¢ differenziert, erhilt
man das Analogon der Moserschen Grundgleichung (1)

e(t) = H'(t) -+ pt) p(t) -+ [ &(z) pli—7) pli—7) d7 (7)

0
Der Kern dieser Integralgleichung ist  wieder die Totenfunktion
P() p(t). Daraus folgt aber unmittelbar, dass die Mosersche Grund-
glt‘ichung (1) die reziproke Integralgleichung auch zur vorliegenden
Integralgleichung (7) 1st. Die gesuchte Frnenerungsfunktion e(f) der
Nchtkongtanten Gesamtheit lisst sich also mit Hilfe des sugehorigen
isenden Kerng g(t) darstellen. i die Darstellung gilt. der folgende
Satz 2. Geniigt dve  Frnewerungsfunktion  der nichtkonstanten
Gesamtheit e(t) der Integralgleschung (7), so kann siwe vermdige der Funki-
ton gty in der Iorm
{
" 7 L) ’
f[(t) Qp(t) — C(f) =5 (p“) *’}" 1[ (t) “"‘ “ F[ (T) (p(f“T) n‘lT (8)
0
dargestelit werden, wo p(t) die Losung von (1) ast.
Beweis. Wir bilden die L-Transgformierten der Gleichungen (7)
un({ (1):
Le) = L(H") -+ L(pu) -+ L) Lpu)

Lip) = Lipp) + L{p) Lipu)

e L) . . x b i 1
Eliminjeren wir aus diesen beiden Gleichungen L(p u), so erhalten wir

L(e) = L() + L(H') 4+ L(H") L(g)

Welchey Gleichung im Objektbereich die transzendente Relation
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e(t) = H(t)w(t) = ¢(t) + H'() + t" H(t) et ~1)dr (S)

entspricht. Das ist aber unsere Behauptung.

Setzen wir
e 0

d. h. setzen wir konstante Gesamtheit voraus, so folgt

p(t) — ¢(t)

Wie 08 SeImn Muss.

In leicht iibersichtlicher Weise besagt die Gleichung (8), dass
sich die Irneuerungsfunktion der nichtkonstanten Gesamtheit aus
folgenden drei Komponenten zusammensetzt:
erstens: aus der Erneuerung der konstanten Anfangsgesamtheit «1», —
zweitens: aus der laufenden Bestandesiinderung und schliesslich
drittens: aus der Summe der Frneunerungen, die notwendig sind, um

die fritheren Bestandesinderungen — jede fiir sich — auf konstanter
Hohe zu halten.

Wir wollen in diegem Zusammenhang hevvorheben, dass wir bisher
ither die Richtung der Bestandesiinderung, d. h. daritber, ob die be-
trachtete nichtkonstante Gesamtheit zunemmt oder abnimmt, noch
keine Voraussetzungen gemacht haben. e Irgebnisse gelten also
wnabhdngrg von der Richtung der Iimtwickiung der Gesamtheit. Handelt
es sich etwa um eine abnehmende Gesamtheil — ein Problem, das
in der Literatur bisher nicht behandelt worden st —, so 1st

d. h. die beiden letzten Glieder rechts in der Gleichung (8) sind negativ.
In diesem Falle kommt also die Bestandesinderung sowie die Summe
der zu den fritheren Bestandesinderungen als konstante Teilgesamt-
heiten gehorigen lirneuerungen zum ersten Gliede nicht hinzu, sondern
ist davon abzuzichen. Setzt man den Anfangsbestand gleich Null,
so nimmt die Gleichung (8) die bemerkenswerte Form

e(t) = H'(t) + ‘E!H’(r) p(t—1) dt (9)

Q
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an. In dieser I'orm besagt die Gleichung, dass zu der Bereehnung
der [rmeuerung einer sich beliebig (H'(t) braucht nicht fiir jedes
¢ positiv zu sein!) dindernden Gesamtheit die Kenntnis der Frnenerung
einer konstanten (fesamtheit hinreicht: die Berechnung erfolgt einfach
In der Weise, dass jede frithere Anderung als cine konstante Teil-
gesamtheit betrachtet, die Summe der Zeitwerte der zugehérigen
Erneuerungen gebildet, schliosslich dazu noch die momentane Ande-
rung hinzugefiigh wird. Dieses wichtige Frkenntnis formulieren wir als
das Superposititionsprinzip der michthonstanten Gesamthesten wie folgt:

Die  Brneuerungsfunktion der nachtkonstanten Gesamtheiten  setzl
sich aus der Irneuerung der konstanten Anfangsgesamtheit, aus der
lwfenden Bestandesinderung wnd aus den zw fritheren Anderungen der
Gesamtheit als konstante Tetlgesamtheit gehdrigen Erneverungen additiv
zusammen.

IS

Wir wenden uns nun der Untersuchung der Ubertragung von
Vorgiingen in der nichtkonstanten Gesamtheit zu. Zu diesem Behufe
wollen wir zuniichst das Analogon der Iformel (2) fiir nichtkonstante
Gesamtheiten ableiten b).

Treten im Momente 7e(t) Personen der Gesamtheit bei, so sind
daraus zurzeit ¢ noch

e(t) p(t—r1)

) . B A 5 3
Personen am Leben. Gibt eine einzelne Person zum Vorgange z(t)
Anlass, so hat dieser Vorgang fiir die zurzeit v beigetretenen &(t)
) , ) . ’
Personen den Wert,

_ e(t) p(t—7) 2(t—7) = &(7) u(t—17)
muf,

NI , . : . " “ .
Fiir qon Anfangsbestand «1» erhalten wir in ihnlicher Weise

p(l) 2(t) = u(t)

s = . . . .
i i ganze (resamthett ergibt sich so

L ——

Y) Vgl. auch (2], [3], [4].
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‘
U(t) = u(t) -+ | e(z) u(t—r7)dz (10)
0

Diese Gleichung ist formal mit der Gleichung (2) identisch; wnhaltlich
besteht jedoch der Unterschied, dass die Krneuerungsfunktion e(f)
hier die Losung der Integralgleichung (7) bedeutet. Wir wollen nun
zeigen, dass die Vorgangsfunktion U(t) ebentfalls einer Integral-
gleichung geniigt. Dazu beweisen wir den folgenden

Satz 3. Kann die 'unktron
R(t) = U(t) — u(t)

vermoge des Kerns e(t) als ewmne Faltung

R(t) = U(t) — w(t) = ‘|f e(t) wt—r)de (o)

0

dargestellt werden und geniigt der Kern &(t) der linearen Volterraschen
Integralgleichung zweuter Art

ety = H'(t) + p@t) n(t) + lg'f e(r) plt—1) u(t—1) dv (B)

so gendigt dve Funktion U(t) der ebenfalls linearen Volterraschen Integral-
gleichung zweiter Art
c !
Uty = u(ty + [ H'(z) w(t—17) dv + | U(z) pt—7) u(t—7) dv (11)
0

0

Bewers. Ahnlich wie beim Beweis des Satzes 1 bilden wir zuniichst
die L-Transformierten der beiden Gleichungen (&) und (f)

L(e) = L(H') + L{pa) + L(e) Lipp)
L(U) = L{u) + L(e) Lx)

Wir eliminieren L(e) aus diesen beiden Gleichungen und erhalten
L(U) = L(u) + L(H") L(w) + L(U) L(p u)

Zu dieser Gleichung im Resultatbereich gehort im Objektbereich die
Integralgleichung
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t [
Ult) = u(t) + [ H'(x) ult—=z) dv + [ U(x) pt—7) u(t—7) d7
0

0

also unsere Behauptung.

Korollar. Unter denselben Voraussetzungen wie der eben be-
Wiesene Satz 3 gilt eine zum Korollar des Satzes 1 iihnliche Rezi- |
Prozititsrelation

{ t 3

Je@ult—r)dv= [ H'(®)ut—7)dr + [ Ux) plt—1) pli— 1) dr (12)

0

die sich durch Subtraktion der Gleichungen (10) und (11) unmittelbar
ergibt,.

Spezialisieren wir

H'(t) =

d. h. setzen wir eine konstante Gesamtheit voraus, so reduziert sich

die Gleichung (11) auf
!
Ut) = u(t) + [ Ulz) pt—7) ult—1) dv (18)
0
Was big auf die Bezeichnung mit der Gleichung (8) identisch ist. Die
Gleichung (3) ist also als Spezialfall in der Gleichung (11) enthalten.

Handelt es sich etwa um eine abnehmende Gesamtheit, so wird
H'(t)y <0

und ist dann das letzte Glied der Gleichung (11) von den ersten beiden
abzuzichen.

V.

Moser hat in der zitierten Arbeit als Vorteil der Gleichung (2)
angefithrt, dass die Vorgangsfunktion in der offenen Gesamtheit
konstanten Umfanges allein in Kenntnis der Vorgangsfunktion in
der geschlossenen Gesamtheit und der Erneuerungsfunktion g(t)
€rechnet werden kann. Wir wollen nun zeigen, dass eine ihnliche
Grleichung auch fiir nichtkonstante Gesamtheiten gilt, dass es also
Méglich ist, die Vorgangsfunktion der nichtkonstanten Gesamtheiten
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durch die Vorgangsfunktion der geschlossenen Gesamtheit und der
Erneuerungsfunktion ¢(f) darzustellen.

7Zn diesem Behufe gehen wir von den beiden Gleichungen (11)
und (1) aus und schreiben die L-Transformierten an:

L(U) = Lw) + L(H') L) + I(U) Lip ) («))
Lig) = Lipp) + Lig) Lipp) v)

Eliminieren wir aus diesen beiden Gleichungen L(pu), so erhalten
wir nach kurzer Zwischenrechnung:

L(U) = L) + L(w) L{p) + L{u) L(H') -+ Lw) L(H" L{p) ()
Setzen wir
L{H') L{y) — L(®) ()

also im Objektbereich
t
| H'(z) p(t—1) dv — D(t) (L}
0

so folgt aus (13) im Objektbereich die fiir nichtkonstante Gesamtheiten
verallgemeinerte orm der Gleichung (2)

! l {
Uty =u(t) + [ o(z)u(t—r)de + | H'(z) u(t—1) dz -+ | D7) u(t—7) dv
0 0 0
(15)
Dieses Resultat formulieren wir als den
Satz 4. Ist die Funktion @(t) Losung der Integralgleichung (1)
und geniigt die Punktion U(t) der Integralyleschung (18), so kann die
letztere am der Form
‘t I! t
Ut) =u(t) + [ @) u(t—r)dv | | H' (@) ult—7)dv + | D(r)u(t—7)dz
0 0 0
darqgestellt werden, wo D(t) dwrch (14) defuniert vst.

Damit ist die Vorgangsfunktion auch im allgemeinen Ifalle auf
die Mosersche Frneuerungsfunktion ¢(f) zuriickgefithrt. Auch diese
Darstellung gilt auch tiir abnehmende Gesamtheiten, in welchem Falle



das Vorzeichen der beiden loetzten Glieder rechts einfach negativ wird.
, L
Setzen wir wieder

H'(t)y =0

d. h. setzen wir konstante Glesamtheit voraus, so reduziert sich die

e 15) aut die Gleichu 2), die also als Spezialfall in der
Gleichung (15) auf die Gleichung (2), die also als Spezialfall in d
allgemeineren Gleichung (15) enthalten ist.

* *

Um dieser Arbeit den allgemeinen Charakter nicht zu nehmen,
‘jV()llen wir diesmal auf Anwendungsbeispiele verzichten, behalten uns
Jedoch vor, in einer weiteren Arbeit einige Probleme aus der Sozial-
und Gruppenversicherung auf Grund der obigen Sitze zu behandeln.
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