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Note sur le produit de plusieurs
probabilités d'extinction appliquées à des

groupes de valides ou d'invalides.
Par M. A/uZ/er, Zurich.

Soit un groupe de vivants d'âge £, ^ composé de Z" valides et
de ZJ invalides. Nous admettons:

.1° que les valides (ou les invalides) peuvent passer autant de fois

que l'on veut de l'état de validité à l'état d'invalidité, et inversé-

ment, avant d'atteindre l'âge a; -j~ 1, ou avant de mourir entre
les âges a; et a; + 1 ;

11° que la probabilité pour un valide (ou un invalide) de devenir
invalide (ou valide) ou de mourir, ne dépend pas de son passé,

notamment du temps pendant lequel il a été invalide ou du
nombre de fois qu'il a passé de l'état de validité à l'état d'in-
validité.

Nous désignons par:

le nombre de vivants d'âge ® en état de validité;
Ç le nombre de vivants d'âge a: en état d'invalidité;
g" la probabilité pour un valide d'âge a; de mourir en état de validité

ou d'invalidité avant d'atteindre l'âge a: + 1 ;

la probabilité pour un invalide d'âge a; de mourir en état d'in-
validité ou de validité avant d'atteindre l'âge a; -j- 1 ;

ij, la probabilité pour un valide d'âge a: de devenir invalide avant
d'avoir atteint l'âge a; + 1, sans préjudice de la possibilité de
redevenir valide dans la même période;

la probabilité pour un invalide d'âge a; de devenir valide avant
d'avoir atteint l'âge a; + 1, sans préjudice de la possibilité de

redevenir invalide dans la même période.
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L'expression classique

(A) +

n'est plus exacte si on admet qu'un invalide peut redevenir valide
au cours de l'année considérée, puis de nouveau invalide, ou mourir,
au cours de la même année. Nous observons tout d'abord que l'ex-
pression (A) peut se généraliser sous la forme suivante:

(B) Ç+i i—^ + ~ + g f»,—^ •

Nous remarquons ensuite que les invalides du terme y^ 1" \ et les

valides du terme y, Z* w, (où y, 1) donneront naissance, dans le

cours de l'année, à des valides au nombre de y g Z£ 4 et à des in-
valides au nombre de yg Z* et, ensuite, d'une manière plus générale,
à des cas d'invalidité, de validité, ou de décès au nombre de ys^Piï^îL»
où p„ représente l'une des probabilités \, w,., et g* *). Notre inten-
tion n'est pas de développer effectivement l'expression Z"^, mais de

démontrer le théorème suivant:

ÏTi&réme

Le coe//tctewZ y„, a, en aaZertr afcsoZtte, Za /orne

1

m!

propre enta; d^reZoppewtenZs ew se'rie de Tat/Zor.

Pour démontrer ce théorème reprenons, sous une forme généralisée,

la démonstration classique du terme de l'expression (A).

Soit Z® le nombre de valides d'âge te; les sorties par décès sont
au nombre de Z" q" et les sorties par invalidité au nombre de Z£

mais on doit introduire un terme correctif répondant à la possibilité,

pour un valide, de devenir invalide avant de mourir. Nous admettrons

*) Nous admettrons, dans ce qui suit, que les probabilités sont écrites dans

l'ordre où les sinistres apparaissent, les probabilités g" et g* ne pouvant intervenir
qu'en dernier lieu. L'indice j représente a ou i.



— 91 -
que l'année a été divisée en « segments égaux (n étant un nombre
entier positif aussi grand que l'on veut) et que les cas d'invalidité
se produisent en nombres égaux à la fin de chaque segment, le dernier
excepté. Apparaîtront à la fin de chaque segment

1
- CA cas d'invalidité.

n — 1

En admettant que la probabilité pour un invalide de mourir
n—

dans le reste de l'année est proportionnel au temps qui reste à

parcourir jusqu'à la fin de l'année, le nombre de décès pour le groupe
d'invalides apparaissant à la fin du 1® segment sera de

1 w — 1

--/X
m — 1 w

En faisant la somme de ces expressions nous obtenons

1 w — 1 1 (M.—-1W^ • ZX • —7- <?.; -TT—TTM • — •

iJ» — 1 « ' m(w — 1)
1 1

Le terme correctif cherché est donc bien, quel que soit n:

1

2'

Nous pouvons d'ailleurs généraliser encore cette démonstration
en admettant que les cas d'invalidité apparaissent à la fin des n
segments, le dernier n'étant pas excepté de cette répartition. Nous

aurons alors le terme correctif suivant:

•sr-t 1 w — i 1 (« — l)n/ — ZX • j • g'

qui exige que l'on fasse croître w au-delà de tout nombre donné pour
aboutir à la limite au terme:

gZXq*-

C'est ce dernier mode de raisonnement que nous allons retenir.
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Nous allons examiner maintenant le cas où trois probabilités
interviennent, par exemple le cas des valides devenant invalides,
puis valides de nouveau, pour mourir avant la fin de l'année. L'ex-
pression dont nous devons déterminer le coefficient a la forme

K>£*«.W«3Î-

Nous divisons de nouveau l'année en n segments égaux. Nous
admettons que les invalides issus des Z® valides apparaissent en nombres
égaûx à la fin de chaque segment, le m® compris; nous avons alors,
à la fin de chaque segment

1

— Zît_ invalides.

ces

en

Nous admettons ensuite, par analogie, que les valides issus de

invalides apparaissant à la fin du Z® segment, se répartissent
nombres égaux à la fin des (w — Z) segments qui suivent le Z®; pour

le (Z + Zc)® segment ils seront au nombre de:

1 1 w—-Z 1
• 7««—— ~2n n—-Z w «

% — Z

où Zc est plus grand que zéro, où représente le temps pendant
%

lequel la probabilité agit, et où n — Z est le nombre de segments

restant à parcourir depuis le Z® (non compris). On voit immédiatement,
si on constitue la somme des valides de ces sources apparaissant
à la fin de chaque segment, que nous avons:

à la fin du 1er segment: aucun valide,

1

à la fin du 2e segment: — Z^m valides,
«2

Z —1
à la fin du Ze segment: —j V<ù valides,

%

dont le total général est bien, en faisant tendre w vers l'infini, de

valides.
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Nous admettrons que les décès, dans ces groupes de valides
apparaissant à la fin des segments, se répartissent avec la même
homogénéité. Si nous envisageons le groupe de valides de la fin du

Z® segment, au nombre de Z"yy personnes, on voit immédiate-
«2

ment que ce groupe donne naissance, à la fin de chaque segment
restant à parcourir, par exemple à la fin du (Z -(-1)®, à

/ — I m — Z 1 Z —1
—2 - • —— 3* •

7 —r" Ï*.«WS cas de décès.
77- 71 /fr t Tt'

En poursuivant de la même manière, c'est-à-dire en constituant la

somme des cas de décès apparaissant à la fin de chaque segment,
on verrait aisément qu'à la fin du Z® segment nous avons:

1 + 2 + 3 -)- -f- (Z 2)
^ ^ (Z -2) (Z 1)

^ ^

cas de décès.

Le coefficient y,, cherché sera donc égal, en valeur absolue, à *)

1 " 1 2w® — 6n^ -f- 4w

5? g -S? ë

et, à la limite, en faisant tendre w vers l'infini, à

1

73 2-8

Le théorème est ainsi démontré pour m égal à 2 et à 3. Nous

pouvons passer au cas général de la manière suivante:
Soit les coefficients qui servent à déter-

miner le nombre de sinistres ou de «cas» apparaissant à la fin de chaque

i) Ce terme contient la grandeur ï) (/—-2) (i—1)
i=3

" ??' (w -f-1) (2w -|- 1)
avec ^2 Z"

g qu on peut démontrer en raisonnant par récurrence.
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segment et dépendant de m — 1 probabilités. A la fin du 1®' segment
nous aurons

ft^PiPa • Pm-i cas,

à la fin du Z® segment nous aurons

I^PiP« • • • Pm-l cas.

Le nombre de cas dépendant de m probabilités apparaissant à la fin
du Z® segment aura évidemment la forme

isr++ • • • + „ am I,-ÏPlPa • • • Pm ^T'iPlPa • • Pm

où /Sr ^2l8r avec y„ 2 0" •

« ti ta

Si nous faisons m,= 1 nous avons 0} — et 2 $ — 11

„ Z —1
si nous faisons m 2 nous avons /q 0 et /S, —g—%

avec 2$ ^;
M—>-00

si nous faisons m 8 nous avons $ /të 0 et ô? —-
2?r

avec 2^=2^g-
n-> 00

Nous allons maintenant faire une remarque qui nous facilitera
considérablement la suite de notre raisonnement. Le coefficient

y„ cherché est, en valeur absolue, égal à 2ß, pour chaque valeur

de m. Pour m 2, nous avons obtenu /3f —— ; si nous écrivions
Z " 1

ßj —- y.) pour m tendant vers l'infini, serait aussi égal à - De
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Z (i +1)meme pour m 3 si nous écrivions ———— nous obtien-

drions aussi y g pour w tendant vers l'infini.
2 • B

A quoi correspond une telle transformation des valeurs de /S"?
H résultait du mode de raisonnement que nous avons adopté que les

cas résultant de l'application de trois probabilités ne pouvaient
commencer à apparaître qu'à la fin du 3« segment; c'est pourquoi,
pour m 3 nous avons eu /3| 0. Nous pourrons sans incon-
vénient admettre que les sinistres résultant de trois probabilités
apparaissent dès la fin du 1®' segment, ce qui revient à avancer de

deux segments l'apparition des groupes de sinistres. On voit aisément

m
que l'erreur commise sera plus petite que — f„, quantité négligeable

W

pour n assez grand. Il en sera de même pour m plus grand que trois;
en avançant l'apparition des groupes de sinistres de to— 1 segments,
ou, ce qui revient au même, d'un segment chaque fois qu'on passe
d'un produit de m — 1 probabilités à un produit de m probabilités,

1 ' 1

nous aurons /3f — Y au lieu de /S"' — V Le même
^ i=i ^ nu

résultat serait obtenu en supposant, contrairement à notre hypothèse
initiale, que les sinistres, au lieu d'apparaître à la fin des segments,
apparaissent au début des segments, le premier groupe de sinistres
résultant de l'application d'une probabilité apparaissant alors au
début du premier segment, et ainsi de suite.

Dès lors, si nous faisons m égal à 1, nous aurons

#=*- avec 2# 1>
7v

si nous faisons m 2, nous aurons

/ « 1

$ _ et, v $ _,

äi nous faisons to 3, nous aurons

$

—oo

,3 _ ''(I + 1)

2ft3
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avec

2 ßi — ^3 — 2
Z (Z +1) « (« +1) (w + 2)

2w3 2-8-M3 2-8
J=1

n->- oo

Nous devons maintenant montrer qu'avec les hypothèses que nous
avons faites on a, pour m quelconque

_yi 1 Z(Z +1) (Z + TOI—2) 1 to(to + 1)... (to + TOI—1)

où /?j" est la quantité sous le signe S, quantité elle-même formée de

la même manière que puisqu'elle serait égale à

ly 1 Z(Z+l)...(Z + m—3)
?» »*"' (m—2)!

Nous devons donc démontrer que, quels que soient to et m, la
relation

" to(to + 1) (to +m—1)
2Z(Z + l)(Z + 2)...(Z + m—2)= -A_TJ ZZ I

est vraie. Nous aurons ainsi démontré aussi bien la loi de formation
des que celle des /SJ".

Nous vérifions aisément que cette relation est vraie pour m 8

quel que soit m, et aussi qu'elle est vraie pour m 2, quel que soit

m. Etant vraie pour m 2, quel que soit m, il suffit de démontrer

que vraie pour « quel que soit m, elle sera vraie également pour
n «i + 1. Nous admettons donc que

"j. to, (to, + 1) (n, 4- TOJ—1)
2Z(Z + l)...(Z + w—2)= ^ ^iä m

est vrai. En ajoutant à chaque membre de cette relation la quantité

(Toi+ 1) (Toi+ 2) (TOi + m—1),
on obtient

V*7/7J_1\ 77! o\ K + l)K + 2) K + m)
2JZ(Z + 1) ..(Z + toj—2)
J=1 m

et notre relation est démontrée.
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Nous avons donc, quels que soient to et m,

1 ^ii(î + l) (Z + to —8) 1 Z(Z + l)...(Z+m—2)

et

to Z-i to"^ • (m—2) to"' (m—1)

to (to -f-1)... (to + to—1)
ym TO • TOI

avec, pour to. tendant vers l'infini,

1

M * Im!

en valeur absolue. Le théorème annoncé est ainsi démontré.
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