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Beitrdage zur Theorie der Kompakttafel.

Von Kurt Stauber, Bern.

Einleitung.

Zum Zwecke der Herstellung einer Sterbetafel soll das statistische
Material unter volliger Vernachlissigung des Alters z einzig nach
der abgelaufenen Versicherungsdauer ¢ gruppiert werden. Innerhalb
der so entstehenden Teilgruppen lassen sich Sterbenswahrschein-
lichkeiten berechnen, deren Gesamtheit die Herstellung einer neu-
artigen, als Kompakttafel bezeichneten Sterbetafel gestattet. Die
Kompakttafel bildet den Gegenstand unserer Untersuchungen.

Vom theoretischen Standpunkt aus ist die Kompakttafel der
Aggregattafel gleichzustellen, da bei beiden Sterbetafeln je nur einer
der Parameter z und ¢ beriicksichtigt wird. Die Selektionssterbetafel
dagegen ist ihnen formal iiberzuordnen, denn bei dieser werden sowohl
das Alter als auch die abgelaufene Dauer in Betracht gezogen.

Ausser in theoretischer Hinsicht kann der Kompakttafel auch
in praktischer Beziehung Bedeutung zukommen, indem sie sich zur
direkten Berechnung des Deckungskapitals fiir einen gesamten Ver-
sicherungsbestand eignet.

Nebst einem Ausbau der Theorie der Kompakttafel werden wir
einem gegen deren Verwendbarkeit gedusserten Einwand dadurch
begegnen, dass wir die als konstant vorausgesetzte Altersverteilung
v(z) aller Fintrittsgenerationen eines Versicherungsbestandes in unsere
Betrachtungen einbeziehen.

Im Hinblick auf die besondere Bedeutung der gemischten Ver-
sicherung im schweizerischen Versicherungsbestande beschrinken wir
uns auf Untersuchungen iiber die Verwendbarkeit der Kompalkttafel
Zur Ricklagenberechnung dieser Versicherungsart.
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I. Teil.
Entwicklung der Theorie der Kompakttafel.

§ 1.
Der Begriff der Kompakttafel.

In der Lebensversicherung werden die zu versichernden Personen
(Risiken) vor dem Versicherungsabschluss gewdhnlich einer drztlichen
Untersuchung unterzogen. Diese sorgfiltige Auslese oder Selektion
bewirkt bekanntlich eine merkliche Verringerung der Sterbehiiufigkeit
in einer Gesamtheit, die sich aus derart ausgewiihlten Risiken zu-
sammensetzt. Naturgemiss ist die Wirkung der Auslese in den ersten
Versicherungsjahren besonders stark. Je weiter der Zeitpunkt der
drztlichen Untersuchung zurtckliegt, desto schwicher ist der Finfluss
der Selektion. Die Praxis trigt diesem Umstand in der Weise Rechnung,
dags sie die Selektion nur wihrend einer gewissen Dauer, der Selek-
tionsdauer, beriicksichtigt. Nach Ablauf der Selektionsdauer ist die
Wirkung der Selektion bereits so verwischt, dass sie praktisch ver-
nachliassigt werden kann.

Eine nach Alter und verflossener Versicherungsdauer abgestufte
Sterbetafel nennt man Selektionstafel. Ordnet man das gesamte
Beobachtungsmaterial nur nach dem Alter, so entsteht die gewéhnliche
Aggregattafel.

Smolensky hat erstmals auf die Moglichkeit hingewiesen, das Be-
obachtungsmaterial nur nach der abgelaufenen Dauer zu ordnen [1]1).
Die so abgeleitete Sterbetafel bezeichnet er als Kompakttafel. Diesen
Tatbestand hat Smolensky wie folgt formelmissig dargestellt:

Wenn mit By, ,; ,, und 0y, ., die Zahl der unter Risiko stehenden
bzw. gestorbenen z-Jihrigen im ¢. Versicherungsjahr bezeichnet wird,
so ist die von Alter und Dauer abhingige einjihrige Sterbenswahr-
scheinlichkeit gegeben durch

O[m—t]-}-t

Qz-1)+t =
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1) Zahlen in eckiger Klammer [] bezeichnen die betreffende Nummer im
Literaturverzeichnis.



Mit Hilfe aller dieser Sterbenswahrscheinlichkeiten konstruiert man
hach bekannten Methoden die Selektionstafel.

Die einjihrige Sterbenswahrscheinlichkeit einer aus demselben
Material abzuleitenden Aggregattatel ist definiert durch

0, .
q, = ﬁ , mit 0, = Z Oro-iy
l
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t
Bildet man dagegen fly, == Z o174
T
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80 ist die Sterbenswahrscheinlichkeit der Kompakttafel durch

bestimmt.

.(h == ]47[

Mit Hilfe der einjihrigen Sterbenswahrscheinlichkeiten ¢, be-
stimmen wir zuniichst die Uberlebensordnung I, der Kompakttafel
mittels der Bezichung I, = Iy (1—q,) ... (1—q,_,)-

In Anlehnung an das bekannte Vorgehen bei der Aggregattafel
fithren wir ferner neue Kommutationszahlen ein, wie:

D=1, Ny=YD,d =1lgq,, C,=duv+ usw.
¢ 1 H T t
r=|

Die bei Anwendung der Aggregattafel sich ergebenden versiche-
rungstechnischen Begriffe lagsen sich jetzt sinngemiss auf entspre-
¢hende hei Verwendung einer Kompakttafel ibertragen. Wenn mit
" die vereinbarte Versicherungsdauer bezeichnet wird, lauten die
bekanntesten Formeln:

. N N s N *
Leibrentenbarwert:  a, = 5& » Ao _t_])—‘L .
! t
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D
Barwert der Frlebensfallsumme «1»: B, = ——I")-i"- :
t
; M,—M,,
Barwert der temporéiren Todestallversicherung «1»: |, 4, = ——’—-ﬁ—_“f .
!
Barwert der gemischten Versicherung «1»:
At:m: Dtﬂ - :1—~—d-at:m.
e . . 1

Jahresprimie fiir die gemischte Versicherung «1»: Py = —d.

at:ﬂ

Durch die formale Ubertragung bekannter Formeln gelangen
wir derart zu Grossen, die mit Ausnahme des Falles ¢ = 0 nur theo-
retisches Interesse beanspruchen konnen.

Die vorstehenden Ausdriicke sind vom Alter des Versicherten
unabhingig. Der Gebrauch der Kompakttafel kommt folglich dem
Rechnen nach einer Durchschnittsmethode bei Verwendung einer
Aggregattafel gleich, indem in beiden Fillen von jedem einzelnen
Versicherten einheitliche, vom Alter unabhiéngige Durchschnitts-
leistungen verlangt werden. In diesem Sinne stehen der Kompalkt-
tafel vielleicht praktische Anwendungsméglichkeiten offen, z. B. in
der Sozialversicherung. In der vorliegenden Arbeit jedoch beschrinken
wir uns darauf, die Verwendbarkeit der Kompakttafel zur Ermittlung
des Deckungskapitals einer gemischten Versicherung zu untersuchen,
dessen formelmissiger Ausdruck lautet:

V,=dpimi—Ray e =1- R
dg 0|

(Im Folgenden verwenden wir fiir den Begriff des Deckungskapitals
auch die Bezeichnungen Deckungsriicklage oder kurz Riicklage.)

Um die Bedeutung dieser Untersuchung darzutun, erinnern wir
an die Wichtigkeit, die der Berechnung des Deckungskapitals gemischter
Versicherungen fiir Bilanzzwecke zukommt. Sodann ist aber haupt-
sichlich der Umstand hervorzuheben, dass die Kompakttafel zufolge
ihrer Eigenschaft, den Sterblichkeitsverlauf in Abhéingigkeit von der
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abgelaufenen Dauer wiederzugeben, die Selektionswirkung beriick-
sichtigt. Dieser Vorzug ist zwar ebenfalls der Selektionstafel eigen,
die ohnehin als das vollkommenste Instrument der Sterblichkeits-
messung angesehen werden muss. Trotz der wissenschaftlichen Kin-
sicht aber, dass die Auslese den zahlenmissigen Wert gewisser ver-
sicherungsmathematischer Funktionen spiirbar zu beeinflussen vermag
und daher der Gebrauch der Selektionstafel geboten wire, verzichtet
man in der Praxis fast regelmiissig auf deren Verwendung. An ihrer
Stelle beniitzt man die Aggregattafel, die einfacher zu handhaben
18t als jene, die jedoch die Unzulinglichkeit hat, die Selektion nicht
Zu beriicksichtigen [2].

Es erhebt sich hier die Frage, ob die Kompakttafel dazu berufen
sein konnte, iiberall da Verwendung zu finden, wo die Beriicksichtigung
der Selektion wiinschbar ist. Es kann nicht unser Ziel sein, diese
Frage in ihrer Allgemeinheit abzukliren. Hinsichtlich der Riicklagen-
berechnung gemischter Versicherungen scheint sie jedoch bejaht
werden zu diwfen. Von entscheidender Bedeutung ist dabei die Tat-
sache, dass dem Deckungskapital dieser Versicherungsart bei vor-
gegebener Vertragsdauer » die ebenso bemerkenswerte wie bekannte
Eigenschatt zukommt, vom Kintrittsalter @ nur wenig abhiinglg zu
sein, so dass es niherungsweise als Funktion der abgelaufenen Ver-
sicherungsdauer ¢ allein betrachtet werden kann.

Unter Verwendung einer Kompakttafel hat Smolensky diese
Besonderheit fiir die Ermittlung der Deckungsriicklage ausgewertet.
Seine Berechnungen lassen den Schluss zu, dass die von ihm aufgestellte
Kompakttafel fir einen Versicherungsbestand Verwendung finden
k&nn, dem ungefiihr ein zwischen 30 und 40 Jahren gelegenes durch-
Schnittliches Fintrittsalter entspricht (vgl.[1], Tabellen 2 und 8).

Naturgemiss werden die mit Hilfe der Kompakttafel bestimmten
Deckungsriicklagen von den mittels der Selektionstafel berechneten
6twas abweichen. Die Grosse der Abweichung ist massgebend fiir
die Genauigkeit der Anniiherung und damit fir die Brauchbarkeit
der Kompakttafel in der Riicklagenberechnung. (Zur Abkiirzung
Werden wir fiir den Begriff des mittels der Selektionstafel berechneten
Deckungskapitals auch Selektionsriicklage schreiben. Entsprechend
fihren wir die Begriffe Aggregatriicklage und Kompaktriicklage ein.)
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§ 2.
Der heutige Stand der Theorie.

Mit der Bewertung der von Smolensky aufgestellten Kompalt-
tafel hat sich Jecklin eingehend befasst [3], [4]. Fiw den Fall der
gemischten Versicherung ermittelt er in vier schematischen Personen-
gesamtheiten mit ganz verschiedenen Alters- respektive Summen-
verteilungen auf zwei Arten die Gesamtriicklagen, einmal durch genaue
Einzelrechnung anhand der Selektionstafel, sodann unter Verwendung
der Kompakttafel. Die einander entsprechenden Selektions- und
Kompaktriicklagen weisen zum Teil recht erhebliche Abweichungen
im positiven und negativen Sinne auf. Aus diesem Umstande folgert
Jecklin, dass die Kompakttafel wegen ihrer Untihigkeit, sich der
richtigen Altersverteilung eines beliebigen Versicherungshestandes
anzupassen, ein zur Riicklagenberechnung untaugliches Mittel ist.
An deren Stelle schligt er die Verwendung einer von ihm entwickelten
Gruppenmethode (Gruppen gleicher verflossener Dauer) vor, welche
die folgende retrospektive Formel fiir das Deckungskapital zum
Ausgangspunkt hat:

v _ N Moy — Mo, x
V, = 1 Nea o — =] [+ NV
Dpj Z o D )

[2]+¢ %
et |\ el N
== T_ -ZC"ID[w}:m— E -Z‘O,
] 2]

T T

wobei 2 das mit den Versicherungssummen gewogene Mittel aller
Eintrittsalter = bedeutet.

Im zweiten Teil unserer Arbeit soll der Versuch gemacht werden,
die Kompakttafel zu erweitern durch Einfithrung der Altersverteilung
v(z) einer neu eintretenden Versichertengesamtheit. In diesem Zu-
sammenhang verweisen wir auf eine Arbeit von Vajda, in welcher er
bei Vorgabe einer Selektionstafel eine Aggregattafel so zu konstruieren
sucht, dass diese fiir eine wohlbestimmte Versicherungsgeneration
der Altersverteilung v(z) die gleiche gesamte Priamieneinnahme ge-
withrleistet wie die Selektionstafel [6]. Die derart berechnete Uber-
lebensordnung weist einen sehr komplizierten Bau auf; sie steht in
Abhingigkeit von der Altersverteilung »(xz) und vom Zinsfuss. Be-
merkenswert st fitr uns die Bedeutung, die Vajda der Altersverteilung
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aly dritter Rechnungsgrundlage neben der Sterblichkeit und dem
Zinsfuss beimisst, indem wir bei der vorzunehmenden Frweiterung
des Begriffes der Kompakttafel ebenfalls diese drei Grundlagen ver-
wenden werden. lis wiire allerdings noch zu untersuchen, ob in der
Praxis die Altersverteilungen der Eintrittsgenerationen verschiedener
Geschiiftsjahre wirklich den Anforderungen einer Rechnungsgrundlage
in dem Sinne geniigen, dass sie nur geringe Abweichungen voneinander
aufweisen. Sodann ist der Finfluss der Variation von v(x) auf die
Absterbeordnung von Wichtigkeit.

Die soeben erwiihnte Arbeit haben sich Bodoni und Crosato zum
Ausgangspunkt zu einer Studie iber die Kompalkttafel genommen [7].
Die beiden Autoren kommen zum Schluss, dass sich der Barwert
der gesamten Priimieneinnahme innerhalb einer Versicherungs-
gesamtheit bei Verwendung der Kompakttafel gleich hoch stellt wie
bei Beniitzung einer Selektionstafel. Iibenso stimmen fir den Fall
der gemischten Versicherung gegen Finmaleinlage die Werte fiwr das
Gesamtdeckungskapital nach den beiden Tafeln iiberein. Keine Uber-
emstimmung der Deckungsriicklagen dagegen ergibt sich bei Iint-
richtung von Jahresprimien. Uber die Grosse der hierbei auftretenden
Abweichungen enthilt die Arbeit keine Angaben.

Iis erschien uns angebracht, den folgenden Untersuchungen von
Del Vecchio wegen ihrer besonderen Bedeutung fiir unsere Arbeit
einen eigenen Paragraphen zu widmen.

§ 3.
Die Arbeiten von Del Vecchio.

Als einziger Autor in der uns bekannten Literatur tritt Del
Veechio mit den Hilfsmitteln der Analysis an die Beurteilung der
Kompakttafel heran [8]. Fiwr eine Versicherung von allgemeinstem
Typus iberblickt er auf Grund der kontinuierlichen Methode erstmals
die Wirkung auf das gesamte Deckungskapital einer geschlossenen
VerSicherungsgesamtheit im Zeitpunkt ¢, wenn zur Berechnung dieses
Deckungskapitals an Stelle der Selektionstafel eine Kompakttafel
Verwendet wird.

Unter der Annahme, dass alle Flintrittsalter zwischen den Grenzen
“und B liegen, definiert Del Vecchio die nach der Dauer abgestufte
Ubel‘le‘bensordmmg mit : '
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L, =] byt d.

Unter der Voraussetzung, dass die Sterbensintensititen uy,,,, der

Selektionstafel mit [#] wachsen, folgert er fiir eine ganz allgemeine
grosser

kleiner]
als die Selektionsriicklage, falls die Prémienintensitét P, mit zu-
Jkleiner
|grosser
ersicht man hieraus leicht, dass fiir die gemischte und fiir die Todesfall-
versicherung die Kompaktriicklagen kleiner ausfallen miissen als die
Selektionsriicklagen, da Py, in beiden Fillen mit [«] zunimmt. Diese
Feststellung scheint im Widerspruch zu stehen mit dem FKErgebnis
Jeckling, wonach sich fir die gemischte Versicherung Unterschiede
der beiden Riicklagen im positiven wnd negativen Sinne ergeben
haben. Wir werden an anderer Stelle auf dieses Verhalten zuriick-
kommen und eine Erklirung dafiir angeben.

Vorderhand ist fir uns eine weitere Arbeit des gleichen Autors
von Interesse, in welcher er die Sterbensintensitit x, der Kompalkt-
tafel ableitet. Hs ist:

Versicherungskombination, dass die Kompaktriicklage [

nehmendem Eintrittsalter [x] } wird. Durch Spezialisieren

‘ i F )
_(Lii? Ll ?Znt_-_/ l[l']_{._t y (l.’J} _/ _Cit_ l[:r]-}-t dw
= — P a . u ,
' L, 4 p
/lm-w rda / Iy d
d
und wegen - gt = = Yt " My folgt
£
/l[m]+£ C Mgyt A2
By = —

[/3
i
fl[z]+t cdw

Unter der Voraussetzung, dass {,;,, konkaven Verlauf gegen die
t-Achse befolgt, schliesst Del Vecchio auf monoton wachsenden Verlauf
der Intensitatsfunktion wx, [9].



II. Te1l.

Erweiterung der Kompakttafel durch Einfithrung
der Altersverteilung.

Mit den Untersuchungen und Feststellungen Del Veechios hat
die Theorie der Kompakttafel einen gewissen Abschluss erreicht.
Der praktischen Verwendung dieser Sterbetafel stehen jedoch noch
gewichtige Bedenken entgegen, solange die berechtigten Kinwinde
Jecklins nicht durch Gegenbeispiele entkriftigt worden sind. In erster
Linie muss bei der Aufstellung der Kompakttafel die als konstant
vorausgesetzte Altersverteilung aller Eintrittsgenerationen eines Ver-
sicherungsbestandes angemessene Beriicksichtigung finden. Sodann
sollen, in Anlehnung an das Vorgehen Del Vecchios, Untersuchungen
iiber die Abweichungen der Kompaktriicklage von der Selektions-
ricklage auch hinsichtlich der erweiterten Kompakttafel gemacht
werden. Fir die praktische Wertung der Kompakttafel ist dabei
nicht nur das Vorzeichen, sondern ebenso die absolute Grosse dieser
Abweichung von entscheidender Bedeutung. Nach der nun vorzu-
nehmenden Abklirung der Vorzeichenfrage werden wir deshalb die
kontinuierliche Methode verlassen, um in einem praktischen dritten
Teil unserer Arbeit auf diskontinuierlichem Wege Berechnungen in
diesem Sinne anzustellen.

§ 1.
Neue Definition der nach der Dauer abgestuften Ausscheideordnung.

Vorerst betrachten wir fiir ein einzelnes Geschéftsjahr den Neu-
Zugang an gemischten Versicherungen, die alle fiir dieselbe Dauer
% abgeschlossen seien. Diesen Neuzugang, der eine wohlbestimmte
Anzahl Versicherte verschiedener Alter umfasst, haben wir als ge-
Schlossene Personengesamtheit aufzufassen. Im Verlauf der Zeit
wird diese geschlossene Gesamtheit unter dem Einfluss verschiedener
Ursaehen, wie Sterblichkeit und Storno, abnehmen, um nach Ablauf
der Versicherungsdauer in n Jahren ganz aus der Betrachtung aus-
Zuscheiden.
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Wir wollen fiir jeden Zeitpunkt die Anzahl der der Gesamtheit
noch angehérenden Flemente ermitteln. Offenbar erhalten wir auf
diese Weise eine Ausscheideordnung, in welcher die Anzahl der Uber-
lebenden als Funktion der verflossenen Zeit erscheint. Diese Aus-
scheideordnung entspricht somit unserer Kompakttafel. Wenn ¢ die
seit Versicherungsbeginn verflossene Zeit bedeutet, so moge L, die
Anzahl der Uberlebenden zur Zeit ¢ bezeichnen; I, bedeutet also die
Zahl der zu Beginn der Versicherung vorhandenen Personen.

Um den Umfang der Gesamtheit fir jeden Zeitpunkt ¢, d. h.
um fiir die Kompakttafel die L, berechnen zu kénnen, ist jedenfalls
die Kenntnis der Altersverteilung der Eintrittsgeneration unerlisslich.
Diese Altersverteilung sei durch die normierte Verteilung v(z) gegeben,
wobel wir uns allerdings vorbehalten, im Hinblick auf die Frfordernisse
der Praxis unter dieser Verteilung notigenfalls auch eine Summen-
verteilung zu versiehen.

Wegen der Normiertheit von »(x) ist

o0

/‘@(m) rde = 1. (1)

0

Wir erstrecken hier die Integration bis ins Unendliche, obschon
wir, dhnlich wie Del Vecchio, ein niedrigstes und ein hichstes Bintritts-
alter hiitten postulieren konnen. Vom mathematischen Standpunks
aus erscheint uns diese Darstellung die vollkommenere zu sein, nur
mitssen wir die Existenz des uneigentlichen Integrals (1) ausdriicklich
voraussetzen.

Die Zahl der beim Eintritt genau x-jihrigen Personen ist gegeben
durch

L, -v(z) - da.

Wir wollen im folgenden bei der Konstruktion der Kompakt-
tatel von der Wirkung des Stornos ganz absehen. Dann wird die
Personengesamtheit nur noch unter dem Einfluss der Sterblichkeit
abnehmen. Wir treffen die weitere Annahme, der wirkliche Sterblich-
keitsverlauf werde durch eine Selektionstafel genau wiedergegeben.
Wir betonen hier ausdriicklich, dass dies nicht etwa einer Finschrin-
kung in dem Sinne gleichkommt, dass nicht auch eine Aggregattafel
zur Konstruktion der Kompakttafel herangezogen werden konnte.
Wir haben fitr diesen Fall in den nun folgenden Entwicklungen die
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der Selektionstafel entnommenen CGrossen nur durch die entspre-
chenden Werte aus der Aggregattafel zu ersetzen.

Nach unserer Annahme sind also von den bei Versicherungs-
beginn z-Jihrigen nach Ablauf der Zeit ¢ noch

!
- il ]+ a5 — T A A e
Ly - v(x) - - da = Ly~ v(z) - Py - da
[z]
iberlebende (x -+ f)-Jihrige vorhanden.
Wir fassen jetzt alle Personen, die im ¢. Versicherungsjahr stehen,

durch Integration iber @ zusammen und erhalten als Uberlebens-
ordnung fiir die Kompakbtatel

L, = / Lo v(x) Py - de. (2)

Im Anschluss an diese neue Definition der Kompakttafel bringen
Wir zuniichst einige Erorterungen mathematischer Natur an. Vor
allem stellen wir fest, dass das uneigentliche Integral (2) eine Funktion
von tst. Sodann lisst der monotone Charakter von ,pp, unter
Verwendung der Beziehung (1) leicht erkennen, dass das zur Dis-
kussion stehende Integral in ¢ gleichmiissig konvergiert. Nach Sitzen
der Analysis kann somit bei einer allfillig vorzunehmenden Inte-
Bration iiber ¢ die Integrationsreithenfolge vertauscht werden.

Auch die Differentiation nach ¢ darf auf der rechten Seite von (2)
unter dem Integralzeichen ausgefithrt werden, wenn nur das uneigent-
liche Integral itber diese Ableitung wieder gleichmiissig konvergiert.

Die Intensitit der Sterblichkeit nach der Kompakttafel ist
Siml;_{emitssor Anlehnung an diesen Begritf fiv die Aggregat- oder
Selektionstatel definiert durch

dt L &y

My == = = 7

By L,

L, / (: lt ,p[x] dx

0 =
/ Lyv () yppy - da
0
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oder = . ©

f Lyv(z) pyda
0

Diese Darstellung ist richtig, wenn die gleichmiissige Konvergenz
in t des Zihlerintegrals in (3) feststeht. Fir irgendeine Sterbetafel
lisst sich aber immer eine Schranke M so angeben, dass fiir jedes
x und ¢ stets gilt

P * B < M,

mit welcher Tatsache die gleichmissige Konvergenz des in Frage
stehenden Integrals, wieder in Verbindung mit (1), unmittelbar be-
wiesen werden kann.

Nachdem so die Zuldssigkeit der Definition und Darstellung
einer Intensitit der Sterblichkeit p, fiir eine Kompakttafel sicher-
gestellt ist, wenden wir uns wieder der Beziehung (3) zu. Eine nihere
Betrachtung der rechten Seite dieser Gleichung lisst leicht erkennen,
dass u, als gewogenes Mattel der wy, ., interpretiert werden kann, wobei
die Anzahlen

Lyv(z) jpyy da

der (x+-t)-Jihrigen als Gewichte auftreten. Auch von diesem Gesichts-
punkt aus erscheint also unsere Definition der Kompakttafel als
zweckmiissig, da sie auf einer Mischung der Sterbensintensititen der
Selektionstafel nach Massgabe der Besetzung der einzelnen Alter
beim Beobachtungsmaterial beruht.

In § 1 des ersten Teils haben wir einige bekannte Formeln fiir
die Kompakttafel dargestellt. Ohne uns weiter um die reale Bedeutung
der nun folgenden Beziehungen zu kitmmern, stellen wir nach der
kontinuierlichen Methode die Formeln fiir einige versicherungstech-
nische Grossen bei Verwendung einer Kompakttafel auf.

Der Barwert einer kontinuierlichen, temporiren Leibrente «1»,
die bereits withrend der Dauer ¢ geleistet worden ist und deren rest-
liche Laufzeit noch (n—t) betrigt, ist

) S A "D,
at:ﬁ—'ﬂ:/t‘_d(r t)-L—‘dz‘ :'/ —D—dt.
¢

¢
/
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Ziwischen diesem und dem analogen, nach der Selektionstafel
berechneten Rentenbarwert besteht eine interessante Beziehung. [is
1st bekanntlich

n

[

= T e o

gy i, = / el EE
-t" [x]+¢

Unter der Zahl I, befinden sich Lyv(x) ppydz, die vor der
Zeit ¢ im Alter von [a:] der Gesamtheit I, beigetreten sind. Wird
jedem davon eine kontinuierlich zahlbar gedachte, temporire Leib-
rente «1» withrend der Dauer (n—t) ausgerichtet, so ist der Barwert
dieser Renten gegeben durch

n

_ 1y leree
@  Lyo(a) Py & - Ay iinor) = Lo () Py .[6“’(' 4 l—[H—d‘E dr.

. [x]+¢

Die Belastung aus einer solchen temporiren Rente «1» fir alle L,
Personen erhalten wir durch Summation iber alle Alter 2 zu

oo oo n

[
& ./Lov( ) (Pla) Uy 1591 AT = [Ln’”( Z) (Ppay /(’“"““ Ll gy da.
0 3 _ ;

o l[x] +t

Da nach den soeben gemachten Feststellungen die Reihenfolge

der Integration vertauscht werden darf, so folgt fiir die rechte Seite
von () ;

L —(S(t—l) [I] Lt Z[I 4t (,_6 () l[.c]_'_(
00() 1Pa] dvde = | dr | Lyv(x dx
0

i

[z] +t [::] l[a:] +1

n oo

ZIC'J("’)fLov(w),p[x]dm ~dr

{ 0

n
= f L dr wegen  (2).
t
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oo

Somit ist [ Lo () 1Dy Oy 4o = Ly < gy oder
0
/ L o() ppy E[m]-u:’ﬁlc‘] dx
Qg =, (4)
/ Lyv(z) pry dx
0

Man sieht also, dass auch der Rentenbarwert nach der Kompakt-
tafel als gewogenes Muttel der Rentenbarwerte nach der Selektionstafel
erschewnt., Als mathematische Folge davon kénnen aber weiter simt-
liche nach der Kompakttafel berechneten Versicherungswerte, die
sich linear durch Rentenbarwerte darstellen lassen, als gewogene
Mittel der ihnen entsprechenden Werte nach der Selektionstafel aus-
gedritckt werden. Demzufolge muss speziell fur den Barwert der
gemischten Versicherung «1» gelten

/ Lov() Proy Apyy vz * 4
7 0
At:}{;'t’y - ’ (5)

/.Lo v(z) tPra) dx
0

da ja Ay =1—8 - a5
und entsprechend Ay, 5 =1 — 0 a5 st

Schreiben wir die Beziehung (5) noch in der Iform
L - dysn = [ Lo () Pra) Apgg iy 4 (5"
0

so erkennen wir unmittelbar, dass fiir ewne gemuschte Versicherung
gegen Evmmalewnlage das Gesamideckungskapital nach der Kompakt-
tafel mat dem Gesamtdeckungskapital nach der Selektionstafel iiber-
ernstvmmt. Damit haben wir auch fiir die erweiterte Kompakttafel
und auf kontinuierlichemm Weg eine schon frither festgestellte Eigen-
schaft der Kompakttafel (vgl. § 2 des L. Teils) nachgewiesen.
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Dass ferner der Barwert der totalen Prdmieneinnahme nach der
Kompakttafel mit dem entsprechenden Barwert nach der Selektions-
tafol bei Intrichtung von Einmaleinlagen iibereinstimmt, beweist
man mit der Beziehung (5') fiir ¢ = 0.

Ebenso einfach gestaltet sich der Beweis fiir den Ifall einer prii-
mienpflichtigen Versicherung, fiir welche gilt

/ LOU (T’) I)—O:m a[.’ﬂ] n| dx = )1—50:_)3—} /LO ’U(IL) ﬁ[f] i d
0 0

- LO 1)0:717 by m| L(’ 4 00"

Von sehr grosser Bedeutung ist nun aber die Tatsache, dass

oo

[ Lig () Py Az

- P N Py

Nicht auch durch den reziproken Kompaktrentenbarwert —

My =t
dargestellt werden kann. Wir beweisen dies unter Zuhilfenahme
der folgenden allgemeinen Ungleichung (siehe Pélya und Szego, Auf-
8aben und Lehrsitze ans der Analysis I, S.54):

Wenn im Intervalle z; < @ < 2, die Funktionen f(z) und p(z)

Stetig und positiv sind und ausserdem gilt f(x) == konstant, so ist
Za T
[ p(a) de ] (@) f(z) da
1?'11 < |
‘?p(w) 2
~—dax / x) da
o [ vt@)
1 Iy
Setzen wiv fir 0 <t<n p(x) = Ly v(2) Py
nd f(.’]:) = a[1:]+t:7¢7| ’

80 - ” :
O folgt unter Abinderung der Integrationsgrenzen
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,-’ 3 w—— -

/ Lu ?J(.’D) 1Pl dx [LO U(m) tPlz) Y+t nmt ] dir

= L £ sy = Uy ]

[ gy [ Lyote) e

L)t n=t] ¢
oder auch
o0 L y
f Lov(®@) P g,
1 1 Iy (6)
Et | ~

[ Lov(@) i do
0

Der reziproke Rentenbarwert nach der Kompakttafel ist also
kleiner als das gewogene Mittel der reziproken Rentenbarwerte nach
der Selektionstafel.

Hier verdient noch die folgende Tatsache Beachtung. Wegen
der Grenzwertbeziehung

i gy gy = 0
T —=p oo

ist die Existenz des uneigentlichen Integrals im Zéhler des Ausdruckes
(6) fraglich. Um dieser Schwierigkeit zu begegnen, setzen wir ()
so voraus, dass firr jedes = und fir ¢t <mn gilt

v ’

a[a:]H:?FF %
wo M eine von z und ¢ unabhiingige feste Schranke bedeutet und
y > 1 ist. Damit ist die Konvergenz des diskutierten uneigentlichen
Integrals gesichert.

Die Ungleichung (6) verhindert natiirlich, dass auch die nach
der Kompakttafel berechnete Primie Py, als gewogenes Mittel der
Py gewonnen werden kann, da sich ja die Primie durch den
reziproken Rentenbarwert abziiglich Zinsintensitit darstellen ldsst.
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Es ist nach (6) fiir ¢t = 0
Ijo:m <5 -/. U(.’I:) 13[2:]?[ dx . (7)
o

Demgegeniiber fithren wir noch zwel weitere Barwerte nach der
Kompakttafel an, die sich durch Mittelwertbildung aus den ent-
Sprechenden Barwerten nach der Selektionstafel gewinnen lassen,
Ndmlich den Barwert , ,F, der Erlebensfallversicherung und den Bar-
wert |, , A, der temporiren Todesfallversicherung «1». Hs ist

r r / !
, Tal+t  net “l2l+
fLo'”(m) Py n-t Py 10 AT :/I"D v() _'['l'}“* UA l—x]—ﬂ dz
] o]+
0 0
ey ' f Lyv(x) ypry d
0
i ,Un-—l L
n

und somit nach Division der Gleichung durch I,:

[ Lo v(2) Py * n-tBayy0 d
0

ﬂ"tEt == 1’
ol
Ebengo ailt
/ Ly v(x) 1P m—z/I[mJH du
In—tAt =2 T s
4y

denn es 1st

i]/ LU ’U({B) tp[a:_] In—t/{i-[m]-l-l de = / L() U(m) tp[a:] (E{m]+t:ﬁ:ﬂ - 7:—!E|'x]+t) dz
0

= Lr (/L:'éiil"] ”"n«th) = Lt Jn-t‘gt .
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Nach diesen Vorbereitungen und mit einigen Frkenntnissen iiber
die Zusammenhiinge zwischen der Kompakttatel und der Selektions-
tatel versehen, wenden wir uns nun der Hauptaufgabe dieser Arbeit
zu. Im folgenden Paragraphen wollen wir, dhnlich wie wir dies soeben
fir Rentenbarwert, Einmaleinlage der gemischten Versicherung usw.
getan haben, Zusammenhinge zwischen den Deckungsriicklagen nach
der Kompakttatel und nach der Selektionstafel aufzeigen.

§ 2.

Zusammenhang zwischen dem Deckungskapital nach der Selektions-
tafel und nach der Kompakttafel.

In den folgenden Untersuchungen beschrinken wir uns auf die
Betrachtung des Nettodeckungskapitals.

Auf Grund der prospektiven Methode berechnet sich das Kompalt-
deckungskapital fiir eine gemischte Versicherung fiir die Versicherungs-
leistung «1» aus

Tol e . sccn e, s g s
Vi = Ay~ Pomy @i

wobei mit dem oberen Index k angegeben wird, dass es sich um das
nach der Kompakttafel berechnete Deckungskapital handelt. Aus

"L m-t| 1—d - Ei; ey und Rm S
(ty |
folgt
Vi=1— i"__”. (8)
a{):-nl

welche Beziehung das Analogon zu bekannten Relationen bei Ver-
wendung einer Selektions- oder Aggregattafel darstellt.

In den weitern Untersuchungen werden wir auch die folgende
retrospektive Form fiir das Deckungskapital bendtigen:

t

- D, _ do.q * Poso— 14
Vic s f_’ (1) = :“z) dt = 0:1) 0:n] | t<10 ) (9)
‘ J D v Ly



ws (15 ==

Fir die 7., Uberlebenden beliuft sich somit das gesamte Deckungs-
kapital nach der Kompakttafel auf

!
L, - Vk = j D, (Pymy— ) dv.

0

Wir richten jetzt unser Interesse dem Betrag zu, der sich durch
Einzelrechnung mit der Selektionstafel ergibt. Das Einzeldeckungs-
kapital fiir diesen Ffall ist nach der retrospektiven Berechnungsweise
gegehen durch den Ausdruck

Fiir alle im Fintrittsalter [2] abgeschlossenen Versicherungen ergibt
sich nach der Zeit ¢ das Deckungskapital za

{

Ly o(a ) Py * A+ Vi = Ly o(x) ,p{x]f = (P — Mo A7+ dez.

Das Deckungskapital fiir die Gesamtheit aller Uberlebenden stellt
Sich somit fiwr die Zeit ¢ nach Abschluss der Versicherung auf

oo i

Lov(x) o Vigde == | Lyv(x)p D Fr[l '
UL} Pyt Vg @ == [ L v(z) o1 [z] * Dy elin] ™ M) +r)
Q0

[z]+¢
0

drdz.

Da auch hier die Integrationsreihenfolge vertauscht werden darf,
folgt

]

c_dz z l:l: 4
f Lo (x) z[’[;“V ifl-L—f fL v(2) ——— HH i [P[x]_”l M) o] dzdT

; ey Baye

—~dr
C’ -
0
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Wie schon bemerkt, kann angesichts der Ungleichung (6) das
uneigentliche Integral auf der rechten Seite dieser (leichung wegen
des Auftretens von P, 5 nicht, wie wir das bei (3), (4) und (5)
gewohnt waren, durch den entsprechenden Wert nach der Kompalkt-
tafel ersetzt werden. Wir behelfen uns aber dadurch, dass wir das
gewogene Mittel der P, speziell defimeren und zu diesem Zweck
die Substitution ansetzen

. / Lg0(%) Ppg Ppagi 4
B=- - (10)

o0

/" Lyv(x) ppy de

0

P stellt offenbar die durchschnittliche Primienintensitit im
Zeitpunkt 7 nach Abschluss der Versicherung dar. Diese Grosse wird
im nichsten Paragraphen Gegenstand einer besonderen Untersuchung
sein. IMiir den Augenblick aber leistet sie uns zur Vereinfachung der
Formel fiir das gesamte Deckungskapital der L, Personen gute Dienste.
s wird nimlich wegen (3) und (10)

- [
/ Lo () (Ppay Vg 42 = c‘”/ ¢ L [P,—u,]dr. (11)

0 0

Wenn wir auch das gewogene Mittel V5 der Selektionsriicklage

f Lo o() Py Vi die
0

&l

g0 haben wir den Betrag ermittelt, der nach Ablauf der Zeit ¢ seit
Abschluss der Versicherung durchschnittlich fiir jeden Versicherten
als Deckungskapital zu bestellen ist. Das mit Hilfe der Finzelrechnung
ermittelte Gesamtdeckungskapital ergibt sich nach (12) einfach durch
das Produkt L, - V§. Mit der neuen Substitution (12) geht dieses
Produkt oder, was gleichbedeutend ist, der Ausdruck (11) tir die
gesamte Selektionsriicklage iber in



— JI7 —
| ‘.
L Vi=¢" [ D, (P—p)dr.
6

Als dwrchschnattliches Deckungskapital fiir die Versicherung «1»
nach der Dauer ¢ seit Abschluss ergibt sich somit

— D, _
Vi = f —(P,—u,) dv. (18)

Damit sind wir in der Lage, die Gesamtriicklagen nach der
Selektionstatel und nach der Kompakttafel einander gegeniiberzu-
stellen. Ks ist dabei unwesentlich, wenn wir uns auf einen Vergleich
der Durchschnittswerte 7§ und 7 beschrinken, da ja die entspre-
chenden Gesamtriicklagen je durch Multiplikation mit L, erhalten
werden.

Die Gegeniiberstellung von (13) und (9) lisst erkennen, dass die
Gleichungen fiir % und 7% miteinander iibereinstimmen bis auf die
Primie. Wir konstatieren jetzt die Auswirkung des Umstandes, dass
das gewogene Mittel der Pp;; nicht die konstante Primie Pz
nach der Kompakttafel, sondern die variable Durchschnittsprimie
B ergibt. Diese Tatsache bewirkt denn auch, dass die Deckungs-
ricklagen nach der Selektionstafel und der Kompakttafel voneinander
abweichen. Die Analysierung der dabei auftretenden Abweichung
ist eine unserer Hauptaufgaben.

Wir bilden mithin die Differenz
Ay = Vi—T. (14)

Die Grosse der Differenzfunktion 4, 1st ein Kriterium fiir die
Brauchbarkeit der Kompakttafel zur Berechnung des Deckungs-
kapitals ganzer Versicherungsbestiinde.

Aug (9) und (13) folgt
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Fir spitere Zwecke geben wir noch eine andere Darstellung
tir 4. Setzen wir némlich in (10)

so ergibt sich

_ ‘) m)

P = — 3.
f Ly v(x) gy da
0

Diesen Ausdruck setzen wir in (15) ein und erhalten, da

Po m (10 — 0 iSt,
f LO !U(w) tp[fL‘L Cl:l,'
o / D, | ¢ Hzj:m) - 1 .52
_ — R —— -] 7:
) b D, L QG

¢
_ 1 D
= - f ¢ f fv(a; Ll g+ dy — = Fdr
Ufz): ] @o: ) o Dg

und durch Vertauschen der Integrationsreihenfolge

oo { {
1 Ly v(x) .
= ..1-)—_ f _.; 7 __4 5 tp[a,J = 'D( d'l:'
¢ 5 [z]: 1] g 0:7) :
— _l_ f L_O ’D(_Ln)“ ; a[a:] B dr — LU; a‘0:1—1 ]
D, 3 Qlz): ) o 57)
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Wegen (1) ist

o - 2 a .
A /v(:z:) D7 .
a’():m - o: 7]

Somit geht die Gleichung fir die Differenzfunktion iiber in

; = e
et Frafimn ol g
' o : Qpz:w) Qo)
- . e s L D 1
Dabei haben wir beriicksichtigt, dass _D(: = D(: — T 1st.

§ 3.
Der Verlauf von 4.

Die Formeln (15) und (16) gestatten uns jetzt, die Differenz-
funktion 4y 7u studieren. Wir gehen zweckmissig von (15) aus,
. M welcher Beziehung uns alle Gréssen mit Ausnahme von P, geliufig
sind. Fiir die weitern Untersuchungen ist die genaue Kenntnis der
Funktion P unerlisslich, so dass wir zuerst diese Funktion studieren
wollen. Nach (10) ist

f LO TJ(:E) rp[x} F;[sc]:?] dz
0

L

¥

P =
Als Ausdruck tir die erste Ableitung erhalten wir

— L, [ Lyv(@) Pray ey By @ + Ly o, [ Lyo(®) ppoy P 8
0 0

d _
b= = _

T

o0

Lyl _ _
= f My ’U(CE) tp[a:] I[z]:r'?f dx — 10(33) tp[:c] Au[m'|+r P[x]:?ﬂ dmf ’
0

0
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also 1st

d

N A _
‘EZ‘; R == E f ’U(‘,B) zp[:c] P[z]:'ﬁ[ [lur —“ lu[x}'}-t} dz.
0

d _ . ) )
Um das Vorzeichen von TP’ zu bestimmen, erinnern wir uns
dr

der Beziehung (8), aus der wir leicht entnehmen, dass

o

f 0(2) Pray [#4e — 4] A2 = 0 ist.
0

Unter der Voraussetzung, dass s ,, monoton in z wichst,
nimmt die Differenz [, — yp,q..], als Funktion von z betrachtet,
monoton fallenden Verlauf, und zwar geht sie von positiven zu nega-
tiven Werten iiber, da nur derart das zuletzt erwihnte Integral
Null sein kann.

An der Stelle x = & schneide das Bild der I'unktion [,ut— M) +t]
die x-Achse, so dass also

Hm,— M[E}-I—t =0
ist. Es muss infolgedessen gelten:

&

j- v(a:) rp[x] [Aur—lu[x]-}-t] dz —l_ ,/ ’U(lL‘) tp[ﬂ [‘ut __"‘u'[i']‘i*f] dz =0

0

oder

-
& o0

f (%) Ppa) (. — bt o] d = f (%) P [l“[a:]-}-r_lu’r] dz. (17)

0 &

Da Py wegen der vorausgesetzten Monotonie von Pa) -+ 101b
wachsendem z selber monoton zunimmt, gelten die folgenden Un-
gleichungen:
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6/ V(@) Pra) Loy [1.— tpz) 4] 42 < Py j ) P | e — ttyay] die
0

o0

..f 0(%) Py Dyggian | 440 — 0] do > B f ) Pioy Ly — 1. dw
und somit wegen (17)

h/ ( ) tp[’B 1 x]:n] [M[L_]—{—r r] dx e T)[E]:m f ’U(:C) rp[a;] [f“z — :u[a:] +r] da.
: 0

Weiter ist

d oo
1 j v x) rp[’l:] _[_)_[x]m [lu'r wll’t[xj -f—r] d.f;'_'— j 'U({I:) rp[w] p{m}ﬁ\ [t“[a:j T !’Lt] dm] *
0 &
Wegen der soeben angegebenen Ungleichungen ist also
d :
p = ] 4 ) ]
d't L3 T l[ s n|'/-1J CL) rp[r [ :u_]~}~'r] dfb—l ] 0/ rp(:v] tu’[':r]»l-r] dxp=0
oder
i =
— P < 0. (18)

dt

Wir stellen als Resultat unserer Untersuchungen itber P fest:

Wenn py,, ., emme monoton wachsende Funktion ist, so ust due durch
unsere Beziehung (10) definierte Funktion P, monoton fallend.

Dieses Resultat wird spiter von Bedeutung.

Fine weitere, fast selbstverstindliche Eigenschaft von P ergibt
Sich aus der Beziehung (10), die nach der Multiplikation mit I, dz

auch in der Form

L. B r = / Ly v(2) Prg Py d - dv

geschrieben werden kann. Die rechte Seite dieser Gleichung bringt
den totalen Primienaufwand des ganzen Bestandes im Zeitelement 7



bis 7 4 dv zum Ausdruck. Den auf den Versicherungsbeginn zuriick-
diskontierten Barwert aller Pramieneinnahmen ermitteln wir durch
Integration iiber die ganze Versicherungsdauer zu

/' D,Pdr = / e fLO 2(2) Py _’P[z]m dz - dr.
0 0 0

Dieser Gleichung ist zu entnehmen, dass die totale Primieneinnahme
gleich gross wird, ob wir nun von jedem Versicherten die individuelle
Primie Py, oder die mit dem Zeitpunkt ihres Verfalls variable
Durchschnittsprimie P, einfordern.

Aus der in § 1 des zweiten Teiles schon bewiesenen Gleichheit
der Erwartungswerte der totalen Pramieneinnahme nach der Kompalkt-
tafel und nach der Selektionstafel folgt damit auch, dass gelten muss:

n n
[ D.Bdv = [ D, Py dz. (19)
0 0

Die mit (18) und (19) gewonnenen Erkenntnisse iiber die Funktion
P, machen wir uns jetzt in der Diskussion von 4, nutzbar.

Zuniichst berechnen wir die Werte, die 4, an den Stellen 0
und » annimmt. Aus (15) folgt fiir ¢ = 0 sofort

A(O) = 0 .
Fiir den Fall { = n erhalten wir wegen (19) ausserdem
A(ﬂ) = 0.

Das Verschwinden von 4, fir die Grenzen t =0 und ¢t =mn
bedeutet, dass an diesen Stellen die Kompaktriicklage mit der Selek-
tionsriicklage iibereinstimmt. Von Interesse ist weiter die Grosse
von 4, fiir das Innere des Intervalls 0 < ¢t < n». Um auch hier
Werte zu erhalten, greifen wir auf die Formel (15) fiir die Differenz-
funktion zuriick, die lautet:

|

1 A S
A(z)z'D—t!D:(Pz‘—Po:ﬂ)dT-
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Das Vorzeichen von 4, iiber welches wir uns vorerst Klarheit
Verschaffen wollen, wird dureh den Wert der Grosse (P— [ 0n)
bestlmmt da D, und D, sicher positiv sind. Py: 1 1st eine Konstcmte
Wihrend P eine monoton fallende Funktion ist. Aus der Beziehung
(19) folgt sofort, dass

ist, was nur dann méglich ist, wenn die Funktion (P, — I, A im
Intervalle 0 < 7 <n mindestens einmal das Vorzeichen wechselt.
Wegen der Monotonie von P, kann der Klammerausdruck diese
Forderung nur dadurch erfiillen, dass er im betrachteten Intervall
von positiven zu negativen Werten iibergeht. An einer bestimmten
Stelle, etwa an der Stelle T = s, wird also

D, — D=0 oder D =Dy

Es ist dann

n

/ D.(B—Fy) dr—fD B, — o) dv — [ D, Py — ) dv = 0.

0

Im Intervall 0 < ¢ < s ist (P,— Pyz) stindig positiv und somit
auch 4, . Falls aber s <t < n ist, folgt aus den vorausgehenden
Feststellungen

¢

f D, (R‘—Pﬁﬂ) dr zst,( — Py, dr——fD 077! P)dx
0

0
und
t

[ D.(P— d1‘>fD — Po) drwa (Pysm—B) dv =0,

0
80 dass also immer gilt:
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Wir erinnern uns hier nochmals der urspriinglichen Definition
von 4; nach (14) ist ndmlich

Die Beziehung (20) sagt also aus, dass das durchschnittliche
Selektionsdeckungskapital V5 sténdig grosser ist als das Einzeldeckungs-
kapital V% nach der Kompakttafel. Diese Aussage bezieht sich nur,
was wir noch ausdriicklich hervorheben, auf die zugrunde gelegte,
durch die Altersverteilung v(z) gekennzeichnete Personengesamtheit.

Zu dieser Erkenntnis ist fiir die gemischte Versicherung auch Del
Vecchio gekommen, allerdings unter Verwendung einer auf andere
Weise definierten Kompakttafel (vgl. § 8 des I. Teils).

Es ist jetzt der Moment gekommen, den dort festgestellten Wider-
spruch aufzukliren. Jecklin hat, wie schon erwihnt, anhand von
numerischen Beispielen Abweichungen der Kompaktriicklage von der
Selektionsriicklage sowohl im positiven als auch im negativen Sinn
erhalten (vgl.[4]). Diese Tatsache stimmt also mit der soeben ge-
wonnenen Erkenntnis nicht itberein. Zur Erklirung rufen wir in
Erinnerung, dass in der betreffenden Arbeit je die Selektionsriicklagen
fir vier in ihrer Altersstruktur abweichende Personengesamtheiten
mit ein und derselben Kompaktriicklage verglichen worden sind. Die
Kompaktriicklage ist dabei auf Grund der von Smolensky aufgestellten
Kompakttafel ermittelt worden. Unsere Aussage iiber das Vorzeichen
von 4y beruht jedoch auf einem Vergleich zwischen der Selektions-
riicklage fiir eine bestimmte Versicherungsgesamtheit und derjenigen
Kompaktriicklage, die mit Hilfe der aus derselben Personengesamtheit
abgeleiteten Kompakttafel berechnet wurde. Zur Konstruktion der
Kompalkttatel haben wir ja die Altersverteilung der Personengesamt-
heit mit herangezogen.

Auch Del Vecchio hat seine Aussage mit Riicksicht auf eine
wohlbestimmte Personengesamtheit gemacht. Im Sinne unserer Be-
ariffsbillung hat er nur an Stelle der allgemeinen Altersverteilung
o(x) die spezielle Verteilung [, gewdhlt. Fir seine Kompalkttafel
gilt nimlich

4 f
L :fl[w]-udm :/ by * Py A,

d. h. in diesem speziellen Falle ist v(x) = Iy
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Damit haben wir zur Geniige dargelegt, dass sich unsere Aussage
tiber das Vorzeichen von A,y immer aut eine bestimmle geschlossene
Personengesamtheit bezieht.

Beim Studium der Zahlenbeispiele Jecklins driingt sich noch
f_ﬁn anderer Vergleich auf. In § 2 des ersten Teils haben wir die von
Jecklin ausgearbeitete Methode zur angeniiherten Riicklagenberech-
Nung auf Grund eines mittleren Alters angegeben. Die Differenz
zwischen der durch Finzelrechnung ermittelten gesamten Selektions-
Ticklage und der mit Hilfe der Methode Jecklins ermittelten Deckungs-
Ticklage ist fast durchwegs positiv, welches Verhalten ja, wie wir
Soeben festgestellt haben, auch fiir die Kompakttafel typisch ist.
Diese Tatsache rechtfertigh eine niihere Untersuchung itber eventuelle
Zmsammenhiinge zwischen dieser Methode des durchschnittlichen Tin-
trittsalters und der Kompakttafel.

Die Formel, die Jecklin zur durchschnittlichen Riicklagen-
berechnung verwendet, lautet bekanntlich

!il tA[g
Bt 2_‘0 S ¢,

Dabei bedeutet z das mit Hilfe von G = E C, qy gerechnete durch-
T
Schnittliche Wintrittsalter und €, die normierte Summenverteilung
der Versicherungsgesamtheit.
Kontinuierlich lautet die Formel, wenn wir €, durch das uns

gelidufigere, hier als Summenverteilung aufzufassende v(x) ersetzen,

a{g]T r - 1A
V== i /@(m)_p[m]m,da, i (21)

Die Bestimmung des Durchschnittsalters z erfihrt dabei eine
kleine Modifikation, indem sie jetzt aus

My = / v(2) ppy dx zu erfolgen hat.
0

Ein Vergleich mit (3) zeigt uns, dass g, (-] Mib gy der Kompa kttatel
identisch ist. Tir einen spiitteren Zeitpunkt ¢ werden naturgemiiss
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die Sterbensintensititen, wenn auch nur unwesentlich, voneinander
abweichen, so dass im allgemeinen g, + u, ist.

Die Deutung der nach der Kompakttafel berechneten Barwerte
ty. 715 (M und | Ay als Mittelwerte der entsprechenden Barwerte nach
der Selektionstafel (vgl. II, § 1) lisst die Moglichkeit erkennen, an
Stelle der Barwerte a7, (L und | 4, diese ihnen entsprechenden
Barwerte der Kompakttafel in die retrospektive Formel eingehen zu
lassen. Offenbar ergeben sich nimlich nur unbedeutende Abweichungen,
wenn man einen nach der Selektionstafel berechneten Barwert fiir
das mit »(xz) gemittelte Kintrittsalter [z] ersetzt durch das mit v(x)
gewogene Mittel der Barwerte nach der Selektionstafel.

In diesem Sinne 1st der Ausdruck

dmﬂ f v(x) - ng,—l (Z:I:——“:‘Ig
0

V= - 22)
‘ o (

mit der Formel (21) gleichbedeutend. Nicht zu demselben Schluss
kommt man durch den Vergleich mit der Kompaktriicklage

V=1 — el Y] Py — 1o
t o a - -

: 1
aO:?ﬂ l'B"O

Wir konnen wegen der Ungleichung

o0

Py < [ 0(®) Pz de (vgl. (7))

0

unsere Aussage sogar dahin priizisieren, dass ;¥ > V¥ ist, dass also
die Deckungsriicklage, nach (22) berechnet, stets grosser als die
Kompaktricklage austillt.

Die gemachten Ausfithrungen geben zu den folgenden zwei Fest-
stellungen Anlass:

Finmal haben wir eine Erklirung gefunden fiir die stets positive
Abweichung der nach Jecklins Methode ermittelten Deckungsriicklage
von der genauen Selektionsriicklage. Fir die Entwicklung dieser
Methode beschreitet ja ihr Begriinder fiir die Beriicksichtigung der
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Altersverteilung und die Verwendung von Durchschnittswerten ganz
dhnliche Wege wie wir fiir die Kntwicklung unserer Kompakttafel.
Beide Verfahren miissen daher fast iibereinstimmende Resultate
zetbigen, Kin prinzipieller Unterschied zwischen der Methode von
Jecklin und der Methode mittels der Kompakttafel besteht einzig
darin, dass bei der Kompakttafel an Stelle des gewogenen Mittels

aller Priimien Pl die Kompaktprimie 1750:,” verwendet wird. Zahlen-
missig fallt dieser Unterschied aber nur schwach ins Gewicht.

Als weitere Erkenntnis méchten wir sodann festhalten, dass die
drei Grossen 72, 7% und ,¥, aus denen die Gesamtricklagen im Zeit-
punkt ¢ fiir die Gesamtheit aller Uberlebenden je durch Multiplikation
mit L, gewonnen werden, nach den zuletzt angestellten Uberlegungen
und gestiitat aut die Zahlenbeispiele Jeckling (siehe [4]) im allgemeinen
der folgenden Ungleichung geniigen:

Vi< <V (23)
Dieg gilt trivialerweise auch fiwr das Gesamtdeckungskapital, ndmlich
Lvi<L, V<L Vi

Es ist hier noch zu beachten, dass die Ungleichung 7 > 7%
nur bei Verwendung der retrospektiven Riicklagenformel richtig ist.
Bei Verwendung der prospektiven Formel, in die der Barwert der
Primieneinnahmen bekanntlich mit dem negativen Vorzeichen eingeht,
Wirden sich die Verhiltnisse gerade umkehren, und es wiirde gelten:
v e 7’[

Im Zuge eines Vergleichs der Kompakttafel mit andern Tafeln
und Methoden zur Riicklagenberechnung miissen wir hier noch die
bemerkenswerten Ausfithrungen Eldertons erwihnen, die er anlisslich
eines Vortrages im Institute of Actuaries dargelegt hat [10]. Elderton
schligt namlich vor, die Altersverteilung eines Versicherungsbestandes
durch eine Frequenzkurve darzustellen; in Verbindung mit einer
Sterbetafel liesse sich eine Tabelle der diskontierten Zahlen der Uber-
lebenden herstellen. Mit dieser Tafel kénnte die Riicklagenberechnung
leich, vorgenommen werden, indem der Barwert der zukiinftigen
Leistungen des Versicherers und der zukiinftigen Prémienzahlungen
der Versicherten je durch eine Multiplikation mit dem Summen-
baw. mit dem Priimientotal ermittelt und durch Differenzbildung
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daraus sofort das gesuchte Gesamtdeckungskapital gebildet werden
koénnte. Ohne in seinem Vortrag und in einer spiiteren Publikation
iiber I'requenzkurven [11] seine Gedanken betreffend die Ermittlung
des Deckungskapitals rechnerisch auszuwerten, empfiehlt Tilderton,
dieses Problem eingehend zu untersuchen. In der anschliessenden
Diskussion sagten siimtliche Redner dieser Methode eine grosse Zu-
kunft voraus, indem sie hauptsichlich fiir die Riicklageberechnung
eines grossen Versicherungsbestandes eine wesentliche Erleichterung
bedeute.

Die Gedanken Eldertons stehen ganz offensichtlich in enger
Beziehung mit unserer Entwicklung der Kompakttatel; die Frequenz-
kurve ist namlich in unserem Fall durch »(z) und die diskontierte
Zahl der Uberlebenden durch

D, =p L, = j Ly o(x) ,ppy da
' |

gegeben.

FFalls seine weitern Ausfithrungen tber die Barwertbildung der
zukiinftigen totalen Ausgaben und Finnahmen dahin zu verstehen
sind, dass Flderton gestiitzt auf die diskontierten Zahlen der Lebenden
die andern Kommutationszahlen der Kompakttafel und schliesslich
die entsprechenden Barwerte berechnen will, so wiire diese Methode
mit unserer Kompakttafel grundsitzlich gleichbedeutend.

§ 4.
Einige Funktionalgleichungen.

Fir das Deckungskapital ist kennzeichnend, dass es sowohl in
der Einzel- als auch in der Sozialversicherung einheitlich gebauten
Differential- und Integralgleichungen gentigt (vgl. etwa [12] und [13]).
Bs ist daher von Interesse, nachzupriifen, ob auch fiir das Deckungs-
kapital 7% nach der Kompakttafel und fir das durchschnittliche
gleichungen existieren.

Aus der Definition der retrospektiven Kompaktriicklage

t

‘D,
V= [ -5 Py — o) dz
t b/ D, o )



— 129 —

folgt durch Differentiation

¢

L DB —p) D+ 0) [ DB — )

Tk _— 0
a D2
t
‘ D, _
= Lymj— 4 + (0 + 9) f D. (PO:FI—I‘“:) dv
!
. 0
und somit
d __, —
ar Vlf = (‘“z 4 6) Vlf o Po:il — My (24)

Entsprechend folgt aus der Formel (13)

!
. D, _
1% :flj, (P.—u,) dv
0
die Differentialgleichung

- - = 4
T Vi= {4+ Vi + D —u,- (25)

Mit der Beriicksichtigung, dass Vi = V5 = 0 ist, folgen aus diesen
beiden lincaren Differentialgleichungen fiir das Deckungskapital durch
Integration von 0 bis ¢ die Integralgleichungen

!
V= f [VE (e, + 6) + Pyyy— 1] dz (26)
0
- -
und Vi=[[V;(4,+9d)+P—p]ds. (27)
0

Die Tatsache, dass die Differensfunktion 4, aus 7§ und V}
durch Subtraktion hervorgegangen ist, legt die Vermutung nahe,
dass 4, seinem Charakter nach selber ein Deckungskapital ist.

9
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Um dies einzusehen, fassen wir in der Gleichung (15)

t
4 /‘D, (P—Py7) d
= Ty W T Ly AT
(1) : D, 0:n]

die Primie P,z formal als konstante Sterbensintensitit auf, so
dass jetzt Ay in der Tat als Deckungskapital zu deuten ist, genau
gleich wie etwa 77§ in der oben wiederholten Formel (18); es ist in
(18) nur g, durch Pys zu ersetzen.

Die Deutung der Differenzfunktion A4, als Deckungskapital
lisst die Ubertragung der soeben aufgestellten Funktionalgleichungen
auch auf 4, als sinnvoll erscheinen. Aus 4, = V;— V| folgt
wegen (24) und (25) unmittelbar

d o .
m Ay = (p, +0) (Vi—V})) + 1 —Poyy
d ‘ -
()del' 'dt'“ A(” s (lt’:t '+" 6) A(t) —I“ ]?5 —_— Po:m- (28)

Aus (26) und (27) folgt ferner die Integralgleichung

¢

Ay = / (4 (#, + 08) + B— Pyzy) dx. (29)

0

Die Funktionalgleichungen (28) und (29) hitten wir ebenfalls
aus der Grundbeziehung (15) fiir 4, direkt herleiten kénnen.

Diese Beispiele fiir funktionelle Zusammenhinge der Differenz-
funktion liessen sich, der Kigenschaft von 4, als Deckungskapital
entsprechend, vermehren. Wir wollen uns jedoch mit diesen Hinweisen
begniigen und die Kompakttatel noch von einem ganz anderen Ge-
sichtspunkt aus kritisch betrachten.
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IT1. Teil.
Praktische Auswertung.

Im folgenden setzen wir uns zum Ziel, die Frgebnisse unserer
theoretischen Untersuchungen iiber die Kompakttafel auf Grund der
diskontinuierlichen Methode zahlenmiissig auszuwerten. Zu diesem
Zwecke stellen wir anhand eines konkreten Beispiels den Betrag der
Abweichung der mittels der Kompakttatel berechneten Gesamtriicklage
von der genau ermittelten Selektionsriicklage fest. Wir beschrinken
ung dabei auf Berechnungen innerhalb einer Modellgesellschaft, die
den nachstehenden Voraussetzungen geniigen soll:

1. Alle Versicherten gehen eine gemischte Versicherung von Fr. 100
ein.

[ )

. Die Versicherungsdauer n betrage einheitlich 20 Jahre.

-

3. Der Bestand zu Beginn der Versicherung weise die in Tabelle 1
gegebene Altersverteilung auf, mit « = 25 und g = 45.

Diese Annahmen wurden frei gewihlt, ditrften aber (mit Ausnahme
der Hohe der versicherten Lieistungen) den tatsichlichen Verhiilt-
Nissen bei einem Zugangsjahrgang bei Versicherungsgesellschaften
nahekommen. Wir wollen jedoch den Hinweis auf die Bedeutung,
die dem Studium anderer Zahlenbeispiele zukommt — bei veréinderten
Voraussetzungen iiber Altersverteilung und Vertragsdauer —, nicht
unterlagsen.

§ 1.
Die Konstruktion der Kompakttafel.

Nach den getroffenen Annahmen ist durch sinngemisse Uber-
tragung der Definition (2) die nach der Dauer abgestufte Uberlebens-
ordnung in diskontinuierlicher Form gegeben durch

I
Ly =) Lyo(a) . (30)
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Daraus bestimmt man

8
5
Z_‘ LO ”(a;) tp[cc] q[a:]-H

L,

4 (31)

In Analogie zu u, erscheint bei diskontinuierlicher Betrachtungs-
weise ¢, als gewogenes Mittel der Selektions-Sterbenswahrscheinlich-
keiten. Die gleiche Aussage gilt fiir simtliche versicherungstechnischen
Grossen, denen bei kontinuierlicher Behandlung des Problems diese
Mittelwerteigenschaft zukommt.

Ohne die Herleitungen im einzelnen durchzufithren, geben wir
nunmehr die wesentlichsten Frgebnisse des zweiten Teils in diskonti-
nuierlicher Darstellung an.

Aus der Beziehung (8) gewinnen wir bei Verwendung der Kompalkt-
tafel zunichst den nachstehenden Ausdruck fiir das Pinzeldeckungs-
kapital einer gemischten Versicherung:

‘ Asni]
VI; == ]_ —_— __WE.M. . (82)
a():?ﬂ
Durch Multiplikation von V% mit L, erhalten wir die Kompalkt-

riicklage fitr die geschlossene Gesamtheit im ¢. Versicherungsjahr.
Den Formeln (10) und (12) entsprechend ist

;
Z Ly v(z) Py tV[x]

Vi 7 (38)
1
und
B
L
Z‘Lﬂ ’U(.’E) tp[z] 13[9:] n]
P — T=a
. 7 : (34)

r

Durch Ubertragung der Gleichung (16) erhalten wir schliesslich
fir die Differenzfunktion
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1 ﬂ“ a[ 7] aG: !
g Alz): 7] Ao 0.

T=a

Mit diesen Formeln ausgeriistet, schreiten wir jetzt zur Kon-
struktion der Kompakttafel. Fiwr die Berechnung von L, nach (30)
h L . vor 76/05 _ .

aben wir die Selektionstafel V 605 [10] des Vereins Deutscher
Lebensversicherungsgesellschaften verwendet; die Kommutations-
zahlen sind zu einem Zinsfuss von 4 %, ermittelt (siche Tabelle 2).

§ 2.
Naherungsformeln fiir AU).

Bevor wir an die Berechnung des numerischen Beispiels heran-
gehen, suchen wir nach Anhaltspunkten iiber die ungefihre Grisse
von A, und somit iber die Genauigkeit der Anndherung an die
Selektionsriicklage, wenn wir zur Ritcklagenberechnung die Kompalt-
tafel beniitzen.

Ausgangspunkt unserer Untersuchung ist die Beziehung (35);
sie lautet:

4 : :

0= T
lEO .a[x]:m aO:ﬂ_

T=a

. . - ar,.
Aus diesem Ausdruck greifen wir die Grésse 18 peraus. Halten
Ape)i ]
wir darin ¢ und » fest, so erscheint sie nur als Funktion von z. Unsere
Ara. 7
Untersuchungen iiber ~©=:t
Al
605
vor i
ki [10] 4 9, der Absterbeordnung der schwei-
76/05 -
zerischen Bevolkerung, Minner, S. M. 1921—19380, 814 9% und der
Tafel der Assurés Frangais (A. F. 81/, %) iibereinstimmend das folgende

Resultat:
awm

C A
die z-Achse.

ergaben anhand der schon erwihnten

Sterbetatel V

ist monoton wachsend in x und verliuft konvex gegen



alef-ﬂ—l —_— —a
?'_f_:——; —

g
® v B @

Die geradlinige Verbindung zwischen dem Anfangs- und dem
Endpunkt der Kurve muss also stets oberhalb derselben verlaufen,
wie es unsere Skizze veranschaulicht.

o AT . } . -
Weil ~=: in der Gleichung tir 4, mit dem positiven Vor-
Afz): 7] '
zeichen auftritt, vergriossern wir Am, falls wir zwischen dem Anfangs-
und dem Endpunkt linear interpolieren.

Es wird also fir 0 <t < n

IR
Ay < Pyy = B, Zﬁ’(l‘) [ A (2—0) — By,

t
wenn wir setzen:

Appn _ AT

Aigg Aral: .
A(” — [ﬁ].—:g__a [a]:n] (36)

] ay. A(u]: 1]
By = Pl Lkl
Ao: n| A[a]:n]

Fiwr die Argumente ¢ = 0 und t = n erhalten wir vorerst

Ay = DBy =0

A(N) == ¢(ﬂ) - 0 .
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Durch Ausklammern von ., und B, geht der Ausdruck fiir
@, wegen der Normiertheit von v(z) iiber in

]

Py = _-“l’f‘ ]IAU) ZU(T) (2—o) — Bu)} . (37)

T=a

Mit der Ifunktion @, haben wir eine obere Schranke von 4,
gewonnen. Weil &, im Gegensatz zu A, leicht zu ermitteln ist,
kbnnen wir aut einfache Weise Berechnungen {iber die im dussersten
Fallo zu erwartenden Abweichungen der Kompaktriicklage von der
Selektionsriicklage anstellen.

Das Bild der Funktion “t:!1 legt eine weitere, genauere Ab-
A): ]
schiitzung der Differenzfunktion 4,y nahe.

Verwenden wir nimlich neben dem Anfangs- und dem Endpunkt

noch einen dritten Wert der Funktion Y etwa an der Stelle
ar, Tl a[xj:'i_f[

T =y, s0 kénnen wir “ it guter Genauigkeit durch ein Polynom
_ Al W] _
4weiten Grades approximieren. Setzen wir diese Funktion zweiten

. : . At ao.71| .
Grades in der Gleichung fiir Ay, an Stelle von | 2L TG gip
80 wird 4, durch die neue Funktion A ol

i ;i
1 ) .

¥, = = ]l a, Z‘ (z—a)2v(x) + by, Z (w—o) v(x) — c(,)}- (38)
{0 r=a r=a

angendhert dargestellt.

Von der Funktion ¥, konnen wir natiirlich nicht wie von @,
Voraussagen, ob sie kleinere oder gréssere Werte liefert als 4,,);
dagegen stellt sie eine praktisch brauchbare und leicht zu berechnende
Ersatzfunktion der Differenzfunktion 4y dar.

Wiihlen wir den dritten der vorgegebenen Funktionswerte an der

Stelle ¢ = y = f‘t—:;_—}—? , 80 nehmen in (38) die Koeffizienten die Form an:
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o 2l | o . BT _ 4 BaT)

. 1) Aip):m) aArT
W (B—)?
g dmn __ z[ﬁ]:T: 14 T
a ol n s
by = [«): %) [Bl:n] Aly):w] (39)
(f—)

. aO:“t—l - a[u]:_t—l )

Cipy —
(¢
: a02n| a-[oc]:n|

Die Funktionswerte fir @, und ¥, finden sich nebst den zu
ihrer Bestimmung notwendigen Hilfszahlen in der Tabelle 3. Die
Kolonnen (5) und (10) enthalten die Betriige, um welche das nach
der Kompakttafel ermittelte Gesamtdeckungskapital zu erhéhen ist,
damit es die Selektionsriicklage entweder sicherlich an Grosse iiber-
trifft (Korrektur nach Kolonne [5]) oder aber dieser mdéglichst nahe
kommt (Korrektur nach Kolonne [10]). Es muss jedoch auffallen,
dass @, und ¥, nicht einmal in der Grossenordnung iibereinstimmen,
so dass zum Zwecke eines Vergleiches die Kenntnis der tatsichlich
auftretenden Abweichungen wiinschenswert ist.

Beispiel.

Die vorgenommenen Untersuchungen ermdglichen es nunmehr,
an die Berechnung der Deckungsriicklagen innerhalb unserer Modell-
gesellschaft heranzutreten. An erster Stelle nehmen wir die Gegen-
itberstellung der Kompaktriicklage und der Selektionsriicklage vor.

Zur Ermittlung der Kompaktriicklage ist nach den getroffenen
Voraussetzungen beziiglich Versicherungssumme und Vertragsdauer
das Produkt 100 - L, - ¥ zu bilden. Die Werte fiir L, und V% ent-
nehmen wir der Tabelle 2. Die Selektionsriicklage haben wir auf
vor T6/05

76/05
mittelt, dass wir das Iiinzeldeckungskapital je fiir die Fintrittsalter
[25], [80], [85], [40] und [45] nach der Formel

Grund der schon zitierten Selektionstafel V [10] so er-
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2y
j=1— eltbanmt]

W
Afa): 7]

z

berechneten. Die Werte fiir die iibrigen Eintrittsalter wurden durch
lineare Interpolation gewonnen mit Ausnahme derjenigen fir [x]
Zwischen [40] und [45] und mit einer Dauer ¢ von 17 und 18. Die
El‘mittlung dieser Werte erfolgte wegen der grossen Unterschiede
durch Verwendung der Differenzen erster und zweiter Ordnung.

Die Resultate unserer Berechnungen sind in der Tabelle 4 an-
gefithrt. In Ubereinstimmung mit den Ergebnissen der theoretischen
Untersuchungen sind die Differenzen zwischen der Selektionsriicklage
und der Kompaktriicklage positiv. Ausserdem stellen wir fest, dass
diese Abweichungen sehr klein sind, betragen sie doch, abgeschen
von den ersten drei Versicherungsjahren, weniger als ein Promille
des Gesamtdeckungskapitals.

Der Vergleich mit den Kolonnen (5) und (10) der Tabelle 3
ergibt jetzt, dass die mittels der obern Schranke berechneten Zahlen
100 - L, - ®,,) den tatsichlichen Verhiltnissen keineswegs entsprechen.
Dagegen stimmen die Werte 100 - L, - ¥, mit den Abweichungen
100 - ,, + 4,y gut iberein, so dass die korrigierte Kompaktriicklage
100 - L, (V5 +%,)) der Selektionsriicklage 100 L, V3 = 100 L, (V¥
+ A(t)) sehr nahe kommt. In der T'abelle 5 sind diese Werte zusammen-
gestellt. Die Differenzen zwischen der Selektionsriicklage und der
mittels ¥, korrigierten Kompaktriicklage weisen abwechselndes Vor-
zeichen auf, welcher Umstand die Moglichkeit einer Kompensation der
ohnehin geringen Fehler in sich schliesst.

Mit diesem Beispiel haben wir gezeigt, dass die Kompakttafel
2ur angeniitherten Berechnung der Selektionsriicklage geeignet ist.
Ausserdem haben wir Methoden entwickelt, die mit relativ geringem
Mehraufwand an Rechenarbeit die Ermittlung von Korrekturwerten
Bestatten, so dass die Selektionsriicklage mit beliebiger Genauigkeit
approximiert werden kann.

Um zu unterstreichen, dass die Kompakttafel nicht nur an
Stelle einer Selektionstafel verwendet werden kann, erinnern wir an
Unsere Bemerkung, wonach auch zu einer Aggregat- oder einer
Dekremententafel eine zugehorige Kompakttafel konstruiert werden
kann, Zu diesem Zwecke muss man nur in der Beziehung (30) an
Stelle von 1Dy die Grosse ,p, der Aggregattafel bzw. die entsprechende
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Grosse der Dekremententafel verwenden. Die Riicklagenberechnung
hat im iibrigen in der gleichen Weise vor sich zu gehen, wie wir soeben
in unserem Beispiel fiir die Selektionstafel gezeigt haben.

Zum Schluss ziehen wir einen Vergleich zwischen der Methode
Jecklins und der hier entwickelten Methode der Riicklagenberechnung
mit Hilfe der Kompakttafel. Aus der Ungleichung (23) haben wir
zuniichst zu folgern, dass die Methode Jecklins bei Verwendung der
retrospektiven Formel fir das Deckungskapital eine bessere An-
niherung an die genaue Selektionsriicklage ermoglicht, als dies bei
Verwendung der Kompakttafel der Fall ist. Dagegen ist die Riick-
lagenberechnung nach der Kompakttafel einfacher, weil die Deckungs-
ritcklage fiir das ¢. Versicherungsjahr durch die einzige Multiplikation
von V% mit dem Summentotal ermittelt wird. Bei der Methode
Jecklins wird ausser dem Summentotal noch das Primientotal be-
notigt.

Als Frgebnis unserer Untersuchung glauben wir die Iolgerung
zichen zu diwrfen, dass sowohl die Methode von Jecklin als auch die
Kompakttafel der Praxis gute Dienste leisten konnen. Ausschlag-
gebend fiir die Wahl zwischen diesen beiden Arten der Riicklagen-
berechnung ist die geforderte Genauigkeit der Annitherung an die
Selektionsriicklage und der Aufwand an Rechenarbeit und Zeit.
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Zusammenfassung.

Die Kompakttatel wurde zur Vereinfachung der Berechnung
des Deckungskapitals ganzer Versicherungsbestinde in die Ver-
sicherungsmathematik eingefithrt. Dadurch aber, dass sie die Alters-
Verteilung eines beliebig vorgegebenen Versicherungsbestandes nicht
beriicksichtigte, standen ihrer praktischen Verwendbarkeit bemerkens-
werte Schwierigkeiten gegeniiber. Durch Erweiterung des Begriffes
der Kompakttafel unter Beriicksichtigung der Altersverteilung v(z)
haben wir die festgestellben Mingel behoben.

Dag Ziel unserer Untersuchung bestand sodann hauptsichlich
darin, die Kompakttafel hinsichtlich der Riicklagenberechnung ge-
mischter Versicherungen anhand der Selektionstafel zu werten. Das
Ergebnis unserer Arbeit fassen wir wie folgt zusammen: Die mittels
der Kompakttafel berechneten Werte fiir das Gesamtdeckungskapital
der priimienptlichtigen Versicherung sind stets kleiner als die auf Grund
der Selektionstafel ermittelten ; immerhin zeigt die rechnerische Durch-
fiithrung eines Beispiels, dass die auftretenden Abweichungen gering-
fiigig sind. Tir den Fall der primienfreien Versicherung dagegen
Stimmen die nach den beiden Sterbetafeln berechneten Gesamt-
Tiicklagen miteinander iiberein.

Mathematisch-versicherungswissenschaftliches Seminar
der Universitit Bern, Juli 1941.
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Tabellen.

Altersverteilung v(z) der Eintrittsgeneration.

Tabelle 1.

5 105 - v(x) X 105 - v(z)
25 745 36 6428
26 2838 37 5978
27 4334 38 5480
28 5380 39 4982
29 6227 40 4385
30 6775 41 3736
31 7124 42 3088
32 7224 43 2290
33 7074 44 1592
34 6975 45 598
de | D Total | 100 000




Benutzte Sterbetafel: 1V

Grundzahlen der Kompakttafel.

141 —

vor 76/05

- [10]; Zinsfuss: 4 9.

76/06
Tabelle 2.

Vk

¢ q L, D, N,—Ny| a.304 it

(0) (1) (2) (3) (4) (5) (6)
0 0.00277 100 000 100 000 | 1 326 475 13.2648 0.0000
1 0.00433 99 723 95 888 | 1 226 475 12.7907 0.0357
2 0.00539 99 291 91 800 | 1 130 587 12.3158 0.0715
3 0.00616 98 756 87794 | 1038 787 11.8321 0.1080
4 0.00682 98 148 83 897 950 993 11.3352 0.1455
5 0.00746 97 479 80 121 867 096 10.8223 0.1841
6 0.00814 96 752 T6 465 786 975 10.2920 0.2241
7 0.00886 95 964 T2 925 710 510 9,7430 0.2655
8 0.00960 95 114 69 499 637 585 9.1740 0.3084
9 0.01045 94 201 66 184 568 086 8.5834 0.3529
10 0.01136 93 217 62 974 501 902 7.9700 0.3992
11 0.01217 92 158 59 864 4838 928 7.3321 0.4473
12 0.01305 91 036 56 861 379 064 6.6665 0.4974
13 0.01393 89 848 53 960 822 203 5.9711 0.5499
14 0.01493 88 596 51 162 268 243 5.2430 0.6047
15 0.01601 87 273 48 460 217 081 4.4796 0.6623
16 0.01720 85 876 45 850 168 621 3.677T7 0.7227
17 0.01839 84 399 43 328 122 771 2.8335 0.7864
18 0.01974 82 847 40 896 79 443 1.9426 0.8536
19 0.02124 81 212 38 547 38 547 1.0000 0.9246
20 — 79 487 36 277 = o 1.0000
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v(x) (T—u)® + by, Z
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- 1000, 1002
Ao | Pol o Bo | g Tt | b | e P |
O W | @ ®|@w (5) (6) (7) ® | (10)
1 ] 0.00032] 0.0019] 0.9589] 0.0010{ 9972 | 0.000013 | 0.00006 | 0.0019] 0.00002 199
o [0.00061] 0.0036{ 0.9180[ 0.0022| 21 844 | 0.000025 | 0.00011 |0.0036| 0.00004] 39
3 1 0.00088] 0.0053] 0.87791 0.0081L| 30 614 | 0.000034 | 0.00020 |0.0053| 0.00013 1984
4 10.00111] 0.0067] 0.8390} 0.0041| 40241 | 0.000043 | 0.00025 |0.0067| 0.00015 1472
5 10.00131] 0.0079] 0.8012{ 0.0050| 48710 | 0.000050 | 0.00031 |0.0079| 0.00027] 269
6 | 0.00148] 0.0090] 0.7646| 0.0059| 57 084 | 0.000055 | 0.00038 |0.0090| 0.00037| 358
7 | 0.00161] 0.0099] 0.7292] 0.0066] 63836 | 0.000060 | 0.00041 |0.0099| 0.00025] 239
s 10.00071] 0.0105] 0.6950{ 0.0073| 69 433 | 0.000063 | 0.00045 |0.0105] 0.00087| 354
9 |0.00177] 0.0110{ 0.6618] 0.0077] 72535 | 0.000064 | 0.00049 |0.0110{0.00086| 33
10 10.00179( 0.0112] 0.6297] 0.0081 75506 | 0.000064: | 0.00051 |0.0112{0.00035 3263
11 1 0.00178} 0.0112] 0.5986] 0.0084| 77 413 | 0.000062 | 0.000525 | 0.0112] 0.00025 930%
12 10.00172{ 0.0108] 0.5686] 0.0086 78 291 | 0.000060 | 0.000505 | 0.0108| 0.00025 297{’
13 10.00162] 0.0103]0.5396] 0.0083] T4 574 | 0.000057 | 0.00048 | 0.0103] 0.00020 177
14 |0.00149]0.0095| 0.5116| 0.0080] 70877 | 0.000052 | 0.00045 |0.0095| 0.00020 1772
15 10.00132| 0.0084| 0.4846| 0.0074] 64 582 | 0.000046 | 0.000395 | 0.0084]| 0.00012 104(].
16 10.00112| 0.0072] 0.4585| 0.0065| 55 819 | 0.000038 | 0.000355 |0.0072| 0.00013 1140
17 | 0.00088] 0.0056] 0.4333] 0.0055 46419 | 0.000030 | 0.000275 | 0.0056{ 0.00018| 15
18 |0.00062] 0.0040] 0.4090[10.0042| 34 796 [ 0.000021 | 0.00020 |0.0040] 0.00010 Sgb
19 10.00032] 0.0020] 0.3855] 0.0023| 18 679 | 0.000011 | 0.0000L |0.0020{0.00000 -
20 | 0.00000] 0.0000} 0.3628| 0.0000 —- 0.000000 | 0.00000 {0.0000{0.00000 “

_/
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Die Gesamtriicklage nach der Selektions- und der Aggregattafel.

Gemischte Versicherung der Summe 100, Dauer n = 20, Zinsfuss 4 9/,

Tabelle 4.

Selektions- Kompalkt- Abweichung | Abw. in %/,
t riicklage riccklage (1) —(2) der Selekt.-
=100L, V3 | =100L, V¥ | =100L, Ay Ricklage
(0) (1) (2) (3 (4)
1 356 724 356 011 713 2.00
2 711 094 709 931 1163 1.64
3 1 067 696 1 066 565 1131 1.06
4 1 429 320 1 428 053 1267 0.89
5 1796112 1794 588 1524 0.85
(] 2169 919 2168 212 1707 0.79
7 2 549 627 2 547 844 1783 0.70
8 2 935 226 2933 316 1910 0.65
9 3 826 146 3 824 353 1793 0.54
10 8 722 282 3721 223 1059 0.28
11 4123 412 4 122 227 1185 0.29
12 4 530 001 4 528 131 1870 0.41
13 4 942 051 4 940 742 1309 0.26
14 5 859 219 5 857 400 1819 0.34
15 5 781.062 5780 091 971 0.17
16 6 207 516 6 206 259 1257 0.20
17 6 638 048 6 637 137 906 0.14
18 7071 892 7 071 820 72 0.01
19 7 509 106 T 508 862 244 0.03
20 7 948 700 7 948 700 - —_
e —
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Die mittels ¥, korrigierten Werte der Kompakiriicklage.

Tabelle 5

R

100-T,- | Komp.R. | O8It g ) ktions.| ADWel- | Abw. in
“ e | Zro0r, v KOmPR | cklage | P08 | Yoo deF
o | T ) ) "8 () —(3) | Sol.-R-
© | M (2) () (4) ) | ®
1 199 356 011 356 210 356 724 + 514 | - 1.44
2 397 709 931 710 328 T11 094 + 766 | -+ 1.08
3 1284 1 066 565 1 067 849 1 067 696 — 153 | —o0.14
4 1472 1 428 053 1 429 525 1429 320 — 205 | —0.14
5 2632 1794 588 1797220 1796 112 — 1108 | — 0.62
6 3580 2168 212 2171 792 2169 919 — 1873 | —0.86
7 2399 2 547 844 2 550 243 2 549 627 — 616 | —0.24
8 3519 2 933 316 2 936 835 2 935 226 — 1609 | —0.55
9 3391 3 324 353 3 327 744 3 326 146 — 1598 | — 0.48
10 3263 3721223 3 724 486 3722 282 — 2204 [ —0.59
11 2304 4 122 227 4 124 531 4123 412 — 1119 | —0.27
12 2276 4 528 131 4 530 407 4 530 001 — 406 | —0.09
13 1797 4 940 742 4 942 539 4 942 051 — 488 | —0.10
14 1772 5 357 400 5 359 172 5359 219 + 47| +o0.01
15 1047 5780 091 51781 138 5 781 062 — 76| —o0.01
16 1116 6 206 259 6 207 375 6 207 516 + 141 | -+ 0.02
17 1519 6 637 137 6 638 656 6 638 043 — 613 | —0.09
18 828 7071 820 7072 648 7071 892 — 756 | —0.11
19 — 7 508 862 7 508 862 7509 106 + 244 | -+ 0.03
20 — T 948 700 7948 700 7948 700 — —




— 145 —

Literaturverzeichnis.

[1] Smolensky, P.: Sulle tavole compatte di mortalitd. Mitteilungen des X. Inter-
nationalen Aktuarkongresses, Bd. 5, Rom 1934.

(2] Smolensky, P.: Sull’ importanza delle tavole di selezione fra le basi tecniche
dell’ assicurazione sulla vita. Atti dell’ istituto nazionale delle assicurazioni.
Bd. 7, Rom 1935.

[8] Jecklin, H.: Einige Bemerkungen zu Smolenskys «Kompakt-Tafeln». Das
Versicherungsarchiv, 5. Jahrgang, 1934.

(4] Jecklin, H.: Reserveberechnung nach Gruppen gleicher verflossener Dauer.
Das Versicherungsarchiv, 5. Jahrgang, 1934.

(5] Jecklin, H.: Die Vereinfachung der Reserveberechnung in der Lebensver-
sicherung. Moglichkeiten — Grenzen. Osterreichische Revue Nrn. 47 und 48,
1934.

[6] Vajda, St.: Uber Selekttafeln und Aggregattafeln. Mitteilungen des X. Inter-
nationalen Aktuarkongresses, Bd. 5, Rom 1934.

[7] Bodoni, G., und Crosato, P.: Sulla possibilitd di sostituire, nel calcolo del
totale dei premi e delle riserve, ad una tavola selezionata una tavola aggregata

oppure una tavola compatta. Atti dell’ istituto nazionale delle assicurazioni,
Bd. 7, Rom 1935.

(8] Del Vecchio, E.: Il problema generale del calcolo della riserva matematica
su tavole compatte. Giornale di matematica finanziaria, Bd. 6, Turin 1936.

[9] Del Vecchio, E.: Sul comportamento del tasso istantaneo di una tavola
compatta di mortalith. Giornale di matematica finanziaria, Bd.7, Turin
1937.

[10] Elderton, P.: A new law of survivorship. The Review 4. November 1932.
[11] Elderton, P.: An approximate law of survivorship and other notes on the use

of frequency curves in actuarial statistics. Journal of the Institute of Ac-
tuaries, Vol. LXV, 1934,

(12] Berger, A.: Mathematik der Lebensversicherung, Wien, Julius Springer,
1939.

[18] Zwinggi, E.: Zur Darstellung des Deckungskapitals in der sozialen Alters-
versicherung. Mitteilungen des X. Internationalen Aktuarkongresses, Rom
1934,

[14] Pélya-Szego: Aufgaben und Lehrsitze der Analysis, Bd. I, S.54. Berlin,
Julius Springer, 1925,

[15] Courant, R.: Vorlesungen iiber Differential- und Integralrechnung, I. und
IL. Bd., Berlin, Julius Springer, 1930.

10



— 146 —

Inhaltsverzeichnis.

Seite

Bilelung . o o « w o o 0 5 58 § 5 £ 8 8 £ 5 £ 5 5 4 s mom on omom s 97
I. Teil.

Entwicklung der Theorie der Kompakttafel . . . . . . . . . . . . .. 98

§ 1. Der Begrift der Kompakttafel . . . . . . . . . .. ... . ... 98

§ 2. Der heutige Stand der Theorie . . . . . . . . . . . ... ... 102

§ 3. Die Arbeiten von Del Vecchio. . . . . . . . . . . ... .. .. 103
IL. Teil.

Frweiterung der Kompakttafel durch Einfithrung der Altersverteilung. . 105

§ 1. Neue Definition der nach der Dauer abgestuften Ausscheideordnung 105
§ 2. Zusammenhang zwischen dem Deckungskapital nach der Selektionstafel

und nach der Kompakttafel. . . . . . . . . . . . . . ... L. 114
§ 3. Der Verlauf von 4(s) . . . . . . . . .. 119
§ 4. Linige Funktionalgleichungen . . . . . . . . . . . . . . . ... 128

III. Teil.

Praktische Auswertung . . . . . . . A A I A 131
§ 1. Die Konstruktion der Kompakttafel . . . . . . . . . . . . . 131
§ 2. Niherungsformeln fir 4y . . . . . . . . . .. ... ... . 133
8. Betsplel « ; « « = 5 ¢ « % ¢ 5 w 55 % 5 e s PG 1 WE Y HE K 136
Zusammenfassung . . . . . . . . . L L L L 00 e e e 139
Tabellen., » » s = ¢ 5 & s & ¢ 8 % 5§ & % 2 3 B F B 6 § & & § a0 o & 140

Literaturverzeichnis . . . . . . . . . . . v v e e e e e e 145



	Beiträge zur Theorie der Kompakttafel

