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Zerfallung einer Gesamtheit in Hktivén-

und Invalidengruppen.
Von H. Kreis, Winterthur.

Fis seien eine Uberlebensordnung
L, =C-f (x) (1)
und eine Aktivititsordnung
b =k (2) @)

gegeben. Die Ordnungsfunktionen f (z) und f** (x) seien so definiert,
dass gie fir das gemeinsame Anfangsalter beider Reihen, z. B. = 15,
den Wert 1 haben. Die Zahl C fassen wir als Konstante, die Zahl %
als Parameter auf. Es sei ferner z das Schlussalter der ersten Reihe,
2 < 2z, dasjenige der zweiten Reihe, z. B. z = 104 und 2’ = 80. Uber
den Charakter der Aktivenordnung setzen wir nichts voraus. Die
Abgangsursachen, Invaliditit und Ableben, konnen voneinander
abhiingig, d.h. miteinander verkniipft, oder aber, voneinander un-
abhéingig, d. h. mehr oder weniger willkiirlich voneinander ge-
trennt gein.

Von einem beliebigen Alter w an lassen wir, im Sinne von
Schaertlint), die Gesamtheit I, in eine Gruppe von Aktiven und eine
solche von Invaliden zerfallen und wollen die so entstehenden Be-
standteile bestimmen.

Fir @ > w besteht nun die allgemeine Beziehung

b= I 1 ®)
mit der Anfangsbedingung
(=1, (4)

Aus den Gleichungen (1), (2) und (4) ergibt sich fiir den Para-
meter k der Wert

1) Schaerthin: Zur mathematischen Theorie der Invalidititsversicherung.
Bern 1907.
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p=c. 10

faa (‘MJ) *

Hieraus folgt aus (3) die Anzahl I!* der Invaliden vom Alter x
der betrachteten Sondergesamtheit von w bis z.

)
o (w)

f@) )
flo) — f(w)

oder (10 £
i =1, - — .
= (g &

Man findet selbstverstindlich fitr z = w, I{! = 0 und fiiv x > 2’

p_ . 1@

)

Da die Gleichung (6) nur dann brauchbare Werte fiir Ii' liefert,
wenn der auf der rechten Seite stehende Klammerausdruck positiv
ist, muss fiir alle Werte von « und w, die den Ungleichheiten geniigen

15§fw<m§z

folgende Bedingung erfiillt sein

f“as) ) @) @
s = @ = 1
oder, da f* (15) = f (15) = 1 und [* (2) = 0 ist

w _
=0, 7
R (R N "

Die verschiedenen Altersklassen der Gesamtheit (1) lassen sich
infolgedessen auf Grund der Aktivenordnung (2) nicht unbedingt auf
die geschilderte Art abbauen. Die Ungleichheit (7) stellt offensicht-
lich die notwendige und hinreichende Bedingung fiir das Gelingen der
Zerfillung der Gesamtheit in Aktiven- und Invalidenbestinde dar.
Daraus ergibt sich der Zerfdllungssatz:

(5)

=1 —1% =(C-f(z) — O

- (@)

=0-f(w>-(
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Die Zerfillung der Gesamthest C-f (x) in Aktwen- wnd Invaliden-
gruppen mit Hilfe der Aktivititsordnung k-{* (x) ast dann wnd nur
dann liickenlos moglich, wenn das Verhilinis der beiden Ordnungs-
funktionen f*“ () zu f (x) mit wachsendem x bestindig von 1 bis 0 abnymm.

Auf Grund dieses Kriteriums lisst sich die Ordnungsfunktion
f* (z) der Aktivenreihe (2) auf die Form

[ (2) = [ () -v () (8)

bringen, wo v (z) eine Abbaufunktion bedeutet, die mit wachsendem
2 von 1 bis 0 bestindig abnimmt. Hieraus ergibt sich

k
b (@) = O-F @) 0 (a)

f (1)
f* (w)

D. h. jede die Zerfillungsbedingung erfiillende Aktivenordnung lisst
sich als Produkt aus der zu zerfillenden Uberlebensordnung ¢ - f (z)

o e f (w)
und einer eigentlichen Abfallordnung 73“_%_)_ - v () darstellen.
W
Wir nehmen nun an, die geforderte Bedingung werde durch die
Funktionen f und f* erfiills, und gehen zur eigentlichen Aufgabe
itber, indem wir zuerst auf bekannte Art die Anzahl I, der Personen
vom Alter w bis zum Schlussalter z der Gesamtheit ermitteln. Hs ist

oder k-f*(x) = Cf () v (x) . (9)

e [+ l
Lw :L la: dx ~ (“w ;w—}-l “+ ... -+ ?2)
1
:lw I_Z’M)l-j. _}_ ..... _i— lz__g"lw
L,=1,¢, (10)

wobei ¢, die mittlere Lebenserwartung fiir einen tw-jéihrigen bedeutet.
Ebenso ist die Anzahl Lj" der Aktiven vom Alter w bis zum Schluss-
alter 2’ der Aktivenordnung gleich

Lg)a =/ lga_ dx ~ lw 'éz%a (11)
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wobei ¢;' die mittlere Aktivititsdauer fiir einen w-jihrigen bedeutet.
TFerner ist die Anzahl der Invaliden, die aus der Gesamtheit w bis ¢
hervorgehen

Lfvi = Lw — Lg)a = lw ! (é - éua). (12)

w - Yw
Bedeutet schliesslich s die Altersgrenze, bei der die Aktiven aus

Altersgriinden aus der Aktivengruppe ausscheiden, so vermindert
sich der durch (11) angegebene Aktivenbestand um

=1

- ' f 19 4 . 100 - 400
< 8
Iy = 1, 80 — 1
a8
:lw' (6;‘— faa (,w) : ega . (13)

Entsprechend wird die Anzahl der aus der Sondergesamtheit
w bis z hervorgegangenen Invaliden und der itbrigen Angehorigen der
Gresamtheit vom Mindestalter s gleich

Ly =1y (ew — ent 7;% -é;‘“). (14)
Falls die Werte ¢, und ¢ tabelliert vorliegen, lassen sich die Tormeln
(10) bis (14) fiwr alle gewiinschten Kombinationen von w und s mit
Leichtigkeit auswerten.

Man kann auch unmittelbar fiir den Beharrungszustand das Ver-
hiltnis der Anzahlen der Aktiven und Invaliden, die aus der Gesamt-
heit (w; z) hervorgehen, angeben

o

. 3 " Y 5
L LY =g : (8,—e)) =1 ( é;‘i‘ - 1) (15)
w

oder, im TFalle des Vorhandenseins einer Altersgrenze s, das Ver-
héaltnis der Anzahl der Aktiven zu der der Invaliden und der aus Alters-
gritnden zuriickgetretenen Aktiven

o

C 1
sua () o ' (16)

CT )

Lbaua(s): ):1:

it
w (s
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Samtliche entwickelten Formeln konnen z. B. auf die Tafeln der
von der Direktorenkonferenz der Schweizerischen Lebensversiche-
rungsgesellschaften herausgegebenen Tabellensammlung ) angewendet
werden. Die in dem Werk verwendete, zusammengesetzte Alktivitits-
ordnung ist nimlich das Produkt aus der zu zerfillenden Uberlebens-
ordnung und einer einfachen Aktivitdtsordnung mit Ausscheidung
durch Invaliditit allein. Auf Grund ihrer Struktur genigt die so
gebildete, zusammengesetzte Aktivitdtsordnung der durch den Zer-
tiallungssatz geforderten Bedingung.

Der in dieser Arbeit bewiesene Satz scheint mir deshalb von
besonderem Interesse zu sein, weil er indirekt eine Beziehung all-
gemeiner Art zwischen beobachteten abhingigen und ahgeleiteten
unabhiingigen Wahrscheinlichkeiten liefert. Er zeigt fiir den Fall
von zwei Abgangsursachen, unter welchen Bedingungen die Verwand-
lung von abhiingigen in unabhingige oder korrigierte Wahrscheinlich-
keiten vollzogen werden kann. Dass eine solche Uberfithrung nicht
ohne Willkiir durchfithrbar ist, geht aus verschiedenen in den Mittei-
lungen verdtfentlichten Arbeiten hervor 2). Von einem neuen Ge-
sichtspunkte aus erfihrt aber diese Willkiir durch den Zerfillungs-
satz eine nicht unwesentliche Deutungsmoglichkeit.

1) «Technische Grundlagen und Bruttotarife fiic Gruppenversicherungeny;
Mai 1939,

Die Veroffentlichung dieser Grundlagen hat mich zu der vorliegenden
Untersuchung veranlasst.

2) I, Marchand: Probabilités expérimentales, M. V. S. V., 83. Heft; J. Meier:
Zur Theorie der unabhiingigen Wahrscheinlichkeiten, M. V. S. V., 39. Heft.
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