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Zur Darstellung des mathematischen Wertes
von Wertpapieren.

Von E. Zwinggi, Basel.

1. Als mathematischen Wert eines Wertpapieres bezeichnet man
allgemein den jeweiligen Barwert des Kapitals und der künftigen
Zinsen, berechnet auf Grund der verbleibenden festen Laufzeit oder
auf Grund des Tilgungsplanes 1). Neben dieser, hauptsächlich für die

praktische Berechnung bestimmten Umschreibung des Begriffes
bestehen noch weitere Möglichkeiten zur Darstellung des mathematischen
Wertes; im folgenden möchten wir diese anderen Formen, die zum
Verständnis der mathematischen Bewertung wesentlich beitragen, kurz
aufzeigen.

2. Wir führen die folgenden Bezeichnungen ein:

B, : Nomineller Wert des geschuldeten Kapitals t Zeiteinheiten nach

Beginn des Schuldverhältnisses ; B0 ist dann gleich dem Nominalwert

der Anfangsschuld.
: Mathematischer Wert der Kapitaleinheit.

â,\ Intensität der nominellen Verzinsung.
<3( : Intensität der Bewertungs-Verzinsung.
fi; : Intensität der vorzeitigen Kapitalrückzahlung (Intensität der

Tilgung).
r, : Rückzahlungswert der Kapitaleinheit.

Im Zeitabschnitt t bis t + dt gelangt vom geschuldeten Kapital B,
nominell Btetdt zur Rückzahlung. Die Zunahme des geschuldeten

Kapitals —dB, ist also gleich B,e,dt. Daraus folgt für die noch
bestehende nominelle Schuld B, die Darstellung

t

_y.f«
Bt B0e°

l) Z. B. im Bundesratsbeschluss über die Bewertung der Wertpapiere in
den Bilanzen der inländischen Lebensversicherungsgesellschaften vom 21.
November 1939.
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Mit Ablauf des Schuldverhältnisses bei t n werde der Rest mit

n

B„=B0e°

auf einmal zur Rückzahlung fällig.
Die Schuld «1» bedingt im Zeitabschnitt X bis X -f clX für die

Bewertung an Zins den Betrag von ô, d X ; gleichzeitig wirft die nämliche
Schuld nominell Ax dX Zins ab. Der Wert der im Zeitpunkte X fälligen
Schuld «1», bestimmt im Zeitpunkte t (X > t), ist

x

-J»eäS

ë =v(X;l)-,

weiterhin wird der Wert im Zeitpunkt t des im Zeitabschnitt X bis
X + dX fälligen Zinsbetreffnisses AxdX gleich v(X,t) AxdX.

Der Wert im Zeitpunkt l aller künftigen Kapitalrückzahlungen
ist gleich der Summe

n

j v(X,t)Bx exrxdX + v (n,t) Bnrn ;

i

auf den nämlichen Zeitpunkt wird der Wert der nominellen Zinsen

dargestellt durch
n

jv (X,t) BxAxdX.
i

Für den mathematischen Wert kt der Kapitaleinheit erhalten
wir dann mit der eingangs aufgeführten Definition die Darstellung *)

(I) ht W jv^'t)Bx{exrx + Ax}dX +
i

x) Bei dem nach den Bestimmungen des Bundesratsbeschlusses vom 21.
November 1939 meist vorkommenden Fall ist Sx konstant S,*x 0, Ax

konstant d ,rn 1 und v (x, t) W). Gleichung (I) nimmt dann die bekannte
Form an

n

lct e-<5-J- A je-<!W) dX ë-"'!"-*) -f- Aa^T\ •

't
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3. Wir erweitern den Ausdruck (I) bei t o mit und

v(t,o)
trennen das Integral in die beiden Teile X o bis X t und X — t
bis X n

i

KBo f V(X,o)
"77-v— / —71—Wri + 4i}dA==
v(£,o) J v(t,o)

o

J v(t,o) " ®(f,o)
I

Da aber
>. t i

+ [tsa$ - fs$ä$
v{X,o) 0 i {
—)—— e =e =v(X,f)

und =v(o,t) ist, folgt
v(t,o)

ai)
BoKv{o,t) _i_ rMBi{e^+Ai]dX

Der mathematische Wert der Kapitaleinheit ist gleich dem zum
Beivertungszinsfuss aufgezinsten mathematischen Anfangswert der

Anfangsschuld, vermindert um die Summe der zum Bewertungszinsfuss
aufgezinsten Rückzahlungsbeträge und um die Summe der zum Bewertungszinsfuss

aufgezinsten nominellen Zinserträgnisse, alles bezogen auf die

noch bestehende Sclmld «1».

4. Gleichung (II) ist entstanden durch Integration der linearen

Differentialgleichung

(III) (<5; + et) kt + At + 6/ ?'/ 0

Darin bedeuten (At—dtkt)dt den Unterschied zwischen dem

nominellen Zinsertrag und dem Bewertungszinsertrag der Schuld «1»,



— 78 —

also gewissermassen einen «Zinsüberschuss» (der gegebenenfalls auch

negativ sein kann) und et (rt — kt) dt den Unterschied zwischen dem
absoluten Rückzahlungsbetrag und dem mathematischen Wert des

Rückzahlungsbetrages der Schuld «1», also gewissermassen einen

«Kursgewinn» (der gegebenenfalls auch negativ sein kann).

Beziehung (III) lässt sich mit den vorstehenden Umschreibungen
wie folgt in Worte kleiden:

Die Zunahme des mathematischen Wertes der Kafitaleinheit dkt
im Zeitabschnitt t bis t + dt ist gleich dem negativen Wert der auf den

Rückzahlungen «1» erzielten Kursgewinnen et(rt — kt)dt und der auf
der Schuld «1» erzielten Zinsüberschüsse (At— ôtkt)dt.

5. Das Integral der Differentialgleichung (III) lässt sich ausser
in der Form (II) auch darstellen als

i i

kt k0 J (Ax ôx kx) d X y"ex (rx kx)dX
0 0

oder
t

(1) kt=v(o,t)k0—Jv(X,t) {Ax + ex(rx — kx)}dX
0

oder
t

(2) f B,.{Ax-ôxkx + exrx\dX.

0

v (o,t)
In (1) und (2) setzen wir t—n, erweitern mit v(n,t) —

v{o,n)
oder mit — und trennen die Integrale in die Teile % o bis A — t

l^t
und X t bis A n. Dann folgt, weil kn — rn:

t

v{o,t)k0 — jv(X,t){Ax + ex(rx — kx)}dX
0

n

(IV) =v(n,t)rn+jv(X,t) {Ax +ex(rx — kx)} dl
l

und
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-g-J — ^kx + eArA} dk —

0
n

(V) fc,
g

" + -g-JBx{Ak — <5^ + S;^} dA.

i

Die Gleichungen (IY) und (V) lassen die folgenden Deutungen zu:

Der mathematische Wert der Kapitaleinheit ist gleich dem zum
Bewertungszinsfuss diskontierten Rückzahlungswert der Kapitaleinheit
bei Beendigung des Schuldverhältnisses vermehrt um den Barwert —
berechnet zum Bewertungszinsfuss — der künftigen nominellen Zinserträgnisse

der Schuld «1» und vermehrt um den Barwert — berechnet zum
Bewertungszinsfuss — der bei den künftigen vorzeitigen Rückzahlungen
«1» erzielten Kursgewinne.

Der mathematische Wert der Kapitaleinheit ist gleich dem

Rückzahlungswert der Restschuld, vermehrt um die Summe der künftigen,
auf der jeweiligen Schuld erzielten Zinsüberschüsse und vermehrt um die

Summe der Werte der künftigen Rückzahlungen, alles bezogen auf die

Schuld «1».
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