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Bemerkung zum Problem des Ruins
beim Spiele?.
Von H. Hadwiger, Bern.

Das Anfangsvermogen eines Spielers sei a. Bei jedem Spiele hat
er mit gleicher Wahrscheinlichkeit einen Gewinn « oder einen Verlust f3
zu erwarten (a S f).

Fin altbekanntes Ruinproblem besteht darin, die Wahrscheinlich-
keit p, (a) zu ermitteln, dass der Spieler n Spiele hintereinander, ohne
ruiniert zu werden, spielen kann. Der Spieler ist ruiniert, wenn sein
Vermogen 0 erreicht oder unterschreitet. Derartige Probleme hat
bereits Laplace (Théorie analytique des probabilités, Paris 1820,
S. 228—2492) aufgestellt und geldst.

In dieser Note soll gezeigt werden, wie eine asymptotische Funk-
tion far p,(a) als Losung emner Randwertaufgabe gewonnen werden
kann. Das Verhalten von p,(a) fiir grosse n kann dann miihelos ab-
gelesen werden.

Wir gehen aus von der rekursiven Beziehung

W =y 13,
JO, x<<0
(2) p'n-i-l (ﬂ?) = lpn (‘f’c + OC) —l_ pn (mﬁﬁ) ’ T > 0’
2

deren Giltigkeit direkt aus der Definition von p,(x) folgt. Wenn wir
die Geldeinheit mit e, die Dauer eines Spieles mit 7z bezeichnen, so
kann mit Hilfe einer Funktion von zwei Verinderlichen geschrieben
werden

(3) p, () ~ p(re,nt)=pu,1l) (ze=u,nt=1).

1) Die Anregung zu dieser Studie verdanke ich Herrn 4. Alder in Bern.
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Die Rekursion (2) lesen wir jetzt

W plnnr) = |pletalen) + pa—flend).

wo ¢ und 7 als sehr klein angenommen werden. Wenn wir den Aus-
druck rechts nach der Formel von Taylor entwickeln und die 3. und
hoheren Potenzen von & vernachléssigen, so erreichen wir

a+f3>gap +(m2+62> 2 0P

) Pl ) D +(

2 ou 4 ou2’
oder
®) P (U, t+7) — p(u,t) :(Oﬂ-i-ﬁ)j op +(a2+52>8_2@_2g
T 2 T 0U 4 T du>
Wird
a—pB\ € a4 B2\ &2
¢ AZ( 2'8>?B=( :ﬁ)7

und fir die linke Seite in (6) der partielle Differentialquotient gesetzt,
so gewinnen wir die partielle Differentialgleichung

dp op o%p
8 —-—-::Ai B .
(®) ot ou + D u?

Mit Riicksicht auf die Bedeutung von p (u, ) miissen noch die Rand-
bedingungen erfiillt sein:

(9) pu,0) =1, u>0
p(0,8) =0, t>0.

Die Losung dieser Randwertaufgabe lautet

1 - T
7 J

Attu Al—u

Yemt  Yam
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Fihren wir noch die GauBsche Transzendente

1 -
(11) @(Z):ﬁfe’df

z
ein, so kann fiir die Liosung geschrieben werden
At + U _ Au

12 puo :@{—?ﬁ}—e ?@I_Atj}.

Wenn wir fiir u, {, 4, B wieder die urspriinglichen Werte einsetzen, er-
gibt sich

] mle—p ) ~Bee [ n (a—p) — x
(13) p, () (D{ V§W] € ot (D{ VWI

Das asymptotische Verhalten von p, (z) fiir grosse n ist nach (13) in
den drei Féllen

1. Fall o >p;
2. Fall o =g;
3. Fall «< f;

vollig verschieden, und zwar gilt

2z (a—p)
1. Fall lim p,(z) =1 —e—_a'z__'_—{)!-:— :
n=>» co
: - T
2. Fa;ll hm V’n pn (;’L‘) = —;
n—}oo oK o4

. —  (a—p) ® 2 (o> 4-p2 2 (a—p)
3. Fall lim ]/n" €2+ " p, (2) = (—p)? V ) € Tarp .
a_

n-3 oo T

Zur Verifikation der Grenzwertrelation im 3. Fall kann die asymp-
totische Formel
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D (u) , (u> 1)

e
2 ]/;u
angewendet werden 1).

Eine nicht verschwindende Wahrscheinlichkeit, beliebig lange ohne
Ruin zu spielen, gibt es nur, wenn der FKrwartungswert pro Spiel
positiv ist. In den anderen Féllen strebt die genannte Wahrscheinlich-
keit mit der Zahl n der Spiele gegen 0, und zwar wie die reziproke
Quadratwurzel, wenn der Erwartungswert 0 ist, und sogar exponentiell,
wenn er negativ ist.

1) Vgl. etwa: R.wv. Mises, Wahrscheinlichkeitsrechnung und ihre Anwen-
dungen. Fr. Deuticke, Leipzig und Wien, 1931, S.45.
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